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PREFACE 


Les  modifications  apportées  récemment  aux  programmes  d'admis- 
sion aux  grandes  Écoles  scientifiques  ont  été  faites  afin  «  de  simplifier 
ces  programmes  et  de  les  développer  dans  le  sens  dans  lequel  les 
élèves  sont  appelés  à  se  diriger  après  leur  entrée  à  TEcole  *  », 

C'est  ainsi  qu'à  l'École  centi^ale  on  a  diminué,  en  Géométrie  analy- 
tique, «  la  place  excessive  prise  par  la  théorie  des  courbes  et  surfaces 
du  second  ordre  définies  par  leurs  équations  générales  ;  on  a  supprimé 
toutes  les  formules  générales  qui  ne  sont  que  des  exercices  de  mémoire 
ou  des  jeux  d'écriture  »  ;  on  a  cherché  à  éviter  ce  qui  tend  ce  à  faire 
tourner  la  Géométrie  analytique  autour  de  la  recherche  de  lieux  géomé- 
triques artificiels.  » 

Il  est  certain  que  ces  théories  intéressent  et  attirent  un  grand  nombre 
d'élèves,  et  même  qu'elles  développent  chez  eux  des  qualités  d'élégance 
et  de  clarté  ;  mais  elles  peuvent  aussi  les  entraîner  dans  une  voie  où 
«  ils  se  fatiguent  sans  aucun  développement  de  Tintelligence  et  acquiè- 
rent le  dédain  des  questions  simples  et  précises,  des  applications  numé- 
riques, des  calculs  entièrement  terminés.  » 

Telles  sont  les  idées  dont  nous  avons  cherché  à  nous  inspirer  en  écri- 
vant ce  livre  ;  nous  avons  essayé  de  développer  chez  les  élèves  des 
connaissances  purement  pratiques,  en  nous  limitant,  à  de  rares  et 
courtes  digressions  près,  au  programme  d'admission  à  l'École  centrale. 

C'est  le  même  esprit  qui  nous  a  dicté  l'ordre  suivi,  et  nous  a  fait 
diviser  Touvrage  en  plusieurs  parties  telles  qu'après  chacune  d'elles 

*  Programme  des  conditions  d'admission  à  l'École  centrale  des  Ârls  et  Manufactures. 
Renseignements  généraux  (1901). 


Il  PREFACE 

^él^vc  puisse  déjà  posséder  un   certain  ensemble  de  notions  utiles. 

Dans  les  premiers  chapitres,  nous  présentons,  sous  une  forme  peut- 
être  nouvelle,  le  principe  de  Thomogénéité  et  nous  indiquons  une» 
méthode  régulière  pour  la  construction  des  formules  ;  nous  exposons 
ensuite  les  connaissances  indispensables  sur  les  coordonnées,  la  droite 
et  la  circonférence. 

Puis,  abordant  immédiatement  la  construction  des  courbes,  nous 
donnons  à  cette  question  une  importance  prépondérante  en  la  parta- 
geant en  plusieurs  chapitres,  concernant  chacun  un  mode  particulier 
de  déflnition  d'une  courbe.  Nous  y  signalerons  la  méthode  employée 
pour  aborder  Tétude  des  branches  infinies  et  le  procédé  systématique 
que  nous  utilisons  dans  toutes  les  questions  relatives  aux  courbes  en 
coordonnées  polaires.  L'un  de  ces  chapitres,  celui  qui  concerne  les 
courbes  définies  par  une  équation  /(.r,  y)  =  0,  nous  a  entraînés  à 
quelques  développements  sur  les  courbes  algébriques  ;  et  tout  en  nous 
limitant  aux  notions  indispensables  comme,  par  exemple,  dans  l'intro- 
duction des  points  imaginaires,  nous  n'avons  pu  réduire  ces  développe- 
ments autant  que  nous  l'aurions  désiré.  Nous  avons  considéré,  comme 
la  conclusion  naturelle  de  ces  chapitres,  l'étude  générale  et  la  recherche 
de  l'équation  d'un  lieu  géométrique. 

Dans  la  théorie  des  courbes  et  surfaces  du  second  degré,  nous  avons 
placé  au  début  l'étude  particulière,  si  simple,  de  chaque  conique  ou 
quadrique  définie  par  son  équation  réduite.  Cela  nous  a  permis 
d'abréger  et  de  simplifier  Tétude  de  ces  courbes  ou  surfaces,  définies  par 
leurs  équations  générales  ;  nous  signalerons,  à  ce  titre,  un  procédé  qui 
permet  de  classer  les  quadriques  en  évitant  l'étude  de  l'équation  en  S. 
Le  dernier  chapitre  paraît  cependant  donner  quelque  importance  à  la 
détermination  et  a  l'intersection  des  quadriques  ;  mais  nous  l'avons 
rédigé  surtout  en  vue  des  applications  qu'il  peut  avoir  en  Géométrie 
descriptive. 

Nous  avons  employé  les  petits  caractères  pour  les  applications  et  théo- 
ries qui  peuvent  être  laissées  de  côté  dans  une  première  lecture.  Nous 
avions  imprimé  en  caractères  gras  les  formules  essentielles  à  retenir 
par  cœur,  étant  donné  l'usage  fréquent  auquel  elles  se  prêtent.  Enfin, 


PIIKKACK  III 

nous  avons  apporté  tous  nos  soins  à  ce  que  les  figures  et  courbes  soient 
exécutées  avec  une  rigoureuse  exactitude  métrique. 

Ce  livre  sera  nécessairement  imparfait  sur  bien  des  points  ;  aussi 
serons-nous  heureux  d'accueillir  les  observations  que  pourront  nous 
présenter  nos  collègues. 

Terminons  en  remerciant  nos  éditeurs,  qui  continuent  avec  tant 
d'activité  les  traditions  de  la  librairie  Armand  Colin,  du  soin  tout  parti- 
culier qu'ils  ont  apporté  à  l'exécution  de  cet  ouvrage. 

Paris,  «lécenibre  1903. 
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SEGMENTS.  —  ANGLES.  —  PROJECTIONS 

1.  —  On  sait  que  la  Géométrie  est  l'étude  des  propriétés  des  figures  et  des 
relations  qu'elles  ont  entre  elles. 

La  Géomélrie  analytique  est  un  ensemble  de  méthodes  particulières  qui 
permettent  de  faire  cette  étude  par  remploi  du  calcul  algébrique. 

Avant  d'aborder  cette  science,  il  est  nécessaire  d'avoir  établi  géométrique- 
ment :  dans  le  plan,  le  premier  livre  et  le  théorème  fondamental  du  troisième, 
dans  l'espace,  le  cinquième  livre. 

Ces  connaissances  seraient  suffisantes  à  condition  de  placer  au  début  de  la 
Géométrie  analytique  les  premiers  chapitres  de  la  Trigonométrie  qui  com- 
prennent Tétude  des  lignes  trigonométriques  et  les  formules  d'addition  des 
angles.  Bien  que  cette  marche  soit. naturelle,  nous  nous  bornerons,  dans  cet 
ouvrage,  à  rappeler  sommairement  les  notions  fondamentales  contenues  dans 
ces  chapitres,  en  renvoyant  pour  plus  de  détails  aux  cours  de  Trigonométrie. 

On  arriverait  ainsi  à  établir  par  les  méthodes  de  la  Géométrie  analytique 
toutes  les  autres  propositions  de  la  Géométrie  élémentaire  ;  mais  ce  procédé 
n'est  pas  employé,  car  la  substitution  du  calcul  à  la  géométrie  pure  conduirait., 
en  général,  à  des  raisonnements  moins  simples  et  moins  naturels. 

SKGMENTS 

2.  Segment.  —  On  appelle  segment  une  portion  de  droite  AB  (fig.  1), 
dans  laquelle  on  distingue  entre  les  deux  extrémités.  Tune  A  appelée  origine, 

TftESsE  KT  Th\bact.  —  G<K)nM*lrie  analytique.  1 


2  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUK 

Tautre  B  appelée  extrémité;  on  appelle  sens  du  segment  le  sens  de  parcours 
qui  va  de  l'origine  A  àTextrémité  B.  On  Tënonce  :  segment  ÂB,  et  on  le  repré- 
sente par  la  notation  AB. 


sr' 


jr,         0 


Fiff.  1. 


Fig.  2. 


Fig.  a. 


Axe.  —  On  appelle  axe,  ou  rfroi7<?  orientée,  une  droite  illimitée  x'x  (fig.  2 1. 
sur  laquelle  on  distingue  un  sens  de  parcours  appelé  sens  positif.  On  l'énonce  : 
axe  x'x,  le  sens  positif  étant  celui  qui  va  de  x'  vers  x. 

Par  exemple,  un  côté  Ox  d'un  angle  xOy  (fig.  3)  est  une  droite  orientée,  son 
sens  positif  étant  celui  qu'il  faut  suivre  pour  décrire  ce  côté  Ox  en  partant  du 
sommet  0  de  l'angle. 

3.  Mesure  algébrique  d'un  segment.  —  Pour  représenter  un  segment 
AB  par  un  nombre  algébrique,  on  choisit  un  axe  x'x  paratlèle  à  ce  seg- 
ment, soit  sur  la  droite  qui  porte  ce  segment,  soit  sur  une  droite  parallèle 

(fig.  4).  Gela  fait,  la  mesure  algébinque  du 
segment  AB  est  un  nombre  algébrique  qui 
.B  a  pour  valeur  absolue  la  longueur  du  seg- 

ment   (évaluée    avec    l'unité    de    longueur 
^     choisie)  ;  ce  nombre  est  positif  si  le  sens  du 
Fig.  4.  segment  est  le  même  que  le  sens  positif  de 

Vaxe,  il  est  négatif  dans  le  cas  contraire  ; 

on  dit  alors  que  le  segment  AB  est  compté  ou  mesuré  suivant  taxe  x'x. 

Pratiquement,  on  représente  ce  nombre  algébrique  par  la  même  notation 
que  le  segment. 

Dans  ces  conditions,  les  segments  AB  et  B.V  sont  mesurés  par  des  nombres 
opposés,  donc  Ton  a  : 


C. 


O 


JC' 


BA  =  —  AB, 


ou 


AB  4-  BA  =  0. 


On  appelle  segment  nul  un  segment  AA  dont  les  deux  extrémités  sont 
confondues  et  dont  la  mercure  algébivique  est  zéro. 

Enfin,  on  appelle  segynents  équipoUenls  deux  segments  ÂB  el  CD  égaux, 
parallèles  et  de  même  sons  (fiîjr.  'i  ),  de  telle  sorte  que  Ton  peut  écrire  : 


AB  =  CI). 

4.  Abscisse  d'un  point  d'un  axe.  —  Étant  donné  un  axe  x'x,  choisissons 
sur  cet  axe  un  point  quelconque  0,  que  nous  appellerons  origine  des  abscisses 
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OU  simplement  origine  (fig.  5j.  Cela  ftxit,  on  appelle  abscisse  dtm  point  M  de 

Taxe  le  nombre  algébrique  

X  =  OM. 


^'  0  M        ^ 

Fig.  5. 

Il  résulte  de  cette  définition  qu'à  tout  point  M  de  l'axe  con*espond  une 
abscisse  x  et  une  seule,  et  réciproquement. 

5.  Formule  de  Chasles.  —  Théorème.  —  Trois  points  A,  B,  G  étant  placés 
d^une  manière  quelconque  sur  une  droite^  on  a  la  relation  : 

AB  +  BG  -h  CÂ  =  0. 

En  effet,  si  Ton  se  déplace  sur  la  droite  de  A  vers  B  (fig.  6),  trois  cas  peuvent 
se  présenter  : 

Ou  bien  (Ag.  6\)  Ton  rencontre  G  après  le  point  B;  alors  les  segments  AB, 
BG,  AG  sont  de  môme  signe,  et  par  suite  on  a, 
entre  ces  trois  nombres  comme  entre  leurs  valeurs 

absolues  :  A  C         B 

■ ■  I  » 

ÂB  +  BC  =  ÂG,       ou:       ÂB  +  BG  +  GÂ  =  0; 

^  C  A        B 


B 


ou  bien  (fig.  6^)  l'on  rencontre  G  entre  A  et  B.  pj     g 

et  alors,  comme  dans  le  cas  précédent,  on  a  : 

AG  +  GB  +  BA  =  0,  ou,  en  changeant  tous  les  signes  : 

AB  4-  BG  +  GÂ  =  0  ; 

ou  enfin  {{is,!  6')  l'on  rencontre  G  avant  A,  et  alors  on  trouve  encore  : 
GA  +  Âïî  +  lÏG  =  0,         ou  :        ÂB  +  BG  +  GÂ  =  0. 

La  formule  est  donc  bien  générale. 

Application.  —  Evaluation  d'un  segment  en  fonction  des  abscisses  de  ses 

Q A     B  extrémités . 

Soit  (fîg.  7),  sur  un  axe  x'x  d'origine  0, 
3:-      un  segment  AB  défini  par  les  abscisses  de 
B ^       ses  extrémités  :  a  =  OA,  b  =  OB.  La  for- 
mule de  Ghasles  donne  : 


JO' 


0 


JC' 


J 9     A  _      _      _  _ 

pj^  -  *"       OA  +  AB  +  BO  =  0,    ou:   û  +  AB  — ^^  =  0, 


d'où  l'expression  cherchée  de  AB  : 


AB  sas  6  —  a. 
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Gènéralûation  de  la  tomole  de  Chades. — Thêorèmk. — LespoinU\,B,C, 
H,  K,  L  étant  distribuée  dune  manière  quetconque  sur  une  droite,  on  a  : 

ÂB  + »:+...  -f-HK-i-KL-LLÂ=0, 
ou  : 

XB  +  BC+   .+  HK-t-KL  =  ÂL. 

Car,  a,  b,  c,  ...  h,  k,  l  désignant  les  abscisses  de  ces  points,  on  a  : 


AB  =  6  —  a,  Bi:  =  e  —  6,  ...,  HK,  =  k  —  h,  KL  =  /  —  it, 

LÂ"=  — XL  =  i— a, 

et  ces  expressions  vérifient  bien  les  deux  relations  énoncées. 

ANGLES 

6.  Angle  d'un  axe  avec  un  antre.  —  On  appelle  angle  d'un  axe  avec  un 
autre  un  ansle  AOB  (lig.  8»  dans  lequel  on  distingue  entre  les  deux  côtés, 

Tun  OA  appelé  origine  de  l'angle,  Tautre  OB  appelé 
extrémité;  on  l'énonce  angle  de  Vaxe  OB  avec  taxe  OA, 
et  on  le  représente  par  la  notation  (OA,  OBi. 

L'angle  d'un  axe  avec  un  autre  est  donc  à  l'angle  de  deux 
demi-droites  ce  que  le  segment  est  à  la  portion  de  droite. 

Plan  orienté.  —  On  appelle  plan  orienté  un  plan  dans 
lequel  est  choisi  un  sens  de  rotation  appelé  sens  di- 

En  Géométrie  plane,  on   prend  généralement  comme 
sens  direct  le  sens  opposé  au  mouvement  des  aiguilles  d'une  montre. 

7.  Mesure  algébrique  de  l'angle  d'un  axe  avec  un  autre.  —  Pour  repré> 
senter  un  angle  (OA,  OB)  (fig.  8)  par  un  nombre  algébrique,  on  choisit  un 
plan  orienté  parallèle  au  plan  de  cet  angle  ou  confondu  avec  lui.  Cela  fait, 
la  mesure  algébiHque  de  V angle  (OA,  OBj  est  le  nombre  algébrique  qui  a 
pour  valeur  absolue  l'angle  de  la  rotation  (évalué  avec  l'unité  d'angle  choisie) 
qu'il  faut  effectuer  pour  amener  V origine  O.V  sur  V extrémité  OB,  ce  nombre 
étant  positif  si  la  rotation  est  effectuée  dans  le  sens  direct,  négatif  dans  le 
cas  contraire. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  adopterons  comme  unité  d'angle  le  radiant  ou 
unité  trigono métrique,  avec  laquelle  le  nombre  :t  représente  un  angle  égal 
à  deux  droits. 

dette  définition  laisse  subsister  une  indétermination  résultant  de  ce  qu'on 
peut  amener  OA  sur  OB  par  des  rotations  différant  par  le  sens  et  l'ampli- 
tude. Il  y  a  donc  une  infinité  de  nombres  algébriques  qui  sont  des  mesures 
algébriques  d'un  même  angle  (OA,  OB);  on  les  appelle  déterminations  de 


ANGLKS 


cet  angle,  et  on  les  représente  toutes  par  la  même  notation  que  l'angle 
(OA,  OB).  L'une  d'elles,  correspondant  à  une  rotation  effectuée  dans  le  sens 
direct  et  plus  petite  que  quatre  droits,  a  une  valeur  a  positive  et  plus  petite 
que  2tc;  une  autre,  correspondant  à  une  rotation  effectuée  dans  le  sens  con- 
traire et  plus  petite  aussi  que  quatre  droits,  a  pour  valeur —  (2tî  —  a)  ou 
CL  —  2iT  ;  toutes  les  autres,  correspondant  h  des  rotations  effectuées  soit  dans 
le  sens  direct  soit  dans  le  sens  contraire,  ont  pour  valeur,  soit  a  +  2^ir,  soit 
—  {i-K  —  a  +  2A;r)  ou  a  —  (2A;  -\-  \)T^^k  étant  un  entier  quelconque. 
Toutes  ces  déterminations  sont  donc  comprises  dans  la  formule  : 

(OA,  OB)  =  a  +  2/i7t, 

h  étant  un  entier  quelconque,  positif,  négatif  ou  nul. 

11  en  résulte  que  deux  déterminations  quelconques  a,  a'  d'un  même  angle 
diffèrent  dun  fnultiple  quelconque,  positif  ou  négatifs  de  2it,  car  on  a  : 

a  =  a  +  2/i7î,  a'  =  a  +  2/i'tc, 

et  par  suite  : 


a— a 


2nic, 


n  e'tant  encore  un  entier  quelconque,  positif,  négatif  ou  nul. 

Dans   ces   conditions,    les  deux  angles  (OA,  OB)  et  (OB,  OA)  ont   pour 
valeurs  : 

(OA,  OB)  =  a  +  ^hTz,         (OB,  OA)  =  2it  —  x  +  -Ih'-r:  ; 


d'où  Ton  déduit  : 


(OA,  OB)  +  (OB,  OA)  =  2«7i. 


Un  angle  (OA,  OA)  dont  les  deux  cotés  sont  confondus  correspond  h  l'hypo- 
thèse a  =  o,  et  Ton  a  : 

(OA,  0.\)=2n7:; 

un  angle  (OA,  OA')  dont  les  cotés  sont  directement  opposés  correspond  à 
rhypothèse  a  =  t:,  on  a  donc  : 

(OA,  OA')  =  (2;i  +  1  )  ^. 

Angle  dont  les  côtés  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan.  —  Dans  l'espace,  l'angle  (x'x,  y' y)  de  l'axe  y' y 
avec  l'axe  x'x  (fig.  9),  ces  deux  axes  n'étant  pas 
dans  un  même  plan,  est,  par  définition,  l'angle 
(OA,  OB)  formé  en  menant  par  un  point  quelconque  0 
deux  demi-droites  OA,  OB  respectivement  parallèles 
aux  deux  axes  x'x^y'y  et  de  mêmes  sens.  Cette  dé- 
finition est  légitime,  car  on  sait  que  deux  angles 
plans  dont  les  cotés  sont  deux  h  deux  parallèles  et 
de  mêmes  sens  sont  égaux;  mais  elle  n'a  de  sens 
que  si  l'on  a  choisi  un  plan  orienté  parallèle  aux  deux  axes  x^x,  y'y. 


fiff.  9. 
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8.  Représentation  d'un  axe  dans  un  plan  orienté.  —  Dans  un  plan  orienlé. 
choisissons  un  axe  quelconque  Ox,  que  nous  appellerons  origine  des  angles. 
On  peut  alors  définir  un  axe  quelconque  du  plan  OA,  ou  mieux  sa  direction, 
par  Tangle 

a  =  (Oa;,OA). 

Dans  ces  conditions,  à  tout  axe  OA  du  plan  correspond  un  nombre  algé- 
brique a  défini  à  un  multiple  près  de  2iî,  et  réciproquement. 

9.  Formule  de  Chasles.  —  Théorème.  —  Trois  axes  OA,  OB,  OC,  étant 
placés  dune  manière  quelconque  dans  un  plan,  on  a  : 

(OA,  OBj  +  (OB,  OC)  +  (OC,  OA)  =  2nir, 

quelles  que  soient  les  déterminations  des  trois  angles. 

La  démonstration  est  immédiate  si  l'on  choisit,  pour  chacun  des  trois 
angles,  une  détermination  correspondant  à  une  rotation  etîectuée  dans  le  sens 
direct;  elle  s'étend  à  trois  déterminations  quelconques,  puisque  celles-ci  ne 
difïerent  des  précédentes  que  par  des  multiples  de  2z. 

Application.  —  Évaluation  d^un  angle  en  fonction  des  angles  formés  par 
ses  extrémités  avec  une  même  origme. 

Soient,  dans  un  plan  orienté,  une  origine  des  angles  Oj;  et  un  angle 
(OA,  OB)  défini  par  les  relations  : 

a  =  (Ox,OA),         li  =  (Ox,OB). 

La  formule  précédente  donne  : 
(Ox,  OA)  +  (OA,  OB)  +  (OB,  Ox)  =  2?it:,     ou  :     a  +  (OA,  OB)  —  ?-  =  ^nr,  ; 

d'où  Texpnîssion  cherchée  de  (OA,  OB)  : 

(OA,  OB)  =  p  —  a  -h  2nir 

On  déduit  immédialemenl  de  cette  formule,  comme  nous  l'avons  fait  pour 
les  segments,  la  démonstration  du  théorème  suivant  : 

Généralisation  de  la  formule  de  Chasles.  —  Théoukmk.  —  Les  axes  OA. 
OB,  0(1...,  OK,  OL  étant  placés  dune  manière  quelconque  dans  un  même 
plan,  on  a  : 

(OA,  OB)  +  (OB,  OC)  +  ...  +  (OK,  OL)  +  (OL,  OA)  =  2?it:, 

ou  : 

(0A,0B;)  +  (OB^OCi  -h  ...  +  (OK,OÏ/  -=  (OA,OL)  +  "2717:. 

PROJKGTIONS 

10.  DÉFINITIONS.  —  Soient  (tig.  10)  un  axe  x'x,  app(»lé  axe  de  projection,  et 
un  plan  P  non  parallMf»  à  Taxe,  appelé /)/«??  projetant.  On  appelle  pro^ec/taw 
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cTun  point  A  sur  l'axe  x^x,  parallèlement  au  plan  P,  le  point  d'intersection 
de  Vaxe  xfx  avec  le  plan  mené  par  A  parallèlement  au  plan  P. 

La  projection  est  dite  orthogonale  si  le  plan  projetant  est  perpendiculaire 
à  Taxe;  elle  est  dite  oblique  dans  le  cas  contraire. 

Dans  le  c/is  particulier  d'une  figure  plane,  on  peut,  au  lieu  de  projeter  paral- 
lèlement à  un  plan  P,  projeter  parallèlement  à  une  droite  (D)  (fig.  11),  inter- 
section du  plan  P  et  du  plan  de  la  figure. 

Un  appelle  projection  d'un  segment  AB  le  segment  ab  de  Taxe  de  projec- 
tion, a  et  6  étant  respectivement  les  projections  de  A  et  B  (fig.  10). 


Fig.   10. 


Fig.  il. 


Contour  polygonal.  —  On  dit  que  plusieurs  segments,  rangés  dans  un 
ordre  déterminé,  sont  consécutifs,  lorsque  l'extrémité  de  chacun  d'eux  se  con- 
fond avec  Torigine  du  suivant.  Tels  sont  ÂB,  BG,  CD,  DE  (fig.  12).  On  dit 
aussi  que  ces  segments  forment  un  contour  polygonal  dont  ils  sont  les  côtés; 
et  l'on  appelle  origine  du  contour  l'origine  du  premier  segment,  extrémité  du 
contour  rexlrémilé  du  dernier,  et  enfin  se^is  du  contour  le  sens  de  parcours 
allant  de  l'origine  à  l'extrémité  du  contour,  sens  qui  se  confond  donc  sur 
ch.ique  segment  avec  le  sens  de  ce  segment. 

On  appelle  résultante  d'un  con- 
tour polygonal  le  segment  ayant 
pour  origine  l'origine  du  contour  et 
pour  extrémité  l'extrémité  du  con- 
tour. 

On  dit  qu'un  contour  polygonal 
e^i  fermé  lorsque  son  origine  et  son 
extrémité  sont  confondues,  c'est-à- 
dire  lorsque  sa  résultante  est  nulle. 

il.  Théorème.  (Premier  théorème 
des  projections.)  —  La  projection  de  la  résultante  d'un  contour  polygonal 
eut  égale  à  la  somme  nlgéhriqve  des  projections  de  ses  côtés. 
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Soient,  en  effet  (fig.  12),  ABCDEF  ce  contour,  et  a,  b,  c,  d,  e,  f,  les  projec 
tions  de  ses  sommets.  On  a  vu  (n**  5),  les  points  a,  6,  c,  d,  e,  f,  étant  piacé? 
sur  un  même  axe,  que  Ton  a  : 

ab  -\-Vc  -\-  cd  -\-  de  '\-  ef  =^  af, 
c'est-à-dire,  par  délinition  des  projections  : 


proj.  AB  +  proj.  BG  +  proj.  CD  +  proj.  DE  +  proj.  EF  =  proj.  AF. 

C.  0.  F.  l). 

CoROLLAiRE.  —  Lu  somme  algébrique  des  projections  des  côtés  d'tm  con- 
tour polygonal  fermé  est  nulle. 

12.  Théorème.  —  Le  rapport  des  projections  de  deux  segments  parallèles 
est  égal  à  celui  des  segments.  

Soient,  en  effet,  ÂB,  PQ  deux  segments  parallèles  (fii^.  13),  et  ab,  pq  leurs  pro- 
jections. Par  un  point  quelconque  0  de  Taxe,  menons  une  droite  Oj  parallèle 


Fig.  \'à. 

aux  segments,  et  soient  A',  B',  P',  (V  les  points  d'intersection  de  celte  droite 
avec  les  plans  qui  proj  citent  A,  B,  P.  0- 

Dans  le  plan  des  axes  Or,  O3,  les  droites  \'a,  B'6,  P/?.  (Yq  sont  parallèles 
comme  intersections  de  ce  plan  avec  des  plans  parallèles.  On  sait  que  les  seg- 
ments de'termine's  sur  ces  axes  Ox,  Oz  par  des  parallèles  sont  proportionnels. 

et  l'on  a  :  

ah 


pq 


Air 


Or,  AB  et  A'B',  segments  parallèles  compris  entre  des  plans  parallèles,  sont 


ëquipollents  ;  il  en  est  de  même  de  PQ  et  P'0^  d'où  la  relation  : 

Ta)         ÂB  proj.'ÂF        AB 

pq         PO    '  proj.  PO  PO 


C.O.F.D. 


Corollaire.  —  Les  projections  de  deux  segments  équipollents  sont  égales. 
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13.  Mesure  algébrique  de  la  projection  d'un  segment.  —  Segment  direc- 
ieur.  —  De  la  relation  précédente,  on  déduit  : 

proi.  PO 

proj.  AB  =  AB  X  -^^^= —  ' 


ce  qui  n'a  de  sens  que  si  les  nombres  algébriques  AB  et  PO  sont  bien  définis, 
c'est-tt-dire  sj  Ton  a  défini  Vaxe  z'z  suivant  lequel  on  compte  les  segments 
parallèles  AB  et  PO-  Dans  ce  cas,  si  on  laisse  fixe  le  segment  PO,  le  rapport 

p  =  ^-  reste  constant  pour  tous  les  segments  tels  que  AB  comptés 

suivant  l'axe  z'z;  on  l'appelle  paramètre  de  projection  de  Vaxe  z'z  sur 

raxe  xfx.  

En  particulier,  si  Ton  choisit  comme  segment  fixe  PO  un  segment  OD  =  + 1 , 
c'est-à-dire  un  segment  de  longueur  égale  à  l'unité  et  de  sens  positif,  que  Ton 
appelle  segment  directeur  de  Vaxe  z'z,  l'expression  de  ce  paramètre  p  se 
réduit  h 

p  =  proj.  OD, 

ce  qui  veut  dire  que  \e  paramètre  de  projection  est  égal  à  la  projection  du 
segment  directeur. 

Dans  ces  conditions,  la  formule  établie  plus  haut  devient  : 

proj.  AB  =  AB  X  P^ 

ou,  en  langage  ordinaire  : 

Théorème.  —  Lamesure  algébrique  de  laprojectiond\in  segment  est  égale 
à  la  mesure  algébrique  de  ce  segment,  multipliée  par  le  paramètre  de  projec' 
lion  de  Vaxe  suivant  lequel  est  compté  le  segment. 

14.  Cas  particulier  des  projections  orthogonales.  —  Supposons  que  les  pro- 
jections soient  orthogonales  (fig.  14)  ;  déplaçons 
l'axe  z'z  parallèlement  à  lui-même  de  façon 
qu'il  rencontre  l'axe  de  projection  en  un  point 
0,  et  plaçons  en  ce  point  0  l'origine  du  seg- 
ment directeur  OD;  par  définition  du  cosinus 
d'un  angle,  ce  que  nous  venons  d'appeler  para- 
mètre de  projection  de  l'axe  z'z  sur  l'axe  x-x 

K  i  ii[    1 4 

n'est  autre  que  cos  (x'x,  z'z).  Remarquons  d'ail- 
leurs, sans  insister  sur  ses  conséquences  trigonométriques,  que  cette  défi- 
nition du  cosinus  est  indépendante  de  l'orientation  du  plan  de  l'angle.  La 
relation  précédente  devient  donc  : 

proj.  AB  =  AB  X  cos  (x'x,  z'z), 
K  conduit  à  l'énoncé  suivant  : 
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Théorème.  —  (Second  théorème  des  projections).  —  La  mesure  algébnqup 
de  la  projection  orthogonale  d'un  segment  est  égale  à  la  mesure  algébrique 
de  ce  segment,  multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  Vaxe  suivant 
lequel  est  compté  le  segment  avec  Vaxe  de  projection. 


15.  Application.  — 


Fifî.  15. 


et 


Cosinus  de  l'angle  de  deux  directions.  —  I.  Cas  du  plan 
—  Pour  définir  Torientation  d'un  plan  (fig.  loi, 
associons,  dans  ce  plan,  h  V origine  des  angles  Ox 
un  axe  ()y  perpendiculaire  à  Oo:  et  dirigé  de 
telle  fayon  que  la  rotation  égale  à  un  droit  qui 
amène  Ox  sur  Oy  s'effectue  dans  le  sens  direct  ; 
nous  dirons  que  Oy  est  directement  perpendicu- 
laire sur  Ox. 

Cela  étant,  soient  Oo,  06'  deux  axes  quelcon- 
ques issus  de  0  ;  posons  : 

^  =  (Oi/,  08)  ;      a'  =  [Ox,  08'),      ^p'  =  (Oy,  OÔO, 
V==(Oô,  08'). 


Nous  nous  proposons  d'évaluer  cos  V  en  fonction  des  cosinus  des  angles 

*>  r>  "*  >  r  •  

Pour  cela,  prenons  sur  08  le  segment  directeur  {)D  =  -\-i,  et  soit  (>d  >a 

projection  orthogonale  sur  Ox.  En  projetant  orthogonalement  le  contour  Orfl) 

sur  Taxe  08',  on  a  (l*''"  théorème  des  projections)  : 

proj.  OD  =  proj.  Od  +  proj.  dD; 
puis  (n°i4)  : 

ÔD.  cos  (08,  08')  =  ôd.  cos  (Ox,  08')  +5ï).  cos  (Oy,  08'). 
Mais  on  a  : 

OÏ)  -=  +  1,         Oc/  =  cos  {Ox,  0^),         dU  =  cos  (Oy,  08); 

on  obtient  donc  la  formule  cherchée  : 

cos  V  =  cos  a  cos  x'  +  cos  ^  cos  |i'. 

llEM.\nQUE.  —  Les  angles  a,  ^,  a',  ^  et  V  sont  liés  entre  eux  par  les  relations 
suivantes,  déduites  de  la  formule  de  Chasles  (n*^  9)  : 


V  =  a'  —  a  +  :2nz,  fi  ^  a  —  -^  +  'Ihr., 


'f 


on  en  déduit,  par  des  transformations  connues  de  Trigonométrie,  que  la  formule 
précédente  se  confond  avec  la  formule  fondamentale  de  laTrigométrie  plane  : 

cos  (x'  —  a)  ---  cos  a  cos  a'  +  ^'ïi  ^  sin  a'. 


i: 
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n.  Cas  de  l'espace.  — Pour  définir  la  direction  d'un  axe  dans  l'espace,  choi- 
sissons trois  axes  fixes  Ox,  Oy,  Oz,  deux  à  deux  rectangulaires,  issus  d'un 
même  point  0  (iîg.  16). 

Gela  étant,  soient  08,  03'  deux  axes  quelconques  issus  de  0  ;  posons  : 

a  =  (Ox,  06),  p  =  (Oî/,  03),  Y  =  (^">-,  08)  ; 

a'  =  (Ox,  03'),         fi'  =  iOy,  03'),         y'  =  (Oz,  03'), 


et 


V  =  (08,  08'). 


Nous  nous  proposons  d'évaluer  cos  V 
en  fonction  des  cosinus  des  angles  a, 
P.  Y-  »',  ^',  Y- 

Prenons  sur  03  le  segment  directeur 


Ol)  =  H-  1  ;  puis  projetons  orthogona- 
lement  D  en  P  sur  le  plan  xoy,  et  P 
en  0  sur  Ox.  Les  projections  orthogo- 
nales de  D  et  P  sur  Oj;  et  Oy  étant  con- 
fondues, les  projections  orthogonales 
du  segment  directeur  OD  sur  Ox,  Oy, 
Oz  sont  respectivement  équipoilcntes 
à  ÔÔ.  ÔP,  Pn,  de  sorte  que  l'on   a  : 


Fifç.  16. 


OQ  =  cos  a,         QP  =  cos  fi,         PD  =  cos  Y- 

En  projetant  alors  orthogonalement  le  contour  OQPD  sur  l'axe  03',  on  a 
(!*'■  théorème  des  projections)  : 


proj.  01)  =  proj.  00  +  proj.  QP  -f-  prcrj.  PD  ; 


puis  (n°  l4j  : 


OD.  cos  (08,  08')  =  00.  cos  (Ox,  03')  +  gP.  cos  {Oy,  08')  +PD.  cos  (0^,  08'); 

ou  enfin,  d'après  ce  qui  précède  : 

cos  V  «B  cos  a  ces  a'  +  cos  P  cos  P'  +  cos  Y  cos  y'- 

r.\s  PARTICULIER.  —  Relation  entre  les  cosinus  des  angles  d'une  direction 
avec  trois  axes  deux  à  deux  rectangulaires. 

En  supposant  l'axe  08'  confondu  avec  08,  cette  égalité  devient  : 

1  sr  COS-  a  +  cos'  p  +  cos-  y 

et  donne  une  relation  entre  les  angles  a,  fi,  v  que  fait  la  direction  03  avec 
les  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz. 

Remarque.  —  On  peut  observer  que,  dans  les  deux  formules  précédentes, 
tous  les  angles  a,  p,  y,  »',  ^',  •*/,  V  n'interviennent  que  par  leurs  cosinus.  Ces 
formules  sont  donc  indépendantes  de  l'orientation  du  plan  de  chacun  de  ces 
angles. 


CHAPITRE  U 


HOMOGENEITE 


16.  —  Une  figure  de  géométrie  contient  un  certain  nombre  d'éléments  : 
angles,  longueurs,  surfaces,  volumes,  qui  sont  connus  lorsque  la  figure  est 
tracée.  Inversement,  étant  donné  un  système  de  grandeurs  géométriques 
convenablement  choisies,  définissant  ces  éléments,  il  lui  correspond  une 
figure  que  Ton  peut  construire.  Par  exemple,  dans  un  triangle  on  peut  distin- 
guer six  éléments  :  les  trois  angles  et  les  trois  côtés  ;  inversement,  étant 
donnés  trois  angles  et  trois  longueurs  convenablement  choisis,  il  leur  corres- 
pond un  triangle  et  un  seul. 

17.  —  Dans  toute  application  du  calcul  à  la  géométrie,  on  représente  les 
éléments  d'une  figure  par  des  nombres,  chaque  élément  étant  représenté  par 
le  nombre  qui  le  mesure  avec  une  unité  choisie.  Mais,  tandis  que  les  angles 
sont  toujours  mesurés  avec  l'une  des  trois  unités  suivantes  :  degré,  grade  * 
ou  radiants  on  peut  prendre  une  longueur  arbitraire  pour  représenter  l'unité 
de  longueur. 

Cette  circonstance  introduit  dans  la  mesure  des  longueurs  une  certaine 
indétermination,  qui  consiste  en  ce  que  les  nombres  mesurant  ces  longueurs 
ne  sont  connus  rjuà  un  facteur  près. 

En  effet,  soient  A,B,...  L  les  longueurs  d'une  figure,  a,  b,  ,..,  l  les  nombres 
qui  les  mesurent  avec  une  certaine  unité  IJ,  et  a',  b',,.,  l\  les  nombres  qui 

les  mesurent  avec  une  autre  unité  V'.  On  sait  que  le  rapport  -^  est  égal  au 

quotient  des  nombres  qui  mesurent  les  longueurs  A  et  U  avec  une  unité 
quelconque  ;  on  a  donc,  en  prenant  successivement  pour  unité  U  et  l?  : 

A  a  a' 

en  désignant  parfe  le  nombre  qui  mesure  U  avec  l'unité  U';  d'où  la  relation  : 

a'  ^=  ka, 

*  Le   (jrade  est  égal  à  l'angle  au  rentre  (jui  intercopie  un  arc  égal  au  ccntû^rae  de  la 
ciiTonfèrence. 

*  Le  radiant  est  égal  à  l'angle  au  centre  <iui  interceple  un  arc  égal  au  rayon. 
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et  l'on  établirait  de  même  les  égalitës  : 

b'=kb,        c'  =  kc,     ...     l'  =  kl. 

Nous  montrons  donc  ainsi^  qu*en  changeant  l'unité  de  longueur,  nous  mul- 
tiplions par  un  même  facteur  k  les  nombres  qui  mesurent  les  longueurs. 

18.  —  On  a  vu,  en  Géométrie,  qu'il  y  a  avantage  à  mesurer  les  ailles  en 
prenant  pour  unité  Vaire  du  carré  construit  sur  Vunité  de  longueur.  Gelle- 
c\  étant  arbitraire,  il  y  aura  aussi  indétermination  dans  la  mesure  des  aires. 
On  montrera,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  le  changement  de  Tunité 
de  longueur  a  pour  effet  de  multiplier  les  nombres  qui  mesurent  les  aires  par 
un  même  facteur  Ar^  k  étant  le  facteur  qui  correspond  aux  longueurs. 

Dans  les  mêmes  conditions,  les  nombres  qui  mesurent  les  volumes  sont 
multipliés  par  /r^. 

r 

19.  —  Les  relations  qui  existent  entre  les  angles  et  les  longueurs  d'une 
figure  étant  toujours  établies  en  supposant  l'unité  de  longueur  arbitraire, 
nous  allons  montrer  qu'elles  satisfont  à  une  loi  appelée  principe  de  l'homo- 
généité. 

Rappelons  qu'une  expression  algébrique  renfermant  les  lettres x, y,  z...  est 
homogène  et  de  degré  m,  lorsqu'eny  multipliant  toutes  les  lettres  a;,  y,  z...,  par 
un  même  facteur  k,  l'expression  est  multipliée  par  k^.  Le  nombre  m,  qui  est 
appelé  degré  d  homogénéité,  peut  être  entier,  fractionnaire  ou  incommensu- 
rable, positif  ou  négatif. 

Par  exemple,  les  expressions 

*•   ,   ,     .,        x[/y  +  y\/z         ^  y  ix  —  3y 

0X-*  +  y%  /  '       307  sin  -^,  ,   .    ,  ^3 

sont  homogènes  et  de  degrés  2,  —  ,  1,  -;  2. 

Un  polynôme  entier^  dont  tous  les  termes  sont  d'un  même  degré  m,  est 
homogène  et  de  degré  m. 

Une  équation  f{x,y,z)  =  0  eet  dite  entière  et  homogène,  lorsque  son  pre- 
mier membre  f{x,y]z)  est  un  polynôme  entier  et  homogène. 

20.  Thkorkme  î.  —  Lorsqu'une  relation,  établie  indépendamment  de  Vunité 
de  longueur,  est  vérifiée  par  les  nombres  qui  mesurent  les  longueurs  dune 
figure^  elle  est  encore  vérifiée  si  Von  y  multiplie  tous  ces  nombres  par  un 
même  facteur  arbitraire. 

Soit,  en  effet. 
(i)  f(a,  b,  .,.,  l)  =0 

cette  relation,  dans  laquelle  a,  b,...  l  sont  les  mesures  des  longueurs  de  la 
figure,  effectuées  avec  une  unité  arbitraire  U.  Nous  avons  vu  précédemment 
<n®  47)  que  les  nombres  mesurant  ces  mêmes  longueurs,  avec  une  autre  unité 
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arbitraire  U',  sont  ka,  kb,,..  kl,  k  désignant  le  nombre  qui  mesure  II  avec 
Tunité  U'.  Or,  la  relation  (1)  est,  par  hypothèse,  indépendante  de  TiiDitë  de 
longueur;  elle  est  aussi  vérifiée  par  les  nombres  ka,  kb,...  kl;  on  a  donc  : 

(i)  f{ka,  kb,  ...,  W)  =  0, 

et  k  est  un  facteur  arbitraire,  puisque  U  et  IV  sont  quelconques. 

Par  ea'emple^  considérons  la  relation  : 

rt*  —  fl«  =  (b*  +  c«)«  —  (A«  +  c«), 

«|ui  ost  manifesta»  ment  vérifiée,  quelio  que  soit  l'unité  de  longueur,  par  les  mesures/!.  />.  r 
de  l'hypoténuse  et  des  côtés  de  l'angle  «Iroit  «l'un  trianjçle  rectangle. 
»Si  l'on  iTiuIliplie  a,  A,  c  par  un  ni^mc  facteur  A-,  on  obtient  : 

A.*a«  _  ^»a*  =  k\b*  +  c*)*  —  k*[h*  +  c«),      ou  :      k*a'  —  a'  =  k\h*  -f  c*)*  —  (6«  +  c-j, 
et  il  est  évident  que,  dans  tout  triangle  rectangle,  cette  relation  est  vérifiée  quel  que  soit  k. 

Rkmarquk.  —  Observons  que  si  a,  b,...l  sont  les  mesures  des  longueurs 
d'une  figure,  ka,  kb,..,  kl  sont,  avec  la  même  unilé,  celles  des  longueur^ 
homologues  d'une  ligure  siMiiblable.  On  peut  donc,  dans  un  langage  plus 
géométrique,  énoncer  ainsi  le  théorème  précédent  : 

Lorsqu'une  relation  établie  entre  les  longueurs  d'une  ligure  est  indépen- 
dante de  Vunité  de  longueur,  elle  s'applique  à  toutes  les  figures  semblables, 

21.  Cas  d'une  relation  unique.  —  Un  intérêt  spécial  s'attache  au  c^s  simple 
où  il  n'existe  qu'une  seule  relation  entre  les  grandeurs  de  la  figure,  toute 
autre  relation  entre  ces  grandeurs  étant  alors  une  conséquence  de  celte  rela- 
tion unique. 

Dans  le  cours  de  cel  ouvrage,  nous  rencontrerons  souvent  ce  cas  particulier 
lorsque  nous  parlerons  d'équation  de  courbe  ou  de  surface;  mais  nous  pou- 
vons, dès  maintenant,  en  donner  comme  exemple  la  relation  entre  les  trois 
côtés  d'un  triangle  rectangle  ou  la  relation  entre  les  côtés  et  un  angle  d'un 
triangle  quelconque. 

On  peut  alors  établir  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Si,  entre  les  grandeurs  d'une  figure,  il  existe  une  relation 
unique  et  indépendante  de  Vunité  de  longueur,  elle  est  équivalente  à  une 
relation  homogène  par  rapport  aux  noinbres  qui  mesurent  les  longueurs  de 
cette  figure. 

En  effet,  soit 

(1)  f((l,b,C,  ...  a.Ji,Y,  ...)r^iO 

celle  relation  unique,  dans  laquelle  a,  b,  c...  sont  les  mesures  des  longueurs, 
et  a,  [i,  y...  celles  des  autres  grandeurs  de  la  figure.  Résolvons-la  par  rapport 
à  l'une  des  longueurs,  a  par  exemple,  nous  obtiendrons  la  relation  équiva- 
lente : 

(2)  a  =  ^{b,c,  ...  a,P,v,...)- 
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Les  nombres  a,  ô,  c...,  qui  mesurent  les  longueurs  de  la  figure,  véritient 
réquation  (2)  laquelle  est,  comme  Téqualion  (Ij,  indépendante  de  Tunité  de 
longueur;  ces  nombres  vérifient  donc,  quel  que  soit  k,  la  relation  (Th.  I)  : 

i 
ka  =  o(kb,kc,  ...  a,?,Y,    ..),       ou:       a  =  -r  (f(kb,kc,...  cL,p,y,  ..,). 

Égalons  entre  elles  les  deux  expressions  de  a,  nous  obtenons  : 

1 
-T-  ^(kb,kc,  ...  a,?. Y'  •••)  =?(^»c^  •••  «^P/r*  •••)• 

ou  : 

o{kb,kc,  •'•  a,?,Y.  ...)  =  k(^(b,Cy  ...  a,fi,Y»  ...), 

ce  qui  a  lieu  quels  que  soient  k  d*une  part  et  b,  c...  a,  ^.  y...  d'autre  part, 
car  ceux-ci  peuvent  prendre  des  valeurs  arbitrairement  choisies.  La  fonction 
^(b,c,  ...  a,^,Y,  ...)  est  donc,  homogène  et  du  premier  degré  par  rapport  à 
b,  c...,  et  par  suite  la  relation  (Ij  est  équivalente  à  une  relation  (2)  qui  est 
homogène  par  rapport  aux  nombres  a.  6,  c,..,  mesurant  les  longueurs  de  la 
figure. 

22.  Formule  de  Géométrie.  —  Une  formule  de  Géométrie  est  une  relation 
résolue  par  rapport  à  une  grandeur  d'une  figure  en  fonction  d'autres  gran- 
d(»urs  de  la  même  figure. 

Celles-ci  peuvent  être  elles-mêmes  liées  entre  elles  par  d'autres  relations; 
mais  lorsqu'une  formule  x  =  f{a,.b,...  l)  est  la  relation  unique  qui  existe 
entre  leslongueurs  x,  a,  6,...  /d'une  figure,  et  qu'elle  est  de  plus  indépendante 
de  l'unité  de  longueur,  elle  est,  d'après  le  théorème  précédent,  homogène  et  du 
degré  un.  Telle  est,  par  exemple,  la  formule  connue  :  a  =  V^6*+6'- — 2J6ccosA. 

Si  la  formule  donne  la  valeur  d'une  grandeur  non  dérivée  d'une  longueur, 
par  exemple  un  angle  ou  l'une  de  ses  lignes  trigonométriques,  le  même 
raisonnement  montrerait  que  la  formule  est  homogène  et  de  degré  zéro  par 
rapport  aux  longueurs.  

Tel  est  le  cas  de  la  formule  de  Trisçonométrie  :  tir  -s-  =  V : — -- 

^  ^  2         V        p[p  —  a) 

Enfin,  une  formule  donnant  la  valeur  d'un  aire  ou  d'un  volume  en  fonction 
de  longueurs  est  homogène  et  de  degré  deux  ou  trois  par  rapport  à  celles-ci. 
Telles  sont,  par  exemple,  les  expressions  de  l'aire  latéral»?  et  du  volume  du 

tronc  de  cône  de  révolution  :  S  =  ic  (Il  +  H)  a,       \  =  -^tM  (11=^  +  11-+  RR'). 

23.  Thêohèmk  m.  —  Lorsqu'une  relation,  établie  indépendamment  de 
l'unité  de  longueur,  est  entière  mais  non  homogène  par  rapport  aux  no^nbres 
qui  meswent  les  longueurs  d'une  figure,  elle  est  la  conséquence  dune  ou  de 
plusieurs  relations,  toutes  entières  et  homogènes  par  rapporta  ces  nombres. 

Soit,  en  cflet,  la  relation 

i\)  f[a,b,c,  ...  /)  =  0, 
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dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  entier,  mais  non  homogène,  par 
rapport  aux  nombres  a,  b,...  l,  qui  mesurent  les  longueurs  de  la  figure  ;  en 
groupant  les  termes  de  môme  degré,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme  : 

en  représentant  par  ^p{a,  6,.-.  l)  l'ensemble  des  termes  de  degré  p. 
D'après  le  théorème  I,  la  relation 

<^Jka,kbf  •••  kl)  +cp„._,(/ea,A:ô,  ...  kl)  +9„.^i(A;a,&6,  ...  kl)  +  ...  =0 

est  également  vérifiée,  quel  que  soit  fc.  Or  les  polynômes  <p;„,  9,„.,,  ^msi  .•  ♦^lanl 
homogènes  et  de  degré  m,  m  — 1,  m  —  2,...,  cette  équation  peut  être  écrite*  : 

k^'^mia^b,  ...  /)  +  A:"»-»c?«_,(a,6,  .../)  + /C«--cp^_2(a,6, .../)  h-  ...  =  0, 

et  Ton  voit,  sous  cette  former,  qu'elle  ne  peut  «Hre  vérifiée  quel  que  soit  A*, 
que  si  a,  b,.,,  l  satisfont  aux  reLitions  : 

^m{(i,b,  ...  l)  =  0,        9,n-i(a,^,  ...  0  =  0,        <p,„_2(a,6,  ...  l)  =  0,.... 

On  peut  d'ailleurs,  dans  ce  système  de  relations,  supprimer  celles  qui  sont 
des  conséquences  des  autres.  Finalement,  les  nombres  a,  6,...  /  vérifient  un 
système  d'équations,  toutes  entières  et  homogènes,  dont  l'équation  proposé»- 
est  manifestement  une  conséquence. 

Par  exemple^  la  relation  considérée  plus  haut  : 

a*  —  a*  =  (6*  -f  c*)*  —  (ô«  4-  c") 

est  la  conséquenre  des  relations  homogènes  : 

a*  _  (6«  4-  <^)*  =  0.        fl»  —  {b-  +  c«)  =  0, 

et  la  première  est  elle-même  une  consé<|uence  de  la  seconde. 

On  trouve  ainsi  que  la  relation  proposée  est  une  consér|uenee  de  la  relation  enliVTc  et 
homogène  :  a*  =  6*  -j"  c*. 

24.  Énoncé  du  principe  de  Thomogénéité.  —  Les  théorèmes  que  nous 
avons  établis  justifient  la  règle  suivante,  qui  constitue  le  principe  de  rhomo- 
génèité  et  dont  on  s'impose  toujours  l'observation  : 

Tant  que  Vuniié  de  longueur  est  arbitraire,  il  n'est  pas  pei'mis  décrire 
des  relations  entières  et  non  homogènes  par  rapport  aux  nombres  qui 
mesurent  les  longueurs.  Faire  le  contraire  constitue  une  faute  d'homo- 
généité. 

En  effet,  si  l'on  a  une  relation  unique,  elle  est  équivalente  à  une  relation 
homogène  (Th.  Il),  et  par  suite,  entre  ces  deux  formes  équivalentes  d'une 
même  relation,  on  aurait  tort  de  choisir  celle  qui  ne  serait  pas  homogène. 

S'il  s'agit  d'un  système  de  relations  entières  et  distinctes,  il  n'y  a  pas  lieu 
d'opérer  sur  une  relation  qui  ne  serait  pas  homogène  plutôt  que  sur  le 
système  des  relations  homogènes  distinctes  (Th.  iil)  dont  elle  serait  la  consé- 
quence. Faire  le  contraire  dans  l'un  et  l'autre  cas,  serait  se  priver  d'un  moyen 


r  *  0 
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d'une  extrême  simplicité,  permettant  de  contrôler  les  résultats  obtenus. 
L'application  de  cette  règle  est  d'ailleurs  facilitée  dans  les  calculs  par  la 
proposition  suivante  : 

25.  Calcul  des  expressions  homogènes.  — Thûorème.  —  l^"  Lorsqv'une  somme 
ou  une  différence  est  homogène,  ses  deux  termes  sont  homogènes  et  de  même 
degrr,  ou  peuvent  être  remplacés  par  deux  termes  satisfaisant  à  cette  con- 
flit ion. 

â**  Lorsqu'un  produit  ou  un  quotient  est  homogène,  ses  deux  termes  sont 
tous  deux  homogènes  et  de  degrés  quelconques,  ou  peuvent  être  remplacés 
par  deux  termes  satisfaisant  à  cette  condition. 

Ilemarquons,  en  effet,  que  si  f(a,  b,...  l)  est  une  expression  homogène 
quelconque,  de  degré  m,  on  a  identiquement,  quel  que  soit  /;  : 

i 
f{a,b,  ...  /j  =  -p-  f[ka,kb,  ...  kl), 

1 

et,  par  conséquent,  eu  donnant  à  A;  la  valeur —  : 


f(a,b,  •..l)  =  a^f\i,  —  ,  ...  — j; 


f't  réciproquement,  toute  expression  ayant  la  forme  du  second  membre  est 


évidemment  homogène  de  degré  m. 


O  résultat  appliqué  à  une  somme,  un  produit,  ou  un  quotient,  lous  homo- 
gèues  de  degré  m,  donne  identiquement  : 

P{a,6.  ...  l)XQ(a,b,  ...  l)  =  a^'-^h'U,—,  ..— j  Xa^oU,—,  •••-)' 


Q(a,b,  .../) 


y      g  a/ 

\  '  a  a  / 


h  étant,  dans  les  deux  derniers  cas,  un  nombre  arbitraire,  de  préférence  un 
entier. 

Dans  chaque  cas,  l'expression  placée  au  second  membre  donne  une  forme 
répondant  à  l'énoncé  du  théorèjncî. 

Reii.\rûue.  —  Ce  théorème  donne  une  règle  que  l'on  s'impose  dans  tous  les 
calculs,  au  même  titre  que  le  principe  de  l'homogénéité. 

Ajoutons  que  la  proposition  précédente  peut  être  formulée  ainsi  :  dans  les 
calculs,  toute  expression  placée  entre  parenthèses  doit  être  homogène. 

26.  Rétablissement  de  Ihomogénéité.  ■—  Lorsque  runit^}  de  longueur  choi- 

Trls^b  rt  Th^hact.  —  Gt'Oiiiélrie  aiialytii]uc.  * 
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sie  n*est  pas  arbitraire,  mais  est  une  longueur  particulière  U  de  la  fiiîun% 
Thomogénéité  n'est  plus  observée,  tout  ce   qui  précède  nVHant  pas  appli- 
cable. 
On  rétablira  nécessairement  Thomofijénéité  en  revenant  à  une  unité  arbi- 

traire  U'.  Pour  cela,  il  suffit  de  remarquer  que  a,  mesure  d'une  longueur  A 

A  ^       a 

avec  Tunité  choisie  U,  n'est  autre  que  le  rapport  -p-  ;  on  a  donc  .  a  =  -r:  ^ 

a'  et  feélant  les  mesures  de  A  et  U  avec  l'unité  arbitraire  V.  On  devra  donc, 

pour  rétablir  l'homogénéité,  remplacer  les  nombres  a,  6,...,  /,  mesurant  b*- 

a'      b'  V 

longueurs  de  la  figure,  par  les  quotients  —  >  -ir-  ,•■••.  -r-,  ou  simplement,  eu 

cliangeanl   de   notation,   diviser  tous  ces  nombres   par  une  même  arbi- 
traire k. 

Par  exemple^  si  l'unilé  de  longueur  est  rhypoténuse  d'un  triangle  reelangle,  les  uic&un.> 
b,  c  des  côlés  de  l'angle  droit  vérifient  la  relation  non  honjogène  :  b-  -\-  c'  =  1. 
En  rétablissant  riioniogéncitc  d'aprè:)  la  règle  précédente,  on  trouve  : 

b*         c* 

j-^-\--jj—i,        ou:        6*  +  c*  =  A:% 

qui  *^st  la  relation  bien  connue. 

27.  Remarque.  —  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  n'avons  Vaisonné  que 
sur  des  expressions  ne  contenant  que  des  longueurs  et  des  grandeurs  non 
dérivées  des  longueurs.  Dans  les  applications,  on  doit  regarder  ces  dernières 
comme  des  constantes,  puisque  leurs  mesures  ne  changent  pas  quand  on 
change  l'unité  de  longueur.  C'est  le  cas  des  angles  et  de  leurs  lignes  trigono- 
métriques;  par  exemple,  dans  la  relation  a^  =  b^  -\-  c-  —  2  6c  cos  A,  le  terme 
26c  cos  A  est  du  second  degré,  cos  A  jouant  le  rôle  d'une  constante. 

Considérons  maintenant  le  cas  d'expressions  contenant  des  grandeurs 
dérivées  des  longueurs,  des  surfaces  ou  des  volumes  par  exemple.  On  pourra 
encore  appliquer  le  principe  en  regardant  le  nombre  qui  mesure  une  surface 

ou  un  volume  comme  le  carré  ou  le  cube  d'une  longueur.  Ainsi,  dans  la 

1 

formule  V  =  -^  B/i,  qui  donne  le  volume  \  d  une  pyramide  en  fonction  de 

la  surface  W  de  la  base  et  de  la  hauteur  h,  V  est  du  troisième  degré,  B  du 
second,  h  du  premier,  et  la  formule  est  homogène. 


CHAPITRE  III 


GOiNSTKUGTION  D'EXPRESSIONS  ALGÉBRIQUES 


28.  —  Lorsque  dans  un  problème  résolu  par  la  Géométrie  analytique,  on  a 
trouvé  l'expression  de  la  mesure  d'une  longueur  inconnue  x  =  f(a,  6,...  /), 
en  fonction  des  mesures  des  longueurs  données  a,  6,...  /,  cette  formule  per- 
met de  calculer  numériquement  x  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  b,...,  /,  et 
par  suite,  l'unité  de  longueur  étant  connue,  de  construire  la  longueur  me- 
surée par  X, 

On  peut  se  proposer  d'arriver  au  même  résultat  par  des  constructions  géo- 
métriques effectuées  directement  sur  les  longueurs  données  a,  6,...,  l,  à  l'aide 
(le  la  règle  et  du  compas  seulement;  c'est  ce  qu'on  appelle  cows/rwtre  t exprès- 
sion  fia,  b,..,  l).  On  démontre  que  ce  problème  ne  peut  être  résolu  que 
dans  les  deux  cas  oîi  f{a,  b,...,  l)  est,  soit  une  expression  rationnelle,  soit 
une  expression  irrationnelle  pouvant  se  représenter  à  l'aide  de  racines  car- 
iées seulement. 

De  plus,  on  peut  toujours  supposer,  en  rétablissant  s'il  y  a  lieu  l'homogé- 
néité (D?  26),  que  la  formule  donnée  est  indépendante  de  l'unité  de  longueur, 
et  par  suite  qu'elle  est  homogène. 

29.  Construction  d  expressions  rationnelles.  —  On  apprend,  en  Géométrie 
élémentaire,  à  effectuer  deux  constructions  fondamentales  qui  répondent  aux 
problèmes  suivants  : 

l''  Construire  la  somme  ou  la  différence  de  deux  longueurs  données,  a,  b  : 

x=i  a  -\r  b,        ou:        a;  =  a  —  b. 

2''  Construire  la  quatrième  proportionnelle  de  trois  longueurs  données, 

a,  b,  c  : 

ab  X        b 

x=  —  ,        ou:        —  =  — ; 
c  a        c 

et,  plus  généralement,  construire  une  quatrième  proportionnelle  généralisée 
de  longueurs  données,  a,  bu,..,  bu  ,  Ci,...  Cn  : 

bibi ...  bn 
x  =  a  -7-; • 

CxÇ'i  •  •  •  Cfi 


20  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

On  sait  que  l'on  obtient  celte  quatrième  proportionnelle  généralisée,  en 
construisant  successivement  n  quatrièmes  proportionnelles  : 

^  ,      ^i  ^s  fJn  , 

t2?i  —  fl  ,  J?2  —  Xi  —^ ,  Xi Xj  ■--—  ,         ...        Xn  —  Xn  —  i  *~      » 

Cl  d  ta  Cn 

et  la  dernière  d'enlre  elles,  x,t ,  est  la  longueur  cherchée  x. 

30.  —  Ceci  rappelé,  nous  allons  montrer  que  l'on  peut  toujours,  h  Taido 
de  ces  doux  opérations  fondamentales  seulement,  construire  une  expression 
rationnelle,  quelconque  fia,  b,  c,...,  /),  homogène  et  du  premier  degré.  Plus 
généralement,  étant  donnée  uncî  expression  ^(a,  6,  c,...  l)  rationnelle,  homo- 
gène, mais  de  degré  quelconque  m,  et  une  longueur  arbitraire  u,  nous  mon- 
trerons que  l'on  peut  construire  une  longueur  x  définie  par  la  relation 
homogène  : 

d;.u"'~*  =  ^{a,  b,c,  ...  l), 

c'est  ce  que  nous  appellerons  :  faire  la  réduction  de  cette  expression  par 
rapport  à  la  longueur  u.  Cette  question  générale  comprend  bien  la  première 
comme  cas  particulier,  dans  l'hypothèse  m  =  l. 

Nous  suppo-serons  que  toutes  les  opérations  rationnelles  indiquées  dans  h; 
symbole  cp(a,  b,c,...  l)  satisfont  aux  règles  de  calcul  des  expressions  homogènes 
énoncées  plus  haut  (n°î2o);  dans  le  cas  contraire,  on  commencerait  par  trans- 
former cette  expression  de  façon  qu'il  en  soit  ainsi.  Cela  étant,  démontrons  le 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Lorsqu'on  sait  faire  la  réduction  des  deux  termes  d'une 
somme,  dune  différence,  d'un  produit  ou  d'un  quotient,  on  sait  faire  la 
réduction  du  résultat  de  l'opération. 

1®  D'abord,  considérons  une  somme  ou  une  différence  P  =h  (J  ;  d'après  le 
principe  de  l'homogénéité,  ses  deux  termes  sont  homogènes  et  d'un  môme 
degré  m  ;  on  a  donc,  par  hypothèse  : 

P  =  M»»-»  X  /?,         U  =  w'""'  X  ry, 

p  et  q  étant  deux  longueurs  que  l'on  sait  construire.  On  en  déduit  : 

Pdz  0  =  w'"-»  {p±  q), 

et  comme  P  zb  0  est  encore  homogène  et  de  degré  ?/i,  en  construisant  la 

somme  ou  la  différence  x  -=  p±  q,  on  aura  fait  la  réduction  de  P  ±  (J. 

P 

^^  Considérons  ensuite,  soit  un  produit  PO,  soit  un  quotient  yr;  d'après  le 

principe  de  l'homogénéité,  ses  deux  termes  Pet  O  sont  lous  deux  homogènes; 
soient  h  el  k  leurs  degrés  (rhomogénéilé.  Par  hypothèse  on  a  : 

P  =  n''-  •  X  p.         U  =  «' ~  '  X  q. 


{ 
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p  et  q  i5lanl  des  lona:unurs  (jur  l'on  sail  coiislruiro.  On  on  thUUni,  le  produit 
étant  de  degré  h  +  k,  et  le  quotient  de  de^ré  h  —  k  : 

PO  =  w**^-'  X^,         et        —  =  u^-'-'  X^  ; 

par  conséquent,  en  construisant  la  quatrième  proportionnelle  — ^  ou  -^  , 

j>  u  q 

on  aura  fait  la  réduction  du  produit  PO  ou  du  quotient  - .-  . 

31.  Réduction  d'une  expression  rationnelle  quelconque.  —  Ceci  posé,  soit 
une  expression  rationnelle  homogène  cp(âr,  6,...,  /);  elle  se  présente  toujours 
comme  résultat  d'une  addition,  soustraction,  multiplication  ou  division  effec- 
tuée sur  deux,  autres  expressions  rationnelles  et  homogènes  P  et  0-  On  est 
donc  conduit,  d'après  ce  qui  précède,  à  effectuer  la  réduction  de  chacune  de 
ces  expressions  P  et  Q. 

En  traitant  de  même  P  et  0»  piii^^  en  continuant  de  proche  en  proche,  on 
est  ramené  fînalement  à  faire  la  réduction  d'une  longueur  donnée  a  ou,  plus 
généralement,  d'un  monôme  rationnel  A. 

On  sait  effectuer  la  réduction  de  A  h  l'aide  d'une  quatrième  proportionnelle 
généralisée,  en  posant,  si  A  est  de  degré  m  : 

A 

A  =  w"*-*fl,      d'où:      a=—=: — r- 

a*  -f  b*  ah 

Exemple.  --  Construire  la  longueur  a-  =     <  _  .^  X     ,       .,  ,  a,  b  étant  deux  longueurs 

données. 

L'expression  île  x  iHanl  un  produit  de  doux  facteurs  honio^çrnos,  on  est  conduit  à  faire  la 
réduction  de  chacun  d'eux  ;  ceut-ci  étant  eux-nu^mes  des  ({uotients,  on  devra  faire  la  réduc- 
tion de  chacun  de  leurs  termes.  Or,  l'un  de  ces  tonnes,  a6,  i*st  déjà  un  monisme  :  quant  auv 
autn'S,  ce  sont  des  sommes  ou  différences  de  monômes  dont  on  devra  encore  faire  la  réduc- 
tion .  On  voit  donc  que  l'on  doit  commencer  par  opérer  sur  les  monômes  «A,  a',  6*,  «*,  6\ 
«•  et  b*. 

En  faisant  les  réductions  par  rapport  à  «,  nous  devrons  pf)ser  : 

ab  =  axby        a^  =  ax  a,        a*  =  «*  x  a,        a*  =  rz"  x  a, 
6*  =  rt  X  ?,        b'^  =  a*X  P',        //  =  a^X  J;", 

g,  3',  [i'\  étant  trois  longueurs  que  l'on  construira  par  des  quatrii^^mes  proportionnelles 
simples  ou  généralisées. 
On  en  déduit  : 

a*  —  b*  =  a  X  p,        a*  +  fc*  =  a*  X  9,        a"  +  A«  =  a*  x  r, 

avec  : 

;,  =  a  -  3,        çr  =  a  -f  p;'.        r  =  a  +  ?", 

p.  </♦  r,  étant  trois  longueurs  que  l'cm  construira  par  des  sommes  ou  diiïérences. 
Puis,  on  aura  : 

a«  +  6*  ,  ab 

a*-b*   =  "   X  ï'        a'^  +  b^  =-a-4xo, 

avec  : 

1       a*r  ar  ^ ^    ab    __  ab 

^        a*  '  ap  p  '        0  -—  «   —^  —  —  > 

Y  et  o  étant  rleux  longueurs  que  l'on  construit  par  des  (juiilnémes  proportionnelles. 


I 
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Enfin,  on  en  déduit  : 

a;  =  a*Y  X  a-*o  =  -^—  , 

de  sorte  que  x  se  construit  par  une  dcrnit>re  quatrième  proportionnelle. 

Remarque.  —  Au  cours  des  opérations,  on  peut  être  conduit  h  opérer  sur 
des  nombres  constants  ;  nous  ne  considérerons  que  des  nombres  rationnels 

tous  de  la  forme  —,  m  et  n  étant  deux  entiers.  La  méthode  générale  s'ap- 
plique encore,  car  tw  et  n  peuvent  être  considérés  comme  des  expressions 
homogènes  et  de  degré  zéro,  on  posera  donc  : 

i   ^^  i  .,  ,  m        mu 

m  =  —  X  mu,        n  =  -7-  X  nu,        d  ou  :        —  = : 

u  u  n         nu 

ce  qui  revient  à  envisager  le  nombre  —  comme  le  rapport  de  deux  longueurs 
mu  et  nu. 

32.  Construction  d'expressions  irrationnelles.  —  On  apprend,  en  Géométrie 
élémentaire,  à  effectuer  la  construction  fondamentale  qui  répond  au  problème 
suivant  : 

Construire  la  moyenne  proportionnelle  de  deux  longueurs  données, 
a,  b  :  

33.  —  Nous  allons  montrer,  comme  pour  les  expressions  rationnelles,  qu'en 
employant  seulement  trois  constructions  fondamentales  :  la  précédente  et  les 
deux  qui  s'appliquent  aux  expressions  rationnelles,  on  peut  toujours  faire  la 
réduction  de  toute  expression  irrationnelle  homogène  pouvant  se  représen- 
ter à  l'aide  de  radicaux  du  second  ordre  seulement.  Observons  que  ceci  a  lieu 
pour  toute  expression  ne  contenant  d'autres  irrationnelles  que  des  radicaux 
dont  l'indice  est  une  puissance  de  2,  car  on  a  : 


in/—  /in-iJ 


Théorème.  —  Lorsqu'on  sait  faire  la  réduction  d'une  expression  homo- 
gène quelconque,  on  sait  faire  celle  de  sa  racine  carrée. 

Soit,  en  effet,  l'expression  V^P,  dans  laquelle  P  est  une  expression  homogène 
et  de  degré  m.  Par  hypothèse,  on  a  : 

P  =  w»»-*  xp, 

p  étant  une  longueur  que  l'on  sait  construire.  On  en  déduit,  /p  étant  homo- 
gène et  de  degré  -r-  '• 

y/p'==ttT~*XVwp, 
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pt,  par  conséquent,  en  construisant  la  moyenne  proportionnelle  V'mjo,  on  aura 
fait  la  réduction  de  V^P.  C.  0   F.  U 

34.  Réduction  d'une  expression  irrationnelle.  —  En  appliquant  ce  théo- 
rème et  celui  qui  concerne  les  expressions  rationnelles,  on  en  conclut,  en 
répétant  le  raisonnement  du  n*"  31,  que  Ton  sait  faire  la  réduction  de  toute 
expression  irrationnelle  de  la  forme  considérée. 


V  /'/■/!  i    /  ^'ûf^C  («'    -f    //') 

Exemple.  —  Lonslruire  la  longueur  x  =^  \/ '  _ 


R(Miian|U(>ns  d'abord  que  l'expression  do  .r  est  bien  honiog«'»ne  et  du  i)rcrnicr  degré, 
ensuit*»,  qu'elle  peut  se  représenter  à  l'aide  de  radicaux  du  second  ordre  seuienicnt,  car  on 
peut  l'écrire  : 


V  V     Vâ-y/b 


Elle  se  présente  d'abord  comme  une  racine  carrée  ;  on  est  donc  conduit  à  faire  la  réduc- 
tion de  la  quantité  placée  sous  le  radical,  puis,  celle-ci  était  elle-nionie  une  racine  carrée, 

du  quotient  ;= — "Tl-     ,  puis  enfin,  des  monrtmes  rationnels  ou  irrationnels  a*,  6',  V^, 

v'STv'SÂT.  *'"  -  *^* 

En  faisant  les  réductions  par  rapport  à  a,  nous  poserons  : 

à*—a*xa,        6*  =  a»x?,        Va  = -;=:  x  a,        VA  =  — -  x  y.        Vabc  =  VaX0y 

\a  Va 

avec  : 

^3,  7^,  ô  étant  des  longueurs  que  l'on  sait  construire,  la  première  par  une  quatrième  pro- 
portionnelle généralisée,  les  deux  autres  par  des  moyennes  proportionnelles. 
On  en  déduit  : 

a»  -f-  6»  =  a*  X  p.         VJ—  V7  =  -j=.  x  g. 

Va 
avec  :  • 

p=a+^        q  =  a  —  ^, 

p  et  9  se  construisant  par  une  somme  et  une  différence. 
Ensuite,  il  vient  successivement  : 

Sâbc  {a'  +  6")  ,      .  i  /VâbF  [a^  +  6-') 

\/a  —VA  ▼        Va  —  Vb 

avec  : 

op  -^ 

7 

X  se  construisant  par  une  quatrième  proportionnelle.  ,u  par  une  moyenne  proportionnelle. 
Knfin.  on  en  déduit  : 

X  =  V'au, 

et  Ion  construit  x  par  une  dernière  moyenne  proportionnelle. 

35.  Remarque.  —  La  règle  générale  donne  une  méthode  régulière  permet- 
tant de  construire  toute  expression  rationnelle  et  certaines  expressions  irra- 
tionnelles; mais  on  peut,  dans  certains  cas  particuliers,  appliquer  d'autres 
méthodes  plus  rapides. 
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Par  exemple,  on  sait  que  les  relations  ontre  les  p'ie'ments  d'un  triangle  rer- 
lîingle  permettent  de  eonstriiire  imniédiatenient  les  longueurs  a;,  définies  en 
fonctions  de  longueurs  données  a,b,c...  par  les  relations  suivantes  : 

a-        c 

De  même,  on  connaît  des  miHhodes  particulières  qui  permettent  de  con- 
struire  deux  longueurs  dont  on  connaU  le  produit  et  la  somme  ou  la  diffé- 
rence, el,  par  application,  de  consti*uire  une  longueur  racine  d'une  équation 
du  second  degré  ou  d'une  équation  bicarrée. 

Nous  ne  passerons  pas  en  revue  toutes  ces  constructions  particulières  dont 
la  description  est  du  domaine  de  la  Géome'trie  élémentaire. 


EXERCICES 

rt*  ._  is  +  -  rt«  +  6« 


1.  Rn  (It^ftignant  par  a,  b.  des  longueurs  données.  con)«truirc  la  Ion<;uei]r  :  .r  =■ 


«3  —  /P 


2.  Appliquer  la  méUiode  géuêralc  à  la  eoiisiniolion  de  la  long-iioiir  .r  =  —  ,  u  étant  un  nombre  entier,  et 
retrouver  ainsi  la  ronslruclion  élémentaire  connue.  " 

3.  CouAlruire  les  termes  d'une  progrefi«ion  ^>omélrique  dont  le  premier  terme  est  a  el  la  rai<ion  -r-  • 

4.  Con'^truire  un  anjric  .r  tel  que  tg  jp  = r—  . 

ac  —  un 

5.  Construire  la  longueur  x  défmie  par  l'équation  =  +  -p— • 

6.  Construire  la  longueur  x  =   \'rt*  +  b-c*. 

'.  Construire  la  longueur  j*  =  y  o»  —  fc*  -f  \  c*  +  rf*. 

*  la*  +  b* 
8.  Construire  la  longueur  x  =  V  / -rr  • 

10,  Construire  les  côtés  des  décagones,  pentagones,  octogones  et  dodécagones  réguliers,  inscrits  dans  une 
circonférence  donnée,  de  rayon  R.  et  définis  par  les  formules  : 


n.  L'unité  de  lonsueur  étant  donnée,  construire  x 


X 
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=  R  ^""T"'  .        x,=  iv/l0±2v/5.        x,  =  RV/2drV2.         .r,,  =  U  V^î  i  V  iï. 


11.  Diviser  une  droite  en  moyenne  et  exti'^me  raison.  —  Étant  donné  un  point  A  sur  un  axe  Ojt,  construire 
sur  Ox  le»  points.  M,  tels  que  :  OM    =  OA  X  AM. 
(On  posera  OA  =  a,  ÔM  =-=  x,  et  on  calculera  x.) 

ii.  Problème  de  Pappus.  —  Étant  donnés  deux  droites  rectangulaires  x'Oj",  y'O//,  el  un  point  A  équidislant 
de  ces  deux  droites,  mener  par  A  une  sécante  F(J  telle  que  la  partie  PQ,  interceptée  p.ir  les  deux  droites  rec- 
tangulaires, ait  une  longueur  donnée  /. 

(On  choisira  uu  sens  positif  sur  j-'O.t*  et  y'^hj,  el  l'on  prendra  pour  inconnues  OP  ^=  x  el  OO  =  y). 

\.'^.  Solution  do  Gerffonne.  —  Dans  le  proliiéme  n"  12,  on  prendra  pour  inconnue  la  distance  du  sommet  O 
ù  la  sécante. 

14.  Solution  de  Xeirton.  —  Dans  le  problème  n*  12,  on  prendra  pour  inconnue  la  distance  du  sommet  0  au 
milieu  de  la  sécante. 


CHAPITRK  IV 


COORDONNKES 


36.  Axes  de  coordonnées.  —  Dans  un  plan  i(\g.  17).  on  appelle  axes  de 
coordo7inées,  deux  axes  quelconques  x'Ox,  y'Oy,  se  coupant  en  un  point  0 
qui  est  leur  origine  commune;  le  premier  x^Ox  est  appelé  axe  des  x,  le  se- 
cond i/Oy,  axe  des  y  ;  Tori^çine  commune  0  est  appelée  origine  des  coordon- 
nées^ ou  simplement  origine;  l'angle  ô  des  deux  demi-droites  Ox,  Oy  est 
appelé  angle  des  axes.  En  général,  la  disposition  des  axes  est  choisie  de  telle 
façon  que  le  sens  direct  de  rotation  dans  le  plan  soit  celui  qui  anu^ne  la 
demi-droite  Ox  sur  la  demi-droite  Oy  par  une  rotation  égale  h  6,  de  sorte  que 
le  choix  d'un  système  d'axes  définit  l'orientation  du  plan. 


Coordonnées  rectilignes  d'un  point.  —  Soit  M  un  point  quelconque  du  plan 
fig.  17);  par  ce  point,  menons  les  parallèles  aux  axes  de  coordonnées;  laparal- 


Fij?.  17. 


Fi^'.  18. 


lèlc  à  i)y  rencontre  Ox  en  un  point  7n  ;  la  parallèle  à  i)x  rencontre  Oy  en  un 
point  rn/.  Par  définition,  le  segment  de  l'axe  des  x,  x  =  ()m,  ou  mieux  sa 
mesure  algébrique  avec  une  unité  de  longueur  déterminée,  est  Vabscissetiu 
point  M;  le  segment  de  l'axe  des  y  y  y  r^  Om' .  est  son  ordonnée;  ces  deux 
nombres  sont  \e^  coordonnées  rectilignes  ou  cartésiennes^  du  point  M,  ou. 
plus  simplement,  ses  coordonnées. 


Du  nom  (lo  lour  jnvontonr,  Dcscarlos  (on  hilin  Cavlesius^. 
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On  dil  que  le>  coorduonées  sont  rectangulaires  dans  le  ca^  [particulier  où 
les  deux  axes  sont  rectangulaires,  et  qu'elles  sont  obliques  dans  tout  autre 
cas. 

A  tout  point  MJtt  plan  correspondent  donc  deux  nombres  algébriques  qui 
sont  ses  coordonnées;  inversement,  à  tout  système  de  deux  nombres  algé- 
briques X,  y,  le  premier  une  absrisse.  le  second  une  ordonnée,  correspond  un 
point  M  et  un  seul  lorsque  Tunité  de  longueur  est  déterminée,  car  ces  deux 
nombres  algébriques  définissent  toujours  et  d'une  seule  manière  la  position 
des  points  m,  m\  et  par  suite  celle  de  M. 

Un  point  quelconque  étant  défini  par  ses  deux  coordonnét*s  x.  y,  on  l'ap- 
pelle le  point  (x,y)  ;  par  exemple,  le  point  P  (2,  —  3)  est  le  point  dont  Tab- 
scisse  est  x  =--i,  et  l'ordonnée  y  =  —  3  (fig.  i8j. 

37.  —  Nous  avons  là  un  premier  exemple  de  la  méthode  de  la  Géométrie 
analytique,  dans  lequel  on  identifie  une  notion  purement  géométrique,  celle 
d'un  point  d'un  plan,  avec  une  notion  purement  algébrique,  celle  d'un  sys- 
tème de  deux  nombres  algébriques  x,y  jouant  des  rùles  dilTérents.  Par  suite, 
à  toute  propriété  géométrique  d'un  point  M  correspond  une  propriété  algé- 
brique du  système  de  nombres  x,  y,  de  telle  façon  que  chacune  est  la  consé- 
quence de  l'autre,  ou  encore  que  toutes  deux  ne  forment  qu'une  même 
propriété  énoncée  en  deux  langages  différents. 

y 


y 


M 


m: 


I 


Fiiç.  19.                                         Fip.  :23.  Kig.  21. 

Telles  sont,  par  exemple,  les  propriétés  suivantes  ;  les  unes  sont  des  con- 
séquences immédiates  de  la  définition  des  coordonnées,  les  autres  s'établissent 
sans  difficulté  : 

ÉNONCÉ  GKOMÉTHIUIF.  ÉNOXCK  ALGÉBRIQUE 

Point  M  (./'..V;  silut*  sur  0.r J/=0 

Point  M  U\y\  situt*  sur  Oy j-  =  0 

Point  M  situi'î  à  l'origine .r  ^  0,  y  =  0 

Point  M  situ<»  rlans  langlo  J-Oy ^  >  0.  y  >  0 

Point  M  situé  dans  lanf^'Ic  J'Oy r  <  0,  j/  >  0 

Point  M  situé  clans  langlo  .r'O.y' î'  <  0.  y  <  0 

Point  M  A\\x()  <lans  l'angle  J-Oy' J^  >  0,  y  <  0 

Point  M  situé  sur  la  première  bissectrice  (bissectrice  inUv 

ricMre  de  l'angle  aOy  et  son  prolongements ^'  =  y 
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Point  M  bilué  aur  la  seconde  bisseclnce  (bissectrice  exl»*- 
rieurf  de  l'anglr  xOy  et  son  prolongement) x  =  —  y 

Deux  points  M(a-,»/)  et  M'(.r',t/">  sont  plact^s  sur  uno  paral- 
lèle à  Oy x'  =.  X 

Doux  points  M(j-..v)  «»t  M '(./'. y')  sont  placés  sur  uno  paral- 

1«'*1p  à  Or y'  r=  y 

Doux  points  M(j\t/)  et  M'(.r',.ï/')  sont  syniétritjuos  i)af  rap- 
port à  l'orij^ine  (lif?.  19) j-'  =  —  r,  y'  =  —  y 

Doux  points  M(j.',i/),  M'f.r',  ?/')  sont  syniétriipios  par  rap- 
port à  Oj-  lies  axi's  étant  rectangulaires)  (lig.  20).    .   .    .         .r'  =  j*.  t/'  =  —  y 

Dou\  points  M\a'.i/)  <*t  M'(.r',  y')  sont  symétriiiues  par  rap- 
port à  0.y  (les  axes  étant  rectangulaii-esi  '  dig.  il)  .   .    .         y'  z=  y^  x'  =z  —  x 

38.  Interprétation  des  coordonnées  par  des  projections.  —  Reprenons  la 
définition  des roordonnt^es  d'un  point  M,  el  considérons  le  segmentOM  (fig.  22); 
la  projection  de  ce  segment  siirOx,  parallèlement  à  Oy,  est  précisément  Tab- 
scisse  Om,  et  sa  projection  sur  Oy,  parallèlement  -^, 
à  Ox,  est  l'ordonnée  Om\  d'où  cette  nouvelle  dé- 
finition :                                                                                       /  M 

Les  deux  coordonnées  d'un  point  M  sont  les 

projections  sur  les  axes  du  segment  OM,  ayant    ___^ 

pour  origine  Vorigine  des  coordonnées  et  pour  /O  nu        a: 

extrémité  ce  point  M,  la  projection  sur  chaque 
axe  étant  faite  parallèlement  à  r autre. 

Cette  interprétation  permet  d'appliquer  lathéo-  Fig.  22. 

rie  des  projections  k  Tétude  des  coordonnées.  

Dans  ces  applications,  il  est  commode  de  remplacer  l'ordonnée  Om'  par  le 
segment  équipollent  mM,  et  de  même  l'abscisse  Om  par  ?/i'M.  De  cette  façon, 
le  segment  OM  est  la  résultante  du  contour  polygonal  OmM  dont  les  deux  côtés 
représentent  les  coordonnées  de  M;  ce  contour  est  appelé  contour  des  coor- 
données du  point  M  ;  on  pourrait  d'ailleurs  le  remplacer  par  le  contour  Om'M. 

Voici  deux  exemples  de  cette  application  des  projections. 

39.  Coordonnées  d'un  point  d'une  droite  en  fonction  d'un  paramétre.  —  Pre- 
mière méthodr.  —  Soit  une  droite  quelconque  (A)  (fig.  23);  pour  la  définir, 
menons  par  l'origine  la  parallèle  8,  et  prenons  sur  (A)  un  point  arbitaire  mais 
fixe  A,  de  coordonnées  Xo.yo\  prenons  de  mt^me  sur  ô  un  point  D  de  coordon- 
nées p,^.  Ces  quatre  nombres  Xo^yo^P^q  fixent  la  position  de  la  droite  (A);  en 
particulier,  les  deux  nombres  /?,  q  définissent  S,  et  par  suite  la  direction  d(*  (A). 

La  droite  (A)  étant  ainsi  définie,  soit  M  l'un  quelconque  de  ses  points  dont 
les  coordonnées  sont  x,  y.  I^osons  : 

ÂM 

*  Tous  ros  résultats  sont  ossontiols  et  dm' vont  iMi-e  sus  par  ro'ur.  L'offorf  do  niéinoiro  est 
d'aillours  tivs  réduit,  car  il  suffit,  pour  énoncor  immédiateniont  chacun  de  cos  résultats, 
d'avoir  présente  à  l'esprit  la  figure  qui  sort  à  définir  les  coordonnées  d'un  point. 
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à  tout  point  M  de  (A)  corrospond  une  valeur  du  nombre  algc^brique  o  et  une 
seule,  et  rériproqueinenl. 

Nous  nous  proposons  de  calcule?*  x^y  en  fonction  des  données  Xo.Vo,  P^fi* 
et  du  paramètre  variable  p  ^ 

I.es  setçmenis  AM  et  OT)  étant  parallèles,  on  a  fn**  12)  : 


proj.  A  M A  M 

proj.  HT)  ~   Ôï) 


p,       d'oii  :       proj.  AM  =  proj.  OD  X  p  : 


d'autre  part,  on  a  ( i"  théorème  des  projections)  : 


proj.  OM  =  proj.  OA  +  proj.  AM, 


d*oii  : 


proj.  OM  =  proj.  OA  -f  proj.  01)  X  p; 


toutes  ces  relations  ayant  lieu  quelles  que  soient  les  projections. 

¥jï\  particulier,  en  prenant  les  projections  sur  les  axes,  la  projection  sur 

chacun  d'eux  (Haut  faite  parallèlement  h 
l'autre,  et  en  ^c»  reportant  à  la  nouvelle  dé- 
linition  des  coordonnées,  la  relation  précé- 
dente donne  les  expressions  cherchées  : 

a?  —  a?„  +  pp,        y;a^yo'^  qp. 


On  connaît,  dans  ces  formules,  la  signifi- 
cation de  p.  paramètre  proportionnel  au 


Fig.  23. 


segment  variable  AM.    (letle   signification 
subsiste  toujours  sans  qu'il  soit  nécessaire 

d'orienter  la  droite  (A);  les  constantes/?,^  qui  définissent  la  direction  de  (Ai 

s'appellent  alors  coefficients  dissecteurs  de  la  droite  (A). 
Dans  le  cas  où  l'on  oriente  la  droite  (A),  on  peut  choisir  le  point  1)  de  façon 

que  OD  soit  le  segment  directeur  de  Vaxe  placé  sur  (A),  lOD  ^^  +  1),  et 

la  sisrnification  de  p  devient  : 

p  =  AM: 

nous  avons  vu  que  les  constantes  p,q  sonl  alors  les  paramètres  de  projection 
de  Taxe  (A)  sur  les  axes  de  coordonnées;  on  les  appelle,  dans  ces  conditions, 
paramètres  directeurs  de  l'axe  (A),  et,  dans  le  cas  particulier  des  coordon- 
nées rectangulaires,  cosinus  directeurs  {\(i  l'axe  (A). 

Cas  particuliers.  —  Si  la  droite  passe  par  r origine,  on  peu!  supposer  : 
X,,  =:0.  po  =  0,  et  les  formules  deviennent  : 

x  =  po,  y  =  Q?- 


*  On  appollo  paramètre,  on  Groin<'tri(»  anaIyli«fuo,  uno  vanahlo  arhilrain^  ayanf  un  sens 
pMHih'triquo. 


COORDONxNliES  D'UN  POINT  D  UNE  DROITE 


29 


Si  la  droite  est  parallèle  à  Oy,  p  est  nul,  et  les  formules  deviennent  : 

De  môme,  si  la  droite  est  parallèle  à  Ox,  les  formules  deviennent  : 

x  =  Xo+p^,       y  =  Vo 

40.  Seconde  méthode.  —  Soit  une  droite  quelconque  (A)  (fig.  24)  ;  pour  la 
définir,  prenons  sur  cette  droite  deux  points  arbitraires  mais  fixes,  \(Xo,yo) 
et  BiXi.yi).  Cela  fait,  M  étant  un  point  quelconque  de  (A),  posons  : 


MA 
MB 


A  tout  point  M  de  la  droite  correspond  une  valeur  de  a,  finie  ou  infinie,  et  une 
seule  ;  et  réciproquement,  on  a  vu.  en 
Géométrie,    qu'à    toute   valeur  de  a, 
excepté  ).  = —  1,  correspond  un  point 
M  de  la  droite  et  un  seul.  Nous  nous     ^ 
proposons  de  calculer  les  coordonnées    "" 
variables  x,  y  d'un  point  quelconque     _ 
M  de  la  droite  (A),  en  fonction  du  pa- 
ramètre variable  À  et  des  constantes 
données  Xo,  yo,  ^r.  Vi 


/ 


Fig.  24. 


Les  segments  MA,  MB  étant  parallèles,  on  peut  écrire  (n**  12)  : 


proj.  MA MA  

proj.  MB*"  W ~"   ' 

D'autre  part,  on  a  également  (l*^""  théorème  des  projections)  : 


proj.  OM  -h  proj^  MA  =  proj.  OA, 


ou  : 

et,  de  même  : 

On  en  déduit 


proj.  MA  =  proj.  OA  —  proj.  OM  ; 


proj.  MB  ==  proj.  OB  —  proj.  OM. 


proj.  OA  —  proj.  OM 
proj.  OB  —  proj.  OM 


—  X 


toutes  ces  relations  ayant  lieu  quelles  que  soient  les  projections. 

En  particulier,  en  prenant  les  projections  sur  les  axes,  la  projection  sur 
chaque  axe  étant  faite  parallèlement  à  l'autre,  cette  dernière  relation  donne  : 


Xa   ~~~  X 


~  >., 


Vo  —  y 


ou  : 


Xi  "~~  X 
Xo  -r  AvCi  =  X[\  +  a). 


yi  —  y 

y,  +  ly^  =  7/(1  +  a)  : 
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d'oïl  enfin,  pour  a  ^ —  1,  les  expressions  cherche'es  : 


ar= 


y 


y»  +  Xyi 

1  +  x  ' 


Cas  PAUTicuLiKu.  —  Coordonnées  du  milieu  d'un  segment  de  droite.  — Si  M 
est  au  milieu  de  AB,  on  a  : 


MA  =  —  MB,         ou  : 
Les  coordonnées  de  ce  milieu  sont  donc  : 


A  =  1 . 


X  = 


Xq    -f-   Xi 


2/  =  — 2— 


41.  Applications.  —  Coordonnées  du  centre  de  gravilé  d'un  triangle.  —  Soit  un  triangle 
ABC  (flg.  25)  défini  parles  coordonnées  de  ses  sommets  :  X{x^yy^,  B(^nyi).  Cfar^y^):  cal- 
culons d'abord  les  coordonnées  du  point  G  situé  sur  la  médiane  CM  issue  du  sommet  C  et 
au  tiers  de  cette  médiane  à  partir  de  la  base,  de  telle  sorte  que  l'on  a  : 


CG  =  2GM,        ou  : 


GG 
GM 


=  —  2. 


11  suffit  donc,  dans  les  formules  du  n»  40,  de  faire  X  =  2,  de  remplacer  A  par  C,  c'est-à- 


dii-e  jCojj/o  par  J^t^Vt^  et  B  par  M,  c'est-à-dire  a:,,?/,  par 
de  G  sont  donc  : 


^0  +  '^\         ?/o  -V  Vl 


.  Les  coordonnées 


^•«  +  2 


Xj  -f-  x\ 


,v  = 


Xq  -j-  X\   -j-  J'^ 


y.  +  2 


Vo  +  Vi 


1  +  2 


y 


Fig.  2o. 


2         _    Vo  +  Va  -^  .Vt 
3  '        u  —  ^  _|_^  —  3 

La  symétrie  de  ce  résultat  par  rapport  aux  trois  coor- 
données montre  que,  si  l'on  opère  de  la  même  manière  sur 
chacune  des  deux  autres  médianes,  les  coordonnées  de  G, 
et  par  suite  le  point  G  lui-mè,me,  ne  changent  pas. 

Ceci  démontre  donc  les  propositions  suivantes  : 

1«  Les  trois  médianes  sont  concourantes. 

2<»  Leur  point  de  concours  est  situé  au  tiers  de  chacune 
d'elles  à  pailir  de  la  base.  C'est  ce  point  qu'on  appelle  centre 
de  gravité  du  triangle. 


42.  Centre  des  distanceg  proportionnelles.  —  Appelons 
point  tnatériel  un  point  géométritiuu  affecté  d'un  coefficient  positif  ou  négatif,  m,  appelé  sa 
}/\assc. 

On  appelle  centre  des  dislances  proportionnelles  d'un  système  de  deuv  points  matériels 
A,  et  A<,  de  masses  m,  et  m^,  un  point  matériel  C,  de  niasse  m,  +  wt^,  situé  sur  la  droite  Aj.4,, 

et  satisfaisant  à  la  condition  :  

m^  X  C\[  +  m,  X  GAi  =  0. 

On  appelle  centre  des  distances  proportionnelles  d'un  système  de  trois  points  matériels  A,, 
A^,  A3,  celui  du  hystt'iue  formé  par  le  centre  des  di^tauces  proportionneUes  des  deux  pre- 
miers, Ap  Aj  et  le  troisième  A3.  Plus  généralement,  le  centre  des  distances  proportionnelles 
d'un  système  de  n  points  A,,  A,.  ...  An,  est  celui  du  système  formé  par  celui  des  n  —  1  pi-e- 
miers  Aj,  A,,  ...,  An-i,  et  le  dernier  An.  Nous  allons  montrer  que  ce  point  matériel,  ainsi 
défini,  est  indépendant  de  l'ordre  des  n  points  A^,  -\,,  ...,  An. 

Nous  désignerons,  en  gr-néral.  par  nu  la  masse  du  point  Ai,  par  ai  et  bi  ses  coordonnées. 

D'abord,  dans  le  cas  de  deux  points  A,  et  .\^,  le  point  C  a  pour  masse,  7n^  -f-  «ît,  et  sa  posi- 
tion sur  la  droite  A, A.  est  dclinie  par  la  condition  : 
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SCS  coordonnées  sont  donc  (n«  40)  : 


1     "'« 
X  = =      '  'T — ^-^  ;  de  môme  :  y  =  — '  *  ^     *  * 


1  + 


m,  +  m. 


?/i,  -f.  m^ 


Soient  ensuite  trois  points  matériels  A,,  A^.  A3;  nous  avons  à  déllriir  le  ('(^nli-e  des  dis- 
tances proportionnelles  du  système  formé  parles  deux  points  matériels  C  et  A^;  d'après  le 
résultat  précédent,  sa  masse  est 

et  ses  coordonnées  sont  : 


*    '       *'       m,  +  '"4 


?/i,fl^  +  >»<fl<  +  y»3g» 

'«1  +  »««  +  '"a 


y  = 


w,/>,  -f  mjl>^  +  WI363 

^1  +  '"«  +  '"3 


et  ainsi  de  suite.  En  général,  avec  n  points  matériels  A,.  A4,  ...,  An,  le  centre  des  distances 
proportionnelles  a  pour  masse  ?n,  -f~  "'*  4*  •■•  4-  "*«>  *-t  ses  coordonnées  sont  : 


X 


"*i"*â  +  •••  "h  '"n 


y 


7«,  -|-  ?/l.  H-  ...  Wn 


Ce  résultat  est  bien  indépendant  de  l'ordi-e  des  n  points. 

Le  calcul  n'est  légitime  que  si  aucun  des  dénominateurs  ?«j  +  m,,  m^  -\-  m^  -f  «13,  ..., 
"*!  +  '««+  •••  H-*wn  n'est  nul.  Cette  condition  peut  toujours  être  réalisée  lorsque  le  dernier 
dénominateur  n'est  pas  nul;  car,  s'il  est  positif  par  exemple,  il  suffit  de  mnger  les  n  points 
matériels  en  commençant  par  ceux  qui  ont  des  masses  positives.  Donc  :  un  sf/sième  de  points 
matériels  a  toujours  un  centre  de  distances  proportionnelles  et  un  seul,  excepté  si  la  somme 
totale  des  masses  de  ses  points  est  nulle. 

C\s  PARTiccLtER.  —  Centre  des  moyennes  distances.  —  Lorsque  les  n  points  du  système 
ont  des  masses  égales,  le  centre  des  distances  proportionnelles  est  appelé  centre  des 
moyennes  distances^  et  ses  coordonnées  sont  : 


i*  =  —  (a.  +  a*  +  ...  +  «n). 


y  =  4- (^  +  ** +•••  +  *«)• 


43.  Distance  de  deux  points  en  coordonnées  rectangulaires.  —  Les  axes 
Ox,  Oy  étant  rectangulaires  (fîg.  26),  soient         3^1 
deux  points  A(a,  b)  et  M(a?,  y),  définis  parleurs 
coordonnées.  Nous  nous  proposons  d'évaluer 
la  distance  de  ces  deux  points  :  d  =^  AM. 

Projetons  orthogonalement  M  en  7n  sur  L)x, 
A  en  a'  sur  Oy';  les  deux  projetantes  Mm,  Aa' 
se  coupent  en  P,  et  l'on  a,  dans  le  triangle  AP3i 
rectangle  en  P,  quels  que  soient  les  signes  des 
segments  AP,  PM  : 


AM*  --=  AP'  4-  PM"  ; 
évaluons  AP  et  PM  ;  on  a  (n®  8j  : 


Fig.  i'6. 


AP  =  aV  —  a'\  =  X 
on  en  déduit  : 

ou  : 


o, 


PM  =  7/iM  —  mP  =  y  —  Z>  ; 


I 

d^^(x  —  ay  +  (y  —  ày. 


\ 
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Cas  particulier.  —  Distance  d'un  point  à  Torigine.  —  1^  distance  d  =  OM 
d*un  point  M(a:,  y)  h  l'origine  est,  en  particulier,  pour  a  ==  b  =0  : 


d  — :  v^oî-  -f-  y*. 
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44.  But  de  la  transformation.  —  Kn  (iéomélric  analytique,  lorsqu'on  a  ré- 
solu un  problème  en  définissant  les  divers  points  de  la  ligure  par  leurs  coor- 
données dans  un  certain  système  d'axes,  on  peut  se  proposer  de  déduire 
immédiatement  du  résultat,  sans  répéter  les  calculs,  la  solution  du  môme  pro- 
blème lorsque  les  points  seront  définis  par  leurs  coordonnées  dans  un  autre 
système. 

On  y  parvient  en  rempla(;ant.  dans  les  relations  qui  donnent  la  première 
solution,  les  coordonnées  de  chaque  point  dans  ce  pre^nier  système  par 
leurs  expressions  eii  fonction  des  coordonnées  du  même  poiiU  dans  le 
second  système. 

Calculer  ces  expiessions,  c'est  effectuer  la  transformation  de  coordonnées^ 
ou  encore,  passer  d'un  premier  système  d'axes  à  un  second  système.  Au 
contraire,  passer  du  second  système  au  premier  serait  efl*ectuer  ce  que  Ton 
appelle  la  transformation  invej'se. 

Nous  traiterons  d'abord  le  problème  dans  quelques  cas  particuliers,  aux- 
quels nous  ramènerons  le  cas  général. 

45.  1**  Translation  des  axes.  —  La  translation  des  axes  (fig.  27)  est  une 
transformation  dans  laquelle  les  nouveaux  axes  O^x',  Oy  sont  obtenus  par  une 

translation  des  premiers  Oj;,  Oy  ;  il  en  ré- 

,-.M         suite  que  i)x  et  O'x'  d'une  part,  Oy  et  O?/' 

-  '^V'  d'autre  part,   sont  parallèles  et  de  mômes 

sens. 
Les  données  du  problème  sont  les  coor- 

données  a  et  ft,  dans  le  premier  sysiènu',  de 

la  nouvelle  origine  (>'. 


oc 


Ceci  po>é,  soient  M  un  point  quelconque. 

Xy  y  ses  coordonnées  dans  le  premier  sys- 

pj^  ^y  terne,  cd y  y'  ses  coordonnées  dans  le  second  ; 

appliquons  au  contour  OO'M  et  à  sa  résul- 
tante UM  le  premier  théorème  des  projections  : 


proj.  OM  =  proj.  00'  +  proj.  O'M. 

En  projetant  sur  O.r  ou  sur  sa  parallèle  {)'x\  ce  qui  donne  les  mômes 

projections,  cette  relation  devient,  d'après  la  définition   ih»  Tabscisse  d'un 

point  : 

X  =z  a  +  x\ 
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et,  de  même,  en  projetant  sur  Oy  : 

y^b+y'; 
d'où  les  formules  cherchées  : 
(l)  xm^a-^-x',        y^b-^y'. 


On  en  déduit  immédiatement  les  formules  de  la  transformation  inverse  : 


-2) 


X'  =  X  —  a, 


y'  =  y  —  b. 


lesquelles  sont  d'ailleurs  de  même  forme,  cett(*  transformation  inverse  étant 
aussi  une  translation. 

46.  2^  Rotation  daxes  rectangulaires  autour  de  Torigine.  —  La  rotation 
d'axes  rectangulaires  autour  de  l'origine  (fîg.  28) 
est  une  transformation  dans  laquelle  les  nou- 
veaux axes  Ox^,  Oy'  sont  obtenus  par  une  rota- 
tion des  premiers  autour  de  l'origine;  il  en 
résulte  que  le  second  système  est  aussi  formé 
d'axes  rectangulaires  et  qu'il  a  la  même  orien- 
tation que  le  premier. 

La  donnée  du  problème  est  l'angle  de  rota- 
tion 

a  =^  (Ox,  OxO  -=  (Ol/,  (Vj.  Fig.  28. 

Gela  étant,  désignons  toujours  par  a;, y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
M  dans  le  premier  système,  par  x'yy'  les  coordonnées  du  môme  point  dans  le 
second  système.  Figurons  le  contour  des  coordonnées  OPM  du  point  M  dans 
le  second  système  et  projetons  ce  contour  et  sa  résultante  ()M,  nous  obte- 
nons : 

proj.  OM  =  proj.  OP  +  proj.  1*M. 

En  projetant  orthogonalemcnt  sur  Ox,  puis,  sur  Oy,  et  en  évaluant  les  pro- 
jections d'après  le  second  théorème  des  projections,  cette  relation  donne  : 

:  x^  cos  (Ox,  Oj;')  -f-  y'  cos  {Ox,  Oy'), 


/Y» 


{  y  =  x'  cos  [Oy,  Ox')  -h  y'  cos  (Oy,  Oy'). 
Mais  on  a  (n*  9)  : 

i  iOx,  Oy')  =  ((.U-,  Ox')  +  (Ox',  Oy')  -h  ikr.  =  a  +  ^  +  2/cr, 
/  (Oy,  Ox')  =  (Ox,  Ox')  —  [Ox,  Oy)  +  ikr.  =  x  -  -1  +  2/cû  ; 


d'où 


i  cos  {Ox,  Oy')  ==  cos  ('X  +  -^)  =  sin  (—  a)  =  —  sin  a, 

=  cos  f  X  —  ^  j  -=  cos  f -^  —  a\  -^  sin  a. 


'  cos  (Oy,  Ox') 
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On  obtient  ainsi  les  formules  cherchées  : 

(3)  X  ^x'  C08  0L  —  y'  sin  a,        y  sb  x'  siaa  +  y'  oos  a. 

On  en  tire  ce'  en  multipliant  la  première  par  cos  a,  la  seconde  par  sin  a  et  en 
ajoutant;  puis  2/',  en  multipliant  la  première  par  —  sin  a,  la  seconde  par  cos  x 
et  en  ajoutant.  On  obtient  ainsi  les  formules  de  la  transformation  inverse  : 

(4)  x'  =  X  cos  a  -H  y  sin  a,        y'  =  —  a;  sin  a  -h  y  cos  a, 

qui  sont  d'ailleurs  de  mémo  forme,  car  cette  transformation  inverse  est  une 
rotation  d'angle  —  a. 


47.  3 
origine, 

y 


Transformation  d'axes  rectangulaires  en  axes  obliques  de  même 
et  inversement,  par  un  changement  de  Taxe  des  y.  —  Supposons 

(fig.  29)  que  les  premiers  axes  Ox,  Oy  soient 
rectangulaires,  et  que  les  nouveaux  O'x',  iYy' 
soient  des  axes  d'angle  0,  ayant  même  origine  O, 
même  axe  des  x^  et  même  orientation. 

Considérons  alors   un   point   quelconque   M, 

et,   employant  toujours   les   mêmes   notations, 

figurons  le  contour  des  coordonnées  du  point  M 

dans  le  second  système,  puis  projetons  ce  cou- 

Fig.  i9.  tour  et  sa  résultante,  nous  obtenons  : 


proj.  OM  =^  proj.  OP  H-  proj.  1*M. 

En  projetant  orthogonalemenl  sur  ()x%  puis  sur  Oy,  et  en  évaluant  les  pro- 
jections d'après  le  second  théorème  des  projections,  cette  relation  donne  : 

x  =  x'  +  y'  cos  (Ox,  i)y'),        y  =  y'  cos  (Oy,  Oy'), 

Or  on  a  (n°  9}  : 

[Oy,  Oy')  =  {Ox,  Oy')  —  {Ox,  Oy)  +  SAt;  zr=  0  —  -J  +  4/ct:; 
donc  : 

cos  {Oy,  Oy')  =^  cos  (  6  —  ~ j  -=  cos  l-^ Oj  =  sin  8. 

De  là  les  formules  cherchées  : 
(o)  X  =x'  -{-  y'  cos  0,        y  "^  y'  ^i^^  ^  î 

dont  on  déduit  immédiatement  celles  de  la  transformation  inverse  : 


(6j 


ff 


X'  =0;  —  y 


cos  0 


,/ 


y 


y  ~'~  sin  e 


48.  4^  Transformation  générale  qui  ne  change  pas  l'origine.  —  Supposons 
(fig.  30)  que  les  deux  systèmes  d'axes  Ox,  Oy  et  Ox',  Oy'  soient  des  axes 
quelconques,  ayant  seulement  même  origine  et  même  orientation;  0  étant 
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l'angle  des  premiers,  8'  l'angle  des  seconds.  On  se  donne  en  outre  l'angle 
(Ox,  Oof)  =0L. 

On  peut  effectuer  la  transformation  au  moyen  de  plusieurs  transformations 
successives  appartenant  toutes  à  l'un  des 
types  précédents. 

Le  premier  système  étant  Ox  et  i)y,  nous 
prendrons  comme  second  système,  Oxi  et 
0^1,  Oxi  étant  confondu  avec  Ox,  et  Ot/i 
directement  perpendiculaire  sur  Oa?i  ;  puis 
comme  troisième  système,  Ox%  et  Oy^,  Ox^ 
étant  confondu  avec  Ox^,  et  Oy^  étant  direc- 
tement perpendiculaire  sur  Oa/  ;  enfin , 
comme  dernier  système,  les  nouveaux  axes  Oj:;'  et  Oy'. 

En  désignant  par  x  et  y,  Xi  et  yi,  Xi  et  y*,  enfin  x!  et  y'  les  coordonnées 
d'un  même  point  M  dans  ces  divers  systèmes,  nous  trouvons  successivement, 
par  application  des  formules  (6),  (3j  et  (o). 

cos  0  y, 

Xi  =  Xi  cos  a  —  y-i  sin  a,         y^  =  Xi  sin  a  +  y^  cos  a  ; 
jjj  =  j/  +  y/  cos  0',        yi  =  y^  sin  8'. 


Fig.  30. 


On  en  déduit  d'abord  : 


t^-^Xjf  cos 


sm  a 


cos  8 
sin  8 


—  !/i  (sin 


a  -|-  cos  X 


cos  8\ 


=  x 


sin  (8  —  g) 
»        sînl 

sin  a 


—  Vi 


cos  (8  —  a) 


sin  8 


cos  a 


sin  8 


sin  8  ' 


puis 


,  sin  (8  —  a)           sin  (8  —  a)  cos  8'  —  cos  (8  —  a)  sin  9' 
X  =  X"  — _,_  A h  y' 


S"^ sin  8 

)  ,  sin  a 

^  y  z=zX  — : — jr  4-  y' 

V  ^  sm  8        ^ 


sin  8 
sin  a  cos  8'  -f-  cos  a  sin  8' 


sin  8 


d'où  les  formules  cherchées  : 


sin  (8  — a)    ,      ,  sin(0  —8' 
jj  =  a;'  -rr-Tj 1-  y-  — 


(7) 


i  sin  a    ,      ^  sin  (8'  -f-  a) 

r     y  z=  x'  — — TT  +  y  : — û 

^  ...«  A    >    :^         sin  8 


—  a) 


sin  8 


sin  8 


49.  S*  Transformation  générale.  —  Dans  la  transformation  la  plus  géné- 
rale, les  systèmes  d'axes  Oo?,  Oy,  et  O'x',  O'y'  sont  placés  d'une  manière  quel- 
conque, mais  nous  supposons  toujours  qu'ils  ont  même  orientation.  La  trans- 
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formation  peut  être  efîectuée  h  Taide  de  deux  transformations  successives  :  la 
première  étant  une  translation  qui  amène  Torigine  0  en  O',  les  axes  Ox,  Oy 
en  O'Xi,  CVyi,  et  pour  laquelle  s'appliquent  les  formules  (1)  : 

la  seconde  étant  une  transformation  qui  ne  change  pas  Turigine,  et  pour 
laquelle  s'appliquent  les  formules  (7)  : 

^sin(9  — g)             sin(e  — e^-g) 
Xi  =  af nr-û h  y 


sin  0 


sin  6 


x' 


sin  a  ,  sin  (6'  +  a) 


sin  6 


y 


sin  Q 


De  là,  les  formules  de  la  transformation  générale  : 


(«; 


/  ,  sin(0  —  g)  ,  sin  (6— 8' 

(  X=  a  -\-X'  : — s h  y'  ^^ r— 5" 

\  ^  sm  8  ^  sm  8 

i  ,  sin  g  ,  sin  (8'  +  g) 

\  ^  Sin  8    '   ^         sin  8 


-g) 


Nous  remarquerons  que  les  premiers  axes  Ox,  Oy  étant  donnés,  et  par  suite 
aussi  Tanglc  8,  ces  formules  dépendent  de  quatre  paramètres  a,  b,  g  et  6', 
qui  définissent  la  position  des  nouveaux  axes  par  rapport  aux  premiers. 

En  particulier,  si  les  deux  systèmes  d'axes  sont  rectangulaires,  c'est-à-dire 
dans  le  cas  de  la  t^^ans formation  générale  d'axes  rectangulaires  en  axes  rec- 
tangulaires, Tun  des  paramètres  8'  est  égal  à  -â-  ,  de  sorte  qu'il  n'y  a  plus 

que  trois  paramètres,  a,  b,  g.  Les  formules  générales,  que  l'on  peut  obtenir 
soit  en  les  déduisant  des  formules  (8),  soit  directement  en  combinant  les  for- 
mules de  translation  et  de  rotation,  sont  alors  : 

(9)        X  =^  a  -{-  x'  cos  g  —  y'  ^moi,        y  =  b  -{-  x'  sin  g  -+-  y'  cos  g. 


60.  Application.  —  Distance  de  deux  pointe  en  axes  quelconques. 

1»  Distance  d'un  point  a  l'origine.  —  Soient  Oj',0.y  (fig.  31)  deux  axos  quelconques  d'angle  0, 

et  un   point  M(j.-,  y)  ;   on  se   propose   d'évaluer  la  distance 
d  =  OM  de  ce  point  à  l'origine. 

Considérons  un  second  systùnie  d'axes  Or',  Oy\  formé  d'axes 
rectangulaires,  l'un  Ox'  confondu  avec  Oj-,  l'autre  Oy'  directe- 
ment peipendiculuire  sur  Ojl-;  soient  x',  y\  les  coordonnées  du 
môme  point  M  dans  ce  second  systt'me. 

On  a  trouvé  d'une  part,  les  axes  Ox',  Oy^  étant  rectangalalres 

(n»  43)  :  

d  =  \^x'*  -f  y'*, 

et,  d'autre  part,  en  faisant  la  transformation  des  coordonnées 

(no  47)  : 

x'  =z  X  -\-  y  vos  0,        y'  =  y  sin  0  : 
x'*  +  y**  =  x'  -}-  2ay  cos  6  +  y*. 


Fig.  31. 


d'où  : 
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La  formule  cherchée  est  donc  : 

d  =  V^a*  +  2x1/  C08  0  +  y*. 

i»  Distance  de  deux  points.  —  Les  axes  Ojt,  Oy  (fig.  32)  «'tant  toujours  deux  axes  quel- 
conques d'angle  0,  on  se  propose   d'évaluer  la  distance 
d  =  AM  des  deux  points  A(a,  b)  et  M(a%  y)  définis  par  leuis 
coordonnées. 

Pour  cela,  faisons  une  translation  dos  axes  Ox,  Oy  do 
iai;on  à  les  amener  en  O'x',  0'y\  la  nouvelle  origine  étant 
confondue  avec  le  point  A  ;  soient  .r',  y\  les  coordonnées  de. 
l'autre  point  M  dans  ce  second  système. 

La  distance  AM  est  alors  la  distance  d'un  point  M(i',  y') 
à  l'origine  0',  et  par  suite  on  a  : 


d  =  Vx'*  +  âx'y'  cos  e  +  y'\ 

Or,  la  transformation  de  coordonnées  donne  :  Fig.  32. 

a'  =  a-  —  a,        y'  =  y  —  b  ; 
la  formule  cherchée  est  donc  : 

d  =  ^{x  —  a)*  -f  2{x  —  a){y  —  b)  cos  0  +  (y  —  b)*. 
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51.  Axe  polaire.  Pôle.  —  Pour  définir  des  coordonnées  polaires  (fig.  33),  on 
choisit  dans  le  plan  un  axe  Ox,  que  Ton  appelle  axe  polaire,  et  une  origine 
sur  cet  axe,  que  Ton  appelle  pôle;  enfin,  on  oriente  le  plan  en  choisissant  un 
sens  direct  de  ro talion. 

Coordonnées  polaires  d'un  point.  —  Soit,  dans  le  plan,  un  point  quelconque 
M  (fig.  33);  menons  la  droite  joignant  ce  point  au  pôle,  cette  droite  est  déter- 
minée tant  que  M  est  distinct  du  pôle.  On  peut 
définir  le.  point  M  par  deux  nombres  :  le  premier  w, 
compris  entre  0  et  ^t:,  mesurant  Tangle  des  deux 
demi-droites  (Ox,  OM)  ;  le  second  p,  positif,  mesu- 
rant la  longueur  OM  ;  dans  ces  conditions,  à  tout 
point  M  correspondent  deux  nombres  bien  déter- 
minés, et  inversement,  a  deux  nombres,  l'un  a> 
compris  entre  0  et  2::,  l'autre  p  positif,  corres- 
pond un  point  M  et  un  seul. 

Pour  des  raisons  qui  s'expliqueront  par  la 
suite,  nous  allons  généraliser  ce  système  de  coordonnées.  Choisissons  sur  la 
droite  OM  un  axe  quelconque  0^:;  on  appelle  a7îgle  polaire  du  point  M,  l'angle 

w  =  (Ox,  ().:), 

ou  mieux,  l'une  quelconque  des  déterminations  algébriques  de  cet  angle  ;  et 
Ton  appelle  rayon  vecteicr  du  point  M  le  segment 


0  =  OM, 
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compté  sur  Taxe  O:;.  î/angle  polairo  o  p|  \o  rayon  vecteur  o  sont  appelés 
les  coordonnées  polaires  du  point  M. 

Si  le  point  M  est  au  pôle,  la  droite  Oj  est  indéterminée,  1  angle  polaire  est 
donc  arbitraire,  mais  le  rayon  vecteur  est  nul  quel  que  soit  cet  angle  polaire. 

Il  résulte  de  là,  quVi  Unit  système  de  coordonnées  polaires  w.  p,  correspond 
un  point  et  un  seul  :  car  w  détinil  un  axe  Oz,  et  p  définit  sur  cet  axe  un  seg- 
ment DM . 

En  particulier,  lorsque  p  ==  0,  le  point  M  est  au  pôle,  quel  que  soit  w. 

Mais,  inversement,  à  tout  point  M  (fig.  33),  ne  correspond  pas  un  seul 
système  de  coordonnées  polaires,  mais  une  infinité;  car,  sur  la  droite  OM. 
on  peut  d'abord  choisir  entre  deux  axes  opposés  Oz^iVz'  ;  lorsque  ce  choix 
est  effectué,  le  rayon  vecteur  p  est  déterminé,  mais  Tangle  polaire  (Oo:,  O:;) 
a,  comme  on  sait,  une  infmité  de  déterminations.  Dans  ces  conditions,  si  eu,  p, 
désignent  un  système  quelconque  de  coordonnées  polaires,  on  obtiendra 
tout  autre  système  w',  p'  de  coordonnées  polaires  du  même  point,  soit  en 
choisissant  sur  OM  le  même  axe  Oz,  ce  qui  donne  alors  : 

(1  )  p'  =  p.  0)'  =  0)  +  ILh:, 

OÙ  k  est  un  entier  arbitraire:  soit  en  choisissant  sur  OM  Taxe  opposé  Oz", 
pour  lequel  l'une  des  déterminations  do  l'angle  (Oj;,  0::')  est  w  +  t:,  ce  qui 
donne  : 

(10  P'  =  -P,  co'  =  cu+(2/t+l)7:, 

OÙ  k  est  encore  un  entier  arbitraire. 

Ce  fait  constitue  une  différence  essentielle  entre  les  coordonnées  polaires  et 
les  coordonnées  rectiligncs.  Dans  les  deux  cas  on  peut  représenter  un  pointM 
par  deux  coordonnées,  et  l'on  dit  encore  le  point  de  coordonnées  polaii^es  w,  p 
ou  simplement  le  point  (w,  p),  mais  cela  veut  dire  seulement  que  l'un  des 
systèmes  de  coordonnées  polaires  de  ce  point  est  w,  p,  tous  les  autres  étant 
représentés  parles  formules  (l)  et  (1/). 

52.  Rotation  de  Taxe  polaire  autour  du  pôle.  —  Le  problème  général  de 

la  transformation  des  coordonnées  polaires  se 
poserait  comme  dans  le  cas  des  coordonnées  rec- 
tiligncs. Mais  la  seule  transformation  dont  on 
fasse  usage  est  celle  dans  laquelle  on  change  seu- 
lement l'axe  polaire  Ox  en  un  autre  Ox',  le  pôle 
et  le  sens  direct  de  rotation  ne  changeant  pus 
(lig.  3V). 

Le  nouvel  axe  est  défini  par  l'angle 

Fi«-  34.  a  =  (Oj;,  Ox'); 

la  transformation  consiste  donc  à  effectuer  une  rotation  de  Vaxe  polaire 
autour  du  pôle,  dans  le  sens  direct,  d'un  angle  égal  à  a. 
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Cela  posé,  soit  M  un  point  quelconque,  et  supposons  choisi  sur  la  droite  OM 
lin  axe  0^;  la  formule  de  Chasles  donne  (n**  9)  : 

(Oj?,  Ox)  +  (Ojf,  Oz)  =  [Ox,  Oz)  -f-  ihr., 

ce  qui  montre  qu'à  toute  détermination  w  de  l'angle  polaire  {OXy  Oz)  corres- 
pond une  déterminalion  o/  de  Tangle  polaire  ({)x',  Oz),  liée  à  la  première 
par  la  relation  : 


D'autre  part,  TaxeO^  restant  le  même,  le  rayon  vecteur  OM  ne  change  pas; 
les  formules  de  transformation  sont  donc  : 


0 
I 


?. 


ù)  =  0)'  +  a  ; 


OU  : 


P  =  P» 


w 


(t) 


a. 


Fig.  35. 


53.  Transformation  de  coordonnées  polaires  en 
coordonnées  rectilignes,  et  inversement.  —  L'axe 
polaire  étant  Ox,  prenons  comme  origine  des 
coordonnées  rectilignes  le  pôle,  comme  axe  des  x 
l'axe  polaire,  comme  axe  des  y  l'axe  Oy  directe- 
ment perpendiculaire  à  Ox. 

Ceci  posé,  soit  M  (fig.  33)  un  point  quelconque, 
dont  a;,  y  sont  les  coordonnées  rectilignes,  et  w, 
p  un  système  de  coordonnées  polaires. 

On  sait  (n®  38)  que  x  eiy  sont  les  projections  orthogonales  du  segment  OM 
sur  Ox  et  Oy,  on  a  donc  : 

a;  =  p  cos  [Ox,  Oz),        y  =  p  cos  {Oy,  Oz). 
Or: 

( Ox,  0:;)  =  0),        (Oy,  0^)  =  {Ox,  Oz)  —  (Ox,  Oy)  +  2^,:  =  o)  —  y  +  2/ct5  ; 
cos(Oy,  02)  =  cos(ci>  —  -{A  =cosf-3-  —  wj  ==  sin  w. 


On  trouve  donc  : 


x  as  p  cos  a>, 


y  s:  p  sm  (i>  ; 


formules  qui  donnent  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y  en  fonction  des 
coordonnées  polaires  w,  p,  quelles   que  soient  les  coordonnées  polaires 
choisies. 
Invei'sement ^  on  en  déduit  : 


cos  w  = 


X 


sin  0)  = 


y 


ce  qui  entraîne  la  condition  : 


X'  +  y'-  =  p^ 


qui  donne  pour  p  deux  valeurs  :  p  =  ±  \/x''  +  y-. 
A  chacune  de  ces  valeurs  correspond  un  angle  w  défini  par  son  sinus  et 
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son  cosinus,  et,  par  suite,  déterminé  à  un  multiple  près  de  2:r.  Les  formules 
inverses  sont  donc  : 


p  =  =h  )Jx^  +  y*,        cos  w  = 


X 

T 


sin  6)  = 


y 


zr> 


Fig.  36. 


Remarque.  —  On  peut  vérifier  sur  ces  formules  que  x,  y  étant  donnés, 
c'est-à-dire  le  point  M  étant  déterminé,  on  trouve  pour  w,  p  une  infinité  de 
solutions,  et  que  ces  solutions  sont  bien  liées  entre  elles  par  les  formules  (1  ) 

et  (V). 

54.  Généralisation.  —  L'axe  polaire  étant  {)x  (fig.  36),  prenons  toujours 
comme  origine  des  coordonnées  le  pôle,  mais,  comme  axo  des  x,  un  axe  quel- 

y^    conque  ()X  défini  par  Tangle 

^  "^  (OX,  0\)  =  a, 

comme  axe  des  y,  l'axe  directement  perpendi- 
culaire OY. 

(]ela  étant,  soient  M  un  point  quelconque, 
X,  Y  ses  coordonnées  rectilignes,  w,  p  un  sys- 
tème de  coordonnées  polaires  de  ce  point.  Nous 
avons  vu  (n**  o2j  que,  par  rapport  h  l'axe  po- 
laire OX,  l'un  des  systèmes  de  coordonnées  polaires  du  même  point  est 
a>  —  a,  p;  par  suite,  d'après  les  formules  du  n®  53,  on  a  : 

X  =  p  ces  (<i)  —  a),         Y  »  p  sin  (w  —  a)  ; 

formules  qui  donnent  les  coordonnées  rectangulaires  X,  Y,  on  fonction  des 
coordonnées  polaires  w,  p,  et  dont  nous  ferons  de  fréquentes  applications. 

Exercice.  —  Retrouver,  à  Vaide  des  relations  précédentes,  les  formules  de  transformation 
de  coordonnées  correspondant  à  une  rotation  d\iaes  rectangulaires  autour  de  Voriqine. 
Les  formules  précéilenles  donntMit  : 

(  X  =  p{cos  w  cos  a  -f-  sin  co  sin  a)  =  jr  cos  a  +  y  sin  a, 
(  Y  :=  p(sin  tu  cos  a  —  cos  w  sin  a)  =^  —  x  sin  a  -|-  y  cos  a  : 

et  les  formules  inverses  s'en  diMluisent  par  \v  chanf^emcnt  de  a  en  —  a  : 

j-  =  X  cos  a  —  Y  sin  a,        y  =  X  sin  a  -f-  Y  cos  a. 

55.  Distance  de  deux  points  en  coordonnées  polaires.  —  Soient  deux  points  : 
M  de  coordonnées  polaires  w,  p,  et  M'  de  coordonnées  w',  p'.  On  sait  que  leurs 
coordonnées  rectangulaires,  par  rapport  à  l'axe  polaire  i)x  et  à  l'axe  directe- 
ment perpendiculaire  Oy,  sont  : 


,  ^  a;  =  p  cos 


\^    X'  =  p'  cos  iù 


pour  M  :   ;  ^   /      ,       pour  M'  :  ;     , 

^  f  y  =  ^  sin  (o  t  y  =  ^'  sin  w 

La  distance  de  ces  deux  points  est  donc  : 

d  =  \/{x  —  x'j*  +  iy  —  y'y  ^  V  (p  cos  0)  —  p'  cos  w'|«  -h  (p  siu  w  —  p'  sin  eu')* 
==  /p'*(cos=»  w  +  sin=*  w;  -h  p'*(cos=^  <*>'+  sin-  oi')  —  âpp^cos  w  cos  w' +  sin  w  sin  w'). 
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OU  : 


d  =  V^p*  +  p'^  —  2pp'  COS  (o)  —  0)'). 

Remarque.  —  Ce  résultat  généralise  la  formule  : 

a*  =  6«  +  c=*  —  26c  COS  A, 

qui  donne  la  longueur  d'un  côté  a  d'un  triangle,  en  fonction  des  longueurs  des 
deux  autres  côtés  6,  c,  et  de  Tanglc  compris  A. 


£XERCICE8 

1.  ËUinL  donaé^  deux  axes  roclangtilaircs  el  un  poîul  M  (^,2^).  ou  fail  lourncr  M  d'un  angle  «  autour  de  l'ori- 
gine:  quelles  sonl  les  coordonnées  de  M  après  la  rotation? 

3.  Klant  donnés  deux  axes  de  coordonnées,  Oj*,  Oj/,  d'angle  0,  on  cflcctuo  une  transformation  quelconque  do 
coordonnées  ne  changeant  pas  l'ori^ne;  ^oit  6'  Tanj^le  des  nouveaux  axes  0J*^  Oy'. 

Les  deux  iioh nomes  Ax  +  By  +  K\  et  A^j*  +  B|//  +  C,  deviennent  alors  A'j'  +  B^  +  G'  et  A',j"'  +  B',y'  +  C'^. 
(.alculer  A'.B/.'c/.  A^,BVC'«.  et  vérifier  les  égaliUrs  : 

AB,  —  BA,        A'B/,  —  B'A^      AAj  +  BBi  —  (ABi  +  BA,)  cos  «        A^A'^  +  B'B  ,  —  {kf^\  +  B^A'i)  cos  \^ 
sin  %  sin  8'  siu^  0  sin*  %> 

3.  On  applique  la  môme  transformation  à  l'expression  Aj-*  ^  2Bj*y  +  Cy*  qui  devient  :  A'jr'*  +  iB'jr'y'  +  C'y'*. 
Calculer  A'.B'.C/,  el  vérifier  les  relations  : 

A  -K:  —  iB  cos  6        A' +  (>  —  2B' cos  e'      AC  -  B'        A'C  -  B^» 

siu*  »  sin*  d'  sin*  D  siu*  f'  • 

Appii(|uer  en  {tarliculier  k  jr*  -f-  y'  4-  ^y  cos  0. 

\.  On  effectue  une  transformation  générale  des  coordonnées  faisant  passer  des  axes  Or,  Oy  d'angle  6  aux  axes 
UV.  O'y/  d'angle  •';  l'expression  Ax  -h  By  -h  C  devient  A'j-'  -+-  By  h-  C.  Vérifier  l'égalité  : 

(Aj  -«-  By  H-  C)a  sin«  %  _  (A'x'  -t-  By  -t-  C')«  sin«  0' 
A«  -t-  B*  —  i  AB  cos  •  ~    A'*  -+-  B'«  —  2  A'B'  cos  |/   * 


LIVRE   II 


DROITE  ET  CIRCONFÉRENCE 


CHAPITRE   PREMIER 


EQUATION    DE    LA    DROITE 


56.  Théorème.  —  Les  axes  de  coordonnées  et  Vunité  de  longueur  étant 
déterminés,  à  toute  droite  du  plan  coi^^espond  une  équation  du  premie?* 
degré  en  x,  y,  qui  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  point 

de   coordonnées  x,  y  soit  sur  la  droite. 

Soit,  on  efTet  (fig.  37),  une  droite  donnée 

(A).  On  a  vu  que  les  coordonnées  x,y  do 

tout  point  M  de  celte  droite  sont  de  la  forme  : 

(1)        x  =  a+p^,        y  =  b+q^, 

où  a,  b,  p,  q  sont  des  constantes  données, 
et  p  un  paramètre  variable  (n°  39).  Les 
nombres  p  et  q  ne  pouvant  être  tous  deux 
nuls,  supposons,  par  exemple,  p^  0.  On 

peut  tirer  p  de  la  première  des  formules  (1)  pour  le  porter  dans  la  seconde, 

ce  qui  donne  Téquation  du  premier  degré  en  x,  y  : 


Fig.  37. 


(2) 


y  =  b  +  j{x  —  a). 


Nous  allons  montrer  que  c'est  la  condilion  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
le  point  M  de  coordonnées  x,  y  soil  sur  la  droite  (A). 

La  condition  est  nécessaire,  car  si  le  point  M  est  sur  (A),  ses  coordonnées 
Xf  y  vérifient  les  formules  (l),  et  par  suite  Téquation  (â).  Elle  est  suffisante, 
car  si  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  M  vérifient  Téquation  (2).  en  posant 

p  = ,  on  en  déduit  que  x  qI  y  sont  de  la  forme  (1  ),  et  par  suite  que  M 

est  un  point  bien  déterminé  de  (A). 

RÉCIPROQUE.  —  A  toute  équation  du  premier  degré  en  x,  y  correspond  une 
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droite,  qui  est  le  lieu  du  point  M  dont  les  coordonnées  x,  y  vérifient  cette 
équation. 
Soit  donnée,  en  effet,  une  équation  du  premier  degré  en  x,  y  : 

(3)  Aj?  +  By+C  =  0. 

A,  B^  C  étant  des  coefficients  constants.  Les  nombres  A  et  B  ne  pouvant  être 
tous  deux  nuls,  sans  quoi  il  n*y  aurait  plus  d'équation,  nous  pouvons  suppo- 
ser, par  exemple,  B  :^  0,  et  écrire  Téquation  sous  la  forme  : 

(4)  2^ '^""  "ïï"  ^""  ^*        ^"  ■        y  =mx  +  h, 

on  posant  : 

A  ,  C 

Or,  cette  équation  est  de  la  forme  (2),  les  constantes  a,  b,  p,  q  ayant  les 

valeurs  : 

a  =  0,        b  =  h,       p  =  \,        q==m. 

D'après  le  théorème  précédent,  elle  correspond  donc  h  une  droite  (A); 
tout  point  M  dont  les  coordonnées  x,  y  vérifient  cette  équation  est  sur  (A), 
et  inversement.  C.Q.F.D. 

57.  Équation  de  la  droite.  —  Ces  deux  théorèmes  donnent  un  second 
exemple  de  la  méthode  de  la  Géométrie  analytique,  car  ils  montrent  qu'il  y  a 
identité  entre  la  notion  géométiHque  de  droite  et  la  notion  algébrique  d'équa- 
tion du  premier  degré  à  deux  inconnues. 

.V  toute  droite  du  plan  correspond  une  équation  du  premier  degré  en  x 
et  y  que  Ton  appelle  équation  de  la  droite;  en  d'autres  termes,  on  appelle 
éqiuilion  d'une  droite  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'uîi  point 
quelconque  de  coordonnées  x,  y  appartienne  à  la  droite,  inversement,  à 
toute  équation  du  premier  degré  en  a;  et  j/  ; 

Aa?  +  By  +  G  =  0, 

correspond  une  droite,  que  l'on  appelle  la  droite  d  équation  Aa?-|-  By  -h  C  =  0, 
ou,  plus  simplement,  la  droite  \x  +  Bj/  +  G  =  0. 

En  Géométrie  analytique,  donner  une  droite,  ce  sera  donc  donner  une  équa- 
tion du  premier  degré  en  x  et  y,  ou  mieux,  donner  les  coefficients  de  cette 
équation;  de  même,  chercher  une  droite  inconnue,  ce  sera  chercher  les  coef- 
ficients inconnus  de  son  équation.  Dans  les  deux  cas,  les  coordonnées  j;.  y 
ne  jouent  en  quelque  sorte  qu'un  riMe  passif,  celui  des  variables  dans  une 
équation  à  deux  inconnues  ;  au  lieu  de  dire  :  l'équation  Ace  +  By  +  G  =  0,  on 
pourrait  dire  :  l'équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues,  de  coefficients 
A,  B,  C.  On  adopte  le  premier  langage  à  cause  de  sa  simplicité,  à  cause  aussi 
de  la  signification  géométrique  des  variables  x,  y  qui  représentent  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  du  plan  ;  on  les  appelle  alors  coordonnées 
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courantes,  terme  géométrique  qui  correspond  au  terme  algébrique  de  variables 
indépendantes. 

Il  résulte  de  là,  comme  dans  Tétude  des  coordonnées  d'un  point,  qu'à  toute 
propriété  géométrique  d'une  droite  (A)  correspond  une  propriété  de  son  équa- 
tion, ou  mieux  de  ses  coefficients;  de  telle  sorte  que  chacune  d'elles  entraîne 
l'autre  comme  conséquence.  Le  développement  de  ce  parallélisme  constituera 
l'étude  analytique  de  la  ligne  droite. 

58.  Formes  particulières  de  l'équation  de  la  droite.  Signification  de  ses 
coefficients.  —  1**  La  droite  (A)  est  parallèle  à  Ox  (fig.  38).  —  On  a  dans  ce 
cas  :  q  =zO, p=^  o;  l'équation  (2)  prend  la  forme  particulière  : 

(5)  y  =  b. 

On  trouve  aussi  ce  résultat  en  partant  de  l'équation  générale  (3),  dans  le 
cas  particulier  :  A  =  0,  car  alors  l'équation  (4)  a  la  forme  (8).  La  cons- 
tante b  est  appelée  ordonnée  de  la  droite. 

Par  exemple,  Véquation  de  l'axe  Ox  est  y  =  0. 

y/  •        ^1       /(A) 


A 


iA) 


A 


Fig.  38.  Fig.  39. 

2°  La  droite  (A)  est  parallèle  à  Oy  (fig.  39).  —  Par  analogie,  l'équation  de 
la  droite  a  la  forme  particulière  : 
(6)  X  =  a. 

On  y  parvient  aussi  en  partant  de  l'équation  (3),  dans  l'hypothèse  particu- 
lière :  B  =  0.  La  constante  a  est  appelée  abscisse  de  la  droite. 

Par  exemple,  Véquation  de  iaxe  Oy  est  ic  =  0. 

3°  La  droite  (A)  passe  par  l'origine  des  coordonnées  sans  se  confondre 
avec  Oy  (fig.  40).  — Dans  ce  cas,  on  peut  supposer  que  le  point  A  est  à  l'ori- 
gine, et  l'on  a  :  a  =0,  b  =  0.  En  posant  m  =  ~  ,  l'équation  (2)  prend  la 

forme  particulière  : 

(1)  y  -=  mx. 

Ce  cas  correspond,  dans  l'équation  générale  (3),  à  l'hypothèse  :  C  =  0. 

}*ar  exemple,  Véquation  de  la  pi^emière  bissectrice  est  y  =  x,  celle  de  la 
seconde  bissectrice  est  y  =  —  x  (n*  37). 

4^  La  di^oite  (A)  est  quelco7ique^  non  parallèle  à  Oy  {W^.  41).  —  En  posant 

m=  ^  ,  h  =  b  —  a  —  ,  l'équation  (2j  peut  être  écrite  : 
(8)  y  =  mx  +  h; 
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c'est  d'ailleurs  la  forme  (4),  obtenue  en  partant  de  Téquation  générale  (3)  lors- 
qu'on suppose  B  =^  0. 

La  constante  m  ne  dépend  que  de p,  q,  coefficients  directeurs  de  la  droite; 
inversement,  si  m  a  une  valeur  donnée,  les  coefficients  directeurs  p,  q  sont 
liés  par  la  relation  q  =  mp,  et  sont  les  coordonnées  d'un  point  D  apparte- 
nant à  une  droite  déterminée  8,  passant  par  l'origine.  La  valeur  de  m  définit 

y\ 


D 


A) 


Fig.  40.  Fig.  41. 

donc  la  direction  8  de  la  droite  (A);  pour  ces  raisons,  la  constante  m  est 
appelée  coefficient  angulaire  de  la  droite. 

La  seconde  constante  A,  est  la  valeur  de  y  donnée  par  l'équation  (8)  pour 
X  =  0;  c'est  donc  l'ordonnée  du  point  d'intersection  de  la  droite  avec  Oy; 
et,  par  suite,  elle  définit  la  position  de  cette  droite  quand  sa  direction  est 
connue;  on  l'appelle  ordonnée  à  l'origine  de  la  droite. 

En  résumé,  on  peut  former  le  coefficient  angulaire  et  l'ordonnée  à  l'origine 
d'une  droite  par  la  règle  suivante  : 

Le  coefficient  angulaire  d'une  droite  est  égal  au  coefficient  de  x  dans 
Véquation  de  la  droite  résolue  par  rapport  d  y. 

L'ordonnée  à  l'origine  d'une  droite  est  égale  au  terme  constant  dans 
Véquation  de  la  droite  résolue  par  rapport  à  y. 

Soit,  par  exemple^  la  droite  d'équation  2x  —  3y  —  a  =  0.  Celle-ci  peut  ôtre  écrilc  : 

_  2  a 

2  a 

La  droite  a  donc  pour  coefficient  angulaire  y  et  pour  ordonnée  &  l'origine  —  -r-  • 

Soit,  plus  généralement,  une  droite  (A)  définie  par  Téquation  : 

Aa:  +  By  -f  C  =  0. 
Celle-ci  peut  être  écrite,  dans  rhvpothèse  B  ^  0  : 

obtenus  en  formant  l'équation  (4). 

Remarque.  —  La  définition  du  coefficient  angulaire  m  =  —  ne  s'applique 

qu'à  une  droite  non  parallèle  hOy  (p^Q), 
Si  une  droite  (A)  est  parallèle  à  Oy,  on  a  :  p  =  0,  g  ^^t  0  ;  on  dit,  par  raison 
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de  continuité,  que  le  coefficient  angulaire  d'une  droite  pa7*allèle  à  Oy  est 
infini.  G*est  aussi  ce  qui  résulterait  de  la  valeur  m  =  —  «  ,  car,  dans  ce  cas 
particulier,  on  a  :  B  =  0,  A  =j^  0. 

59.  Condition  de  parallélisme  de  denx  droites.  —  De  la  définition  du  coeffi- 
cient angulaire  résulte  la  proposition  suivante  : 

Pour  que  deux  droites  soient  parallèles,  il  faut  et  il  suffit  qu'elles  aient 
même  coefficient  angulaire  fini  ou  infini. 

Si  les  coefficients  angulaires  sont  m  et  m-,  la  condition  de  parallélisme  est  : 

Lorsque  les  deux  droites  sont  représentées  par  les  équations  générales  : 
(9)  \x+By  +  C  =  0,        X'x  +  B'y  +  C  =  0, 

cette  condition  devient  : 


/ 


_«  A  —  _  1'  .      A  _  JL 

Q  —       13/  >        ou  :         A  "^  B  ' 

avec  la  convention,  admise  pour  les  proportions,  que  si  un  terme  est  nul,  le 
second  terme  de  la  même  fraction  Test  aussi. 

60.  Conditions  pour  que  deux  droites  soient  confondues.  —  Des  définitions 
posées  plus  haut  (n**  58)  résulte  également  la  conséquence  suivante  : 

Pour  que  deux  droites  soient  confondues,  il  faut  et  il  suffit^  si  elles  ne 

sont  pas  parallèles  à  Oy,  quelles  aient  même  coefficient  angulaire  et  même 

ordonnée  à  Vorigine. 

Si  les  deux  droites  sont  représentées  par  les  équations  générales  (9),  ces 

A  A'  G  G 

conditions  sont  : ïr=  —  "n^,  —  "R"^^  —  n/»^^- 

« 

''^'        ^'        G' 

en  raison  de  sa  symétrie,  cette  dernière  forme  s'applique  dans  tous  les  cas, 
avec  la  même  convention  sur  les  proportions. 

Théorème.  —  Lorsque  deux  droites  sont  confondues,  leurs  équatiotis  sont 
identiques  à  un  facteur  constant  près  différent  de  zéro,  et  réciproquement. 

En  effet,  si  deux  droites  (D),  (Y)'),  représentées  par  les  équations  générales 
(9),  sont  confondues,  les  conditions  (10)  sont  vérifiées,  et  donnent  : 

A'  ==  k\,        W  =  kB,        C  =  A;C  ; 
ou  : 

A'o;  +  B'y  +  C  =  /c  (Ao?  +  Bt/  +  G), 

en  désignant  par  k  la  valeur  commune  des  rapports  (10). 

Inversement,  si  les  équations  (9)  sont  identiques  à  un  facteur  constant  près 
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différent  de  zéro,  elles  sont  vérifiées  pour  les  mêmes  valeurs  de  x,  y,  et  les 

droites  (D),  (jy)  sont  confondues.  1 


61 .  Variation  du  coefficient  angulaire  avec  la  direction  de  la  droite  (fig.  ii). 
—  Considérons  une  droite  variable  (A)  de  coefficient  angulaire  m  ;  la  paral- 
lèle ù,  menée  par  Torigine,  a  même  coefficient  angulaire  et  son  équation 
est  y  =  mx.  Dans  cette  hypothèse,  le  point  I), 
d^abscisse  égale  à  +  1,  situé  sur  cette  droite, 
décrit  une  droite  y\  yi  parallèle  à  Oy,  et  For- 
donnée  (iD  de  ce  point  est  égale  au  coefficient 
angulaire  de  la  droite  S. 

Si  la  droite  8  tourne  autour  de  0  dans  le 
sens  direct,  partant  de  Oy  pour  revenir  sur  Oy, 
effectuant  ainsi  une  rotation  de  deux  droits,  le 
point  D  décrit  la  droite  illimitée  y\  t/i  dans  le  .„     _ 

sens  positif  de  Taxe  Oy,  et  son  ordonnée,  c'est- 
à-dire  le  coefficient  angulaire  de  â,  passe  en  croissant  par  toutes  les  valeurs 
de  —  x>  à  -f  00  . 

En  particulier,  nous  aurons  les  résultats  suivants  : 

(A)  parallèle  à  Ox  ;  w  =  0, 

(A)  parallèle  à  Oy  :  m  =  »  , 

(A)  parallèle  à  la  première  bissectrice  :  w  =  +  l, 

(A)  parallèle  à  la  seconde  bissectrice  :  m  =  —  1, 

ô  située  dans  Tangle  xi)y  des  directions  positives  des  axes  ou  dans  Tangle 
opposé  par  le  sommet  :  m  >  0, 

S  située  dans  les  angles  xi)y\  x'Oy  formés  par  la  direction  positive  d'un 
axe  et  la  direction  négative  de  l'autre  :  m  <  0. 

62.  Rbharqub  sur  remploi  du  coefficient  angulaire,  —  Dans  la  pratique, 
il  est  commode  de  raisonner  sur  une  droite  en  employant  son  coefilcient 
angulaire,  c'est-à-dire  en  mettant  son  équation  sous  la  forme  : 

i8j  y  =  mx  4-  h, 

au  lieu  de  recourir  à  l'équation  générale  : 

(3)  \x  4-  By  4-  C  =  0. 

Ce  procédé  présente  de  nombreux  avantages  :  d'abord,  les  coefficients  m  et 
h  ont  une  signification  géométrique  simple,  contrairement  aux  coefïîcients  A, 
B,  C;  ensuite,  il  n'exige  que  le  nombre  de  constantes  nécessaires  pour  définir 
la  droite,  tandis  que  l'équation  générale  (3)  Jait  intervenir  trois  coefficients 
dont  on  peut  faire  varier  la  valeur  en  les  multipliant  par  un  même  facteur, 
ce  qui  ne  change  pas  la  droite. 

Cependant,  l'équation  (8)  présente  rincoiivénient  de  comporter  un  cas  d'ex- 
ception, en  excluant  les  droites  parallèles  h  ihj.  Far  conséquent,  lorsqu'on 
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emploiera  cette  e'quation,  il  sera  nécessaire  de  s'assurer  que  le  cas  d'excep- 
tion d'une  droite  parallèle  à  Oy  ne  peut  pas  se  présenter  ou  que  ce  cas  n'es/ 
pas  distinct  du  cas  général.  Autrement,  il  faudrait  faire,  après  Tëtude  du  cas 
général,  une  étude  spéciale  de  ce  cas  particulier. 

63.  Construction  d'une  droite  définie  par  son  équation.  —  Soit  une  droite 
(A)  définie  par  son  équation.  Dans  le  cas  général  où  aucun  des  coefficients  de 

l'équation  n'est  nul,  il  suffit,  pour  construire 
la  droite,  de  chercher  ses  points  de  rencontre 
avec  les  axes  de  coordonnées. 

Par  exemple  {fig.  43),  soit  la  droito  «l'ëtiuation  : 
Sx  —  3y  +  2«  =  0. 

Son  point  tl' intersection  B  avec  Oy  a  pour  coor- 
données  :  x  =  0,  y  =  -^a;  son  point  d'inlereection 

A  avec  Oj;  (»st  :  x  =  —  a,  y  ■=  0.  On  construit  ces 
deux  points  en  portant  sur  Ojc  et  Oy,  à  partir  de  O, 

des  segments  i-espectlvenient  égaux  à  —  a  et ^  a. 


Fig   43. 


Si  la  droite  (A)  est  parallèle  à  un  axe,  on  cherchera  son  point  de  rencontre 
avec  l'autre. 

Si  la  droite  (A)  passe  par  l'origine,  il  suffit  de  construire  un  point  quel- 
conque de  la  droite  en  choisissant  arbitrairement  l'une  de  ses  coordonnées. 

Soit,  par  exemple,  l'éciuation  :  2a:  -|-  3y  =  0  (fig.  43)  :  en   prenant  a-  =  —  3,  on  trouve 
y  =  2  ;  la  droite  joint  donc  l'origine  au  point  V  de  coordonnées  —  3,  2. 


EXERCICES 


1.  Démontrer,  au  moyen  d'une  transformation  de  coordonnées,  que  l'équation  d'une  droite,  eu  coordonuée> 
rectiligiics,  est  du  premier  degré. 

(On  cITcctuo  une  transformation  de  coordonni^cs  en  prenant  la  droite  pour  axe  des  j:). 

2.  Démontrer  que  l'équalion  <runo  droile  est  du  premier  do^r<*  on  remarquant  que  toute  draile  (icut  être  con- 
sidérée comme  le  lieu  des  points  étiuidistanls  de  deui  points  convenablement  choisis. 

3.  Démontrer  que  l'équation  kx  +  B//  +  C  ^-^  0  repré^icnle  une  droile,  en    vérifiant  que  luute  droile.  qui    a 
deux  points  sur  la  ligne  représentée  par  l'équation  précédente,  y  est  contenue  tout  entière. 

4.  En  désignant  par  a  cl  h  deux  longueurs  données,  construire  les  droites  ropi-usentéc»  par  les  équations  : 

nha-  +  (rr  +  h*)  y  —  0,         as  —  by  —  «*  +  h*  —  0. 


CHAPITRE  H 
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64.  Équation  générale  des  droites  passant  par  un  point  donné.  —  Soit 
donaë  un  point  A^  de  coordonnées  Xo,  yo-  Cherchons  l'équation  d'une  droite 
quelconque  passant  par  ce  point.  Cette  équation  est  de  la  forme  : 

(1  )  Ax  +  By  +  C  =  0, 

cil  les  coefficients  A^  B,  C  sont  inconnus.  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  la  droite  passe  par  le  point  A  est  (n^  56)  : 

^VTo  +  B//o -h  C  =  0,        ou:        C  =  —  (AiTo  +  Byo)- 
L'équation  d'une  droite  quelconque  passant  par  A  est  donc  : 

\x  4-  By  -  (AiCo  +  Byo)  =  0, 
ou  : 

\i)  A  ix  —  X,)  +  B(.y  —  y,)  ==  0, 

dans  laquelle  A  et  B  sont  des  coefficients  arbitraires. 

Rrmarqur.  —  Si,  au  lieu  de  la  forme  (1).  on  pr^nd  l'équation  d'une  droite 
quelconque  sous  la  forme  : 

y=)LX'^\ 
où  ji.  et  A  sont  inconnus,  le  même  calcul  conduit  immédiatement  à  Téquation  : 

(3)  y  —  yo -■  f*(x  —  a?o), 

qui  ne  contient  plus  qu'un  seul  coefficient  arbitraire  ii..  Seulement,  cette 
solution  exclut  la  parallèle  à  Oy  menée  par  A  ;  celle-ci,  ayant  même  abscisse 
que  A,  a  pour  équation  : 

(4)  X  —  j?o  =  0. 

Os  deux  équations  peuvent  d'ailleurs  se  déduire  de  l'équation  générale  (:2), 
l'équation  (3)  dans  le  cas  de  B  ^^  0  et  l'équation  (4)  dans  le  cas  de  B  =  0. 

» 

Cas  particulier.  —  Equation  générale  des  droites  passant  par.  V ori- 
gine. —  En  supposant  a:o=  0,  y^  =  0  ;  l'équation  générale  devient  : 

(2')  Ao?  +  By  =  0, 

TuEiMit  FT  Thvraut.  G^ofii^lrio  analytiquo.  4 
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ou^  plus  simplement  : 

A,  B,  jjL  étant  arbitraires,  et  l'équation  (3';  excluant  Taxe  des  y  : 
(40  X  =  0. 

Application.  —  Equation  de  la  parallèle  à  une  droite  donnée,  menée  par 
un  point  donné.  —  Soient  donnés  un  point  \{Xo,  Vo)  et  une  droite  (A)  de 
coefficient  angulaire  m.  La  droite  cherchée,  passant  par  A,  a  une  équation  de 
la  forme  (3)  ;  elle  est  parallèle  à  (A),  donc  son  coefficient  angulaire  jjl  a  la 
valeur  m  ;  son  équation  est 

y  —  yo  =  rn{x-'Xo)- 

65.  Droite  passant  par  deux  points  donnés.  —  Phemière  solution.  —  Soient 
donnés  deux  points  \{Xo,  yo)  et  B(a:i,  yi).  La  droite  cherchée  (A)  passant 
par  A,  on  a  vu  que  son  équation  est  de  la  forme  : 

y  —  yo  =  V-ix  —  Xo)s  - 

où  jjL  est  inconnu,  ce  qui  suppose  cette  droite  non  parallèle  h  ()y. 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'elle  passe  par  B  est  : 

yi  —  î/o  ==  K^i  —  ^o), 

ou,  comme  Xi  —  Xo  n'est  pas  nul,  (A)  n'étant  pas  parallèle  à  Oy  : 

%Â/l   U/(^ 

et  l'équation  cherchée  est  : 

(2)  y-yo  =  |î^(«-«.). 

Si  (A)  est  parallèle  à  Oy,  c'est-à-dire  si  A  et  B  ont  même  abscisse  (Xt  =Xo), 
cette  droite  a  pour  équation 

(2')  x  —  Xo  =  0. 

La  valeur  (1),  trouvée  pour  |i,  conduit  à  la  règle  suivante  : 

Le  coefficient  angulaire  dune  droite  passant  par  deu^x  points  est  égal  au 

quotient  de  la  différence  de  leurs  ordonnées  par  la   différence  de  leurs 

abscisses. 

Cette  règle  s'applique  encore  lorsque  la  droite  est  parallèle  à  Oy,  car  elle 

donne  alors  pour  [jl  une  valeur  infinie. 

Cas  pakticulieh.  —  Droite  joignant  Vorigine  à  un  point  défini  par  ses 
coordonnées.  —  Si  le  point  A  est  h  l'origine,  B(J7i,  yi)  restant  quelconque, 
l'équation  de  la  droite  est  : 

yi 

^         Xi 
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d'où  la  règle  :  le  coefficient  angulaire  d\ine  droite  issue  de  V origine  est  égal 
au  rapport  de  Vo7*donnèe  à  l  abscisse  de  l'un  quelconque  de  ses  points. 

Seconde  solution.  —  Reprenons  les  deux  points  donnés  A(a;o,  Vo)  et 
B(x,,  yi).  L'équation  de  la  droite  cherchée  est  : 

(3)  Ax  +  By-hC^O, 

oïl  A,  B,  G  sont  inconnus  ;  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'elle 
passe  par  les  points  A  et  B  sont  : 

S  Aa;o+Byo4-C  =  0, 
^''^  {  \x,  4-  Byi  +  G  =  0. 

L'équation  cherchée  s'obtiendra  donc  en  résolvant  ces  deux  relations  (4) 
par  rapport  à  deux  des  inconnues  A,  B,  G  en  fonction  de  la  troisième,  et  en 
portant  les  résulats  dans  l'équation  (3)  ;  c'est  donc  le  résultat  de  l'élimination 
de  trois  inconnues  A,  B,  G  entre  les  trois  équations  homogènes  et  du  premier 
degré  (3)  et  (4).  On  sait,  en  employant  la  notation  des  déterminants,  que  ce 
résultat,  c'est-à-dire  l'équation  demandée,  est  : 

X         y         i 

(5)  Xo        yo       ^      =  0. 

Xi        y,        1 

66.  Gas  particulier.  —  Droite  passant  par  deux  points  pris  sur  les  axes  de 

coordonnées.  —  Supposons  que  les  deux  points  donnés  soient,  l'un,  A(a,  0), 

sur  Oj;,  l'autre,  B(0,  b),  sur  Oy.  Les  deux  équations  de  condition  (4)  sont 

alors  : 

\a  +  G  =  0.         B6  +  G  =  0  ; 

elles  donnent  immédiatement  : 

\  =  -—  B  =  -~  — 

a  '  b  ' 

et.  par  suite,  l'équation  de  la  droite  AB  est  : 

_C^_C|--^G  =  0. 
a  b 

ou,  en  divisant  par  —  G  : 

(6)  _  +  |«1.0. 

67.  Condition  pour  que  trois  points  soient  en  ligne  droite.  —  Soient  don- 
nés trois  points  :  A(j?o,  yo),  ^(Xi,  yi),  G(X2,  yt)  ;  cherchons  la  condition  pour 
qu'ils  soient  en  ligne  droite. 

On  a  vu  que  la  droite  AB  a  pour  équation,  en  général  (n°  65)  : 

y  —  yo-=  V  —  r  i^  —  ^o); 


ôâ 
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la  condition  cherchée  est  que  C  soit  sur  la  droite  AB,  c'est  donc 

Vx  —  Vo 


2/2  —  2/0  = 


X\        COq 


[Xi  —  Xo), 


ou  : 

0) 


«2/2  —  Xq         X\        Xq 


Cette  condition  est  facile  à  interpréter.  En  effets  le  premier  membre  est  le 
coefficient  angulaires  de  AC,  le  second  est  celui  de  AB  ;  on  en  déduit  la  règle 
suivante  qui  <^tait  évidente  à  priori  et  qui  est  générale  : 

Pow  que  trois  points  soient  en  ligne  droite,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
coefficients  angulaires  des  droites  joignant  Vun  d'entre  eux  aux  deux 
autres  soient  égaux. 

Remarque.  —  En  écrivant  Téquation  de  la  droite  AB  sous  la  forme  (5),  on 
trouverait  de  la  même  façon  la  condition 

(2)  X,        y,        1      =0. 

X2       Vi        i 

68.  Exemple.  —  Théorôma  de  Ménélaûs.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 

trois  points  a,  3.  y,  situés  respectivement  sur  les  trois 
côtés  BG.  G.\,  AB  d'un  triangle  ABC,  soient  en  ligue 
droite  est  : 

ÔB      [3^      T^         , 

âC      pÂ  '   p   ~~ 

Choisissons,  on  effet,  comme  originn  (fip.  44)  le  som- 
met C,  (umime  axe  0.r  le  crtté  CA,  eoiiuije  axe  Oy  le 

i'î)ié  CB.  Définisstms  les  points  A  {a,  Oi.  B  (0.  A),  C  «li.  0) 

^  par  leurs  coordonnées  et  les  points  a.  ^.  7  par  les  rap- 
ports : 


aH 


Fig.  44. 


[iC  y  A 


aC  jîA  yB 

On  en  déduit  (n«  40)  les  coordonnées  de  ces  points  : 

aiJ.  \  -  (      ^  Av     \ 


<û.-^):       KtT7'")^       KtTV' 


La  condition  pouniu'ils  soient  en  ligne  droite  est  : 
b  Av  I) 

"""  ^  ,  K^ f^ 


1  .4.  X       1  +  V       i  -f  X 


a\i. 


a 


,  ou  : 


=  0. 


1  +  {X  1  +  V 

ou,  en  simpliiiant  : 

Ajiv  4-  i  =  0. 

ce  qui,  en  remplaçant  X.  jx,  v  par  leurs  valeurs,  est  la  condition  énoncée. 

Reuarqi'e.  —  Celte  condition  est  vérifiée  pour  X  rr=  [x  ^=  v  r=  —  1 ,  c'est-â-dii*e  lorsque  a.  p,  y, 
s'éloignent  à  rinfini  sur  charun  des  C(Mé^  du  triangle.  On  est  ainsi  conduit  à  envisager  les 
trois  points  situés  à  l'inlini  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  comme  (rois  points  en  ligne  droite. 
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b3 


69.  Intersection  de  deux  droites, 
par  leurs  équations  : 


Soient  deux  droites,  (D),  (D'),  définies 


\'x  4-  B'y  +  C'  =  0. 


Chercher  leur  point  d'intersection,  c'est  chercher  un  point  M  dont  les  coor- 
données X,  y  vérifient  chaque  équation  ;  c'est  donc  résoudre  un  système  de 
detuc  équations  du  p7*emier  degré  à  deux  inconnues  x,  y.  On  connaît  les 
résultats  établis  en  Algèbre. 

l®  Si  Ton  a  :  AB'  —  BA'  ^^  0,  il  y  a  une  solution  et  une  seule,  c'est-à-dire 
que  les  deux  droites  se  coupent  en  un  point  M  et  un  seul;  les  coordonnées 
iV,  y  de  ce  point  sont  données  par  la  règle  de  Cramer  : 

B<y  — CB'  CV  — AC 


X  = 


AB'  —  BA 


/  > 


AB'  —  BA'  ' 


î2**  Si  l'on  a  :  AB'  —  BA'=  0,  on  se  trouve  dans  le  cas  où  les  coefficients  A,  B, 
A',  B',  ne  sont  pas  tous  nuls,  sans  quoi  les  droites  n'existeraient  pas  ;  donc  : 

Ou  bien  il  y  a  impossibilité,  c'est-à-dire  que  le  système  d'équations  n'a  pas 
de  solution,  alors  les  deux  droites  sont  parallèles; 

Ou  bien  il  y  a  indétermination  y  c'est-à-dire  que  le  système  admet  une  infi- 
nité de  solutions,  toute  solution  de  l'une  des  deux  équations  étant  aussi  solu- 
tion de  l'autre,  alors  les  deux  droites  sont  confondues. 

Par  exemple,  pour  A  :^  0,  il  y  a  impossibilité  dans  les  hypothèses  : 

AB'  —  BA'  =  0,         Aiy  —  C  V  ^  0  ; 

et  indétei^mination  dans  les  hypothèses  : 

AB'  —  BA'  =  0,        AC  —  CA'  =  0. 

Heuarqle.  —  Celte  discussion  donne,  d'une  autre  manière,  la  condition  de 
parallélisme  de  deux  droites  (D),  (D')  (n°  59;  : 

A'         B' 


AB' 


BA'=0.        ou:       ^=-^ 


70.  Exemple.  —  Quadrilatère  complet.  —  Le  qua- 
«iiilatêre  complet  est  la  ligure  iorinéc  par  quatre 
droites  iHirnitées,  se  coupant  doux  à  deux  en  six 
points  distincts  appelés  sommets  du  quadrilatère. 
C<'s  six  sommets  sont  deux  à  deux  opposés,  un  soin- 
met  quelconque,  inlerseclion  de  deux  côtés,  étant 
opposé  à  l'inlersection  des  deux  autres  ;  de  telle  sorte 
4(ue  le  quadrilatiTC  a  trois  diagonaleSy  une  diagonale 
«'tant  la  liroite  qui  joint  deux  sommets  oppost's. 

Par  exemple,  prenons  deux  des  quatre  droites 
comme  axes  de  coordonnées  Oa-,  Oy  (lig.  45)  et  soient 
AB,  A'B'  les  deux  autres  droites  rencontrant  respec- 
tivement 0.r  en  A  et  A',  Oy  en  B  et  B',  et  se  coupant 
en  C  ;  les  six  sommets,  deux  à  deux  opposés,  sont  0  *''8' 

€it  a  A  et  B',  A'  et  B. 

Désignons  par  a  et  a' les  abscisses  de  A  «-t  A',  par  b  cl  />'  les  ordonnées  de  H  et  B'.  el  cal- 
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culons  les  coordonnées  du  sommet  G.  Ce  point  est  à.  l'intersection  des  droites  AB  et  A'B'  qui 
ont  pour  équations  (n»  66)  : 

a  ^   h        ^  —  "'  a'  ^   h'        *  —  "• 

par  conséquent,  en  résolvant  ce  système  de  deux  équations,  on  trouve  les  coordonnées  de  C  : 

11  11 


X  = 


h' 

h            aa'ib  —  h')                 a 

a' 

hh'ia  —  a') 

1 

ah'  "" 

1             ha'— ah'    '^           1 
ha'                                           ah' 

1 
""   ha' 

ha'  —  ah' 

m 


THÉORéiiE.  —  Les  milieux  des  diagonales  d'un  quadrilatère  complet  sont  en  ligne  droite. 
En  effet,  connaissant  les  coordonnées  des  sommets,  on  en  déduit  les  coordonnées  du 

ilieu  de  la  diagonale  AB'  :  ^("3"  »  "5") .  celles  du  milieu  de  la  diagonale  A'B  :  Ql  "«"•  "T )* 

.      n         ...        ...       ....  .    ^.    ,./   aa'ih  —  h')  hh'ia  —  a')  x" 

et  enfin,  celles  du  milieu  de  la  diagonale  OL,  R  (    .^,^^,  __  ^^,    . 2[ha' —  ab'\  )' 

Par  suite,  le  coefficient  angulaire  de  PR  est  : 

hh'ia  -  a') 

"^     ha'  —  ah'  _    b'jba'  —  ah'  +  ah  —  ba')  ah'ih  —  b')   __  h  —  h' 

aa'ib  —  h')  ~~    a  ha'  —  ah' —  ha' -\- a' h')   ~    ah'[a' —  a)    ~   a' —  a 
^           ha'  —  ah' 

Il  est  égal  à  celui  de  PQ;  les  trois  points  P.  Q,  R  sont  donc  bien  en  ligne  droite  (n»  67). 

71..  Équation  générale  des  droites  parallèles  à  une  droite  donnée.  —  Soit 
une  droite  (D),  d'équation  \x  -\- By  -\-  C  =  0  ou,  pour  abréger  : 

D  =  0,         avec  :         D  =  Ax  +  By  +  C  ; 
formons  l'équation  d'une  droite  quelconque  parallèle  à  (D). 

Théorème.  —  L  équation  générale  des  droites  parallèles  à  une  droite  D  =  0 
es/  D  +  >.  =  0,  oà  A  est  un  paramètre  arbitraire. 
En  effet,  l'équation 

(i)  I)  +  A  =.  0, 

étant  du  premier  degré  en  x  et  y,  représente  toujours  ime  droite.  Si  Ton 
cherche  son  intersection  avec  la  droite  (D),  on  est  conduit  à  résoudre  le  sys- 
tème d'équations  :  D=  0,  D  +  ">-  =  0,  qui  conduit  à  une  impossibilité;  par 
conséquent  l'équation  (1  )  représente,  quel  que  soit  ).,  une  parallèle  à  (D). 

Il  reste  à  montrer,  inversement,  que  l'équation  (l)  peut  représenter  toute 
droite  (A)  parallèle  à  (D).  Pour  cela,  prenons  sur  (A)  un  point  quelconque 
A  {Xo,  yu)-  La  droite  d'équation  (1)  passera  par  A  si  l'on  a  : 

\Xo  +  B2/0  +  C  +  ^  =  0,         ou  :         A  =  —  (AvTo  +  B^o  +  C)  ; 

ce  que  nous  écrirons,  pour  abréger  :  1  =  —  \\.  Pour  cette  valeur  de  a, 
l'équation  (1)  représente  une  droite  parallèle  h  (D)  et  passant  par  A;  c'est 
donc  (A).  C.  y.  F.  D. 

(]onoLLAiRE.  —  L'équation  de  la  parallèle  à  une  droite  D  =  0,  menée  par  un 
point  \{Xo,  yù)»  est  D  —  Do  =  0. 
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72.  Équation  générale  des  droites  passant  par  Tintersection  de  deux  droites 
données.  —  Soient  deux  droites  sécantes  (D),  (D'),  d'équations  : 

\x  4-  By  +  C  =  0,        A'x  4-  B'y  4-  C  =  0  ; 

posons  encore  : 

B  =  \x  +  By  +  C,        \y  =  Mx  4-  B'y  +  C 

Nous  voulons  former  Féquation  d'une  droite  quelconque  passant  par  leur 
point  d'intei-section,  S. 

Théorèmr.  —:  Léqualion  générale  des  droites  passant  par  le  point  d'inter- 
section de  deux  droites  sécantes  D  =  0.  D'  ==  0  csi  D  4-  >.D'  =  0,  où  1  est  un 
paramètre  arbitraire. 

En  effet,  quel  que  soit  a,  Téquation 

est  du  premier  degré,  au  maximum,  en  x  et  y  ;  et  elle  est  toujours  vérifiée 
par  toute  solution  du  système  :  D  =  0,  iV  =  0,  c'est-à-dire  par  les  coor- 
données du  point  S.  Elle  ne  peut  donc,  pour 
aucune  valeur  de  "k,  se  réduire  h  une  impossibilité. 
Elle  ne  peut  non  plus  se  réduire  h  une  identitié, 
car,  s'il  en  était  ainsi  pour  une  valeur  \  =  Xj,  on  - 
aurait  : 

D  4-  AiJy  =  0,         ou  :         I)  =  —  ).iD', 

et  les  deux  droites  D  =  0,  D'  =  0  seraient  confon- 
dues {n^  60).  Fig.  46. 

Par  conséquent,  pour  toute  valeur  de  a,  l'équa- 
tion (1)  représente  une  droite  passant  par  le  point  S,  intersection  de  (D.) 
et  (ly). 

Il  reste  à  montrer,  inversement,  qu'elle  peut  représenter  toute  droite  (A) 
passant  par  S  (lîg.  46).  Prenons,  en  effet,  sur  (A)  un  point  arbitraire  A  {Xo,  y») 
distinct  de  S.  La  droite  d'équation  (i)  passera  par  le  point  A,  sous  la  condi- 
tion : 

Axo  +  B^o  4-  C  4-^^  (A'iCo  4-  B^y»  4-  CJ)  =  0,       ou  :       a  =  —  -^ , 

en   supposant   Di  =^  0.  Pour  celle  valeur  de  a,  l'équation  (1)  représente  une 
droite  passant  par  S  et  A,  c'est  donc  (A). 

Il  y  aurait  exception  dans  l'hypothèse  Di  =  0,  c'est-à-dire  lorsque  A  est 
sur  iiy),  ou  encore  lorsque  (A)  est  la  droite  (D')  elle-même.  L'équation  (l) 
peut  donc  représenter  toutes  les  droites  passant  par  l'intersection  de  (D)  et 
(EK),  h  l'exception  de  (!>).  Sous  cette  réserve,  c'est  donc  bien  l'équation 
générale  cherchée. 

Remarque.  —  fin  pourrait  faire  disparaître  cette  exception  en  substituant,  à 
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Téquation  (1),  Téquation  plus  générale  dépendant  de  deux  paramètres  arbi-  \ 

traires  a,  p  : 

{i)  aD  +  fil)'  =  0. 

Elle  comprend  à  la  fois,  comme  cas  particuliers,  l'équation  (1)  et  l'équation 
ly  -|-  |iD  =  0  qui  ne  laisse  de  côté  que  la  droite  (D).  L'équation  (i)  ne  com- 
porte donc  aucune  exception  ;  mais  elle  a  Tinconvénient  de  renfermer  deux 
paramètres,  a,  ^,  au  lieu  d'un  seul,  a  ;  et,  pour  cette  raison,  ainsi  que  nous 
l'avons  déjà  vu  à  propos  du  coefficient  angulaire  d'une  droite  (n^  62),  on  lui 

préfère  l'équation  (i).  D'ailleurs,  l'équation  (2)  peut  être  écrite,  en  général, 

ô  6 

D  H D'  =  0,  et,  par  conséquent,  se  ramène  à  la  forme  (i  )  en  posant  ^.  =  —  - 

Lorsque  l'équation  (2)  représente  la  droite  (I) ),  on  a  :  a  =  0,  p  ^0; 
ce  qui  correspond  à  :  a  =:<x. 

Par  conséquent,  Véquation  D  +  aD'  =  Q  pourra  convenir  à  tous  les  cas, 
en  considérant  le  paramètre  \  comme  susceptible  de  devenir  infini. 

CuROLLAïuK.  —  Véquation  de  la  droite  passant  par  le  point  d'intersection 
de  deux  droites  D  =  0,  D'  =  0  «/  par  un  point  A  (a?o,  Vo)  est  : 

I)  —  ^  ly  =  0,       ou  :       1);D  —  DJ)^  =  0. 

73.  Cas  ou  les  deux  droites  (D)  et  (IV)  sont  parallèles  et  distinctes.  — Le  théo- 
rème précédent  suppose  essentiellement  les  deux  droites  (D)  et  {D')  sécantes. 
Supposons  les  maintenant  parallèles  mais  distinctes;  par  exemple,  faisons  les 
hypothèses  : 

\'=^0        et        AB— B.V  =  0,        A(7  — CA'^^O; 

nous  allons  étudier  dans  ce  cas  l'équation  générale  ; 
(l)  D4-aD'  =  0. 

En  reprenant  la  démonstration  suivie,  on  voit  que  cette  équation  est,  en 

général,  du  premier  degré  en  x  eiy;  mais  ici,  il  y  a,  d'après  l'hypothèse,  une 

A 

valeur  particulière  de  ).,).  =  —  -r^ ,  pour  laquelle  les  coefficients  de  x  et  y, 

A  -i   aA'  et  B  +  '  B^  sont  tous  deux  nuls. 

Pour  toute  autre  valeur  de  a.  l'équation  (l)  représente  bien  une  droite,  et 
cette  droite  est  parallèle  à  (D)  et  (D'),  car,  si  l'on  cherche  son  intersection 
avec  (IVj,  on  est  conduit  au  système  d'équations  :  D'  =  0,  D  +  a1V  =  0,  qui  est 
équivalent  à  :  1>  =  0,  I)=  0,  et  par  conséquent,  on  vertu  de  l'hypothèse,  con- 
duit k  une  impossibilité. 

Inversement,  on  montrera,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  l'équation  (1) 
peut  représenter  toute  droite  parallèle  à  (D)  et  (I)')  (y  compris  la  droite  (IV), 
pour  A  infini). 

Donc,  lorsque  les  droites  (D)  et  (W)  sont  parallèles  et  distinctes,  Véqua- 
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iion  (1  )  est  V équation  générale  des  droites  qui  leur  sont  parallèles,  excepté 
pour  une  valeur  particulière  de  1  et  une  seule. 
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74.  Points  à  rinfini.  —  Les  coordonnées  d'un  point  M  d'une  droite  (^tant 
mises  sous  la  forme  (n^  40)  : 

Xq  +  Ixi  _  yo  +  >-yi 

^~     i+\     '        y—     1  +  A     ' 


si  le  paramètre  \  varie  d'une  manière  continue  et  tend  vers  —  1,  Tune  au 
moins  des  deux  coordonnées  croît  indéfiniment  et,  par  suite,  le  point  M  se 
déplace  d'une  manière  continue  sur  la  droite  et  s'éloigne  indéfîniment.  On 
peut  donc  considérer  qu'à  la  valeur  particulière  ).  =  —  1  correspond  un 
point  particulier  de  la  droite,  que  l'on  appelle  le  point  à  Vinfini  de  cette 
droite. 

Cela  posé,  considérons  deux  droites  essentiellement  variables,  (D),  (l>), 
d'équations  : 

\x  4-  By  +  C  =  0,        \'x  +  B'2/  +  G'  =  0  ; 

ol  supposons  que  ces  droites  se  déplacent  dans  le  plan  d'une  manière  quel- 
conque mais  continue,  ou  encore  que  les  coefficients  A,  B,  G,  A',  B',  C  varient 
d'une  manière  continue.  Dans  le  cas  général,  on  a  :  AB'  —  BA'  =^  0,  les  deux 
droites  se  coupent  en  un  point  M  et  un  seul  dont  les  coordonnées  sont  : 

B(y  —  CB^  CA'  —  AC 

^  "~  AB'  —  BA'  '        y  ~  AB'  —  BA'  " 

Supposons  alors  que  (D)  et  (ly)  tendent  à  devenir  parallèles,  mais  non  con- 
fondues ;  le  dénominateur  commun,  AB'  —  BA',  varie  d'une  manière  continue 
cl  tend  vers  zéro,  tandis  que  les  deux  numérateurs  BC  —  CB',  CA'  —  AC/  ten- 
dent tous  deux  vers  des  limites  dont  une  au  moins  n'est  pas  nulle.  L'une  au 
moins  des  coordonnées  du  point  M  croit  donc  indéfiniment;  par  suite,  le  point 
d'intersection  des  deux  droites  s'éloigne  indéfiniment  et  tend  à  devenir  le 
pointa  l'infini  de  chacune  d'elles. 

i  >n  est  ainsi  conduit  h,  envisager  deux  droites  parallèles  (l)j,  (1)')  comme  deux 
droites  dont  le  point  d'intersection  est  rejeté  à  l'infini,  ou,  pour  abréger, 
comme  deux  droites  se  coupant  à  Vin/ini;  et,  inversement,  le  point  à  Vin- 
fini  d'une  droite  peut  être  considéré  comme  le  point  fixe  oit  cette  droite 
coupe  toutes  ses  parallèles. 

75.  Droite  de  rinfini.  —  Considérons  maintenant  une  seule  droite  variable 
ri)),  d'équation  \x  +  By  +  G  =  0,  et  supposons  que  celte  droite  se  déplace 
d'une  manière  quelconque  mais  continue,  ou  encore  que  les  coefficient  .\,  B, 
i\  varient  d'une  manière  continue. 
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Supposons  en  outre  que  A  et  B  tendent  simultanément  vei's  zéro,  C  ten- 
dant vert  une  limite  différente  de  zéro.  Dans  ces  conditions,  Téquation  de  la 
droite  devient  :  O.x+O.y  -|-  C  =  0  ;  elle  ne  peut  plus  ^tre  vérifiée  pour  aucun 
système  de  valeurs  de  x  et  y.  Or,  considérons  le  point  d'intei'section 
variable  M  de  cette  droite  (D)  avec  une  droite  fixe  mais  quelconque,  id). 
d'équation  ax  +  6y  +  ^  =  0  ;  les  coordonnées  de  ce  point  sont  : 

_  Bf  —  CJ)  Ca  —  \c 

*^  ~  Aô  —  Ba  '        ^  ~  Xh  —  Wa 

A  la  limite,  le  dénominateur  commun  tend  vers  zéro,  tandis  que  les  numéra- 
teurs tendent  vers  les  limites  —  Cb,  Ca  dont  Tune  au  moins  n*est  pas  nulle  : 
Tune  au  moins  des  coordonnées  du  point  M  croîtdonc  indéfiniment,  etce  point 
s'éloigne  indéfiniment  sur  la  droite  (d).  Par  conséquent,  dans  les  hypo- 
thèses où  l'on  s'est  placé,  tous  les  points  de  la  droite  (D)  s'éloignent  indéfi- 
niment, ou  encore,  la  droite  (D)  tout  entière  est  rejetée  h  Tinfini;  cette  droite 
contient  alors  les  pointsà  Tinfini  de  toutes  les  droites  {d)  du  plan. 

On  peut  donc  envisager  Vensemble  de  tous  les  points  à  l  infini,  situés  sur 
les  différentes  droites  du  plan,  comme  appartenant  à  une  même  droite  ; 
cette  droite  est  appelée  droite  de  tinfini,  son  équation  est  : 

O.o:  4- O.y -4- C  ^  0,        ou:        G  =  0, 

C  étant  une  constante  non  nulle.  En  d'autres  termes,  la  droite  de  l'infini  est 
représentée  par  une  équation  du  premier  degré  dont  la  résolution  condui' 
à  une  impossibilité. 

Rappelons  que  le  tliéon>nie  de  Ménélaùs  (n«  68)  nous  a  comluils  déjà,  par  d'autit^s  consi- 
dérations, ù  la  même  conclusion.  Nous  avons  vu,  en  effet,  que  les  points  à  Tinllni  des  trois^ 
côtés  d'un  triangle  quelconque  peuvent  être  considérés  comme  étant  en  ligne  droite;  ce  qui 
revient  à  dire,  ces  côtés  étant  trois  droites  (|uelconques,  que  les  points  à  rinfini  de  toutes 
les  droites  du  plan  sont  sur  une  même  droite. 

76.  Application.  —  Les  notions  précédentes  permettent  fréquemment  dt» 
simplifier  et  de  coordonner  des  résultats  de  (jéométrie  analytique.  On  peut, 
par  exemple,  réunir  les  théorèmes  des  n**"  71,  7:2  et  73  dans  l'énoncé  suivant  : 

Théorème.  —  V équation  générale  des  droites  passant  par  le  point  d'inter- 
section, à  distance  finie  ou  infinie^  de  deux  droites  distinctes,  quelconques, 
D  ==  0,  D'  =  0,  est  : 

(1)  D  +  XD'  =  0. 

.  La  proposition  est  établie  dans  le  cas  de  deux  droites  sécantes  (n**  li).  Si  elles 
sont  parallèles,  nous  savons  (n®  73)  que  l'équation  (1)  est,  en  exceptant  une 
valeur  particulière  de  \  Téquation  générale  des  droites  qui  leur  sont  parallèles, 
cN*st-à-dirc  passent  par  leur  point  d'intersection  k  l'infini;  de  plus,  pour  cette 
valeur  particulière  de  \  on  a  vu  que  l'équation  (l)  se  réduit  à  une  impossi- 
bilité et,  par  suite,  re.présente  la  droite  de  Tinfini  qui  passe  encore  par  le 
point  d'intersection  des  deux  droites. 
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£nûn,  si  Tune  des  deux  droites,  IV  =0  par  exemple,  est  la  droite  de  l'in- 
fini, Téqualion  (i)  se  réduit  à  D+  >.fc  =  0  et  devient  (n®  71)  IVquation  géné- 
rale des  droites  parallèles  à  D  =  0,  c'est-h-dire  passant  par  le  point  d'inter- 
section de  D  =  0  avec  la  droite  de  l'infini. 

Corollaire.  —  Lorsque  V équation  dune  droite  variable  dépend  dun  seul 
paramètre  au  premier  degré,  la  droite  passe  par  un  point  fixe,  à  distance 
finie  ou  infinie. 

En  effet,  par  hypothèse,  l'équation  de  la  droite  est  de  la  forme  : 

f;A+U')a;-l-(B+ AB')y4-C+AG'=0,  ou:  Air+By4-C+^<A'x4-B'y+G0==O, 

A  étant  le  paramètre  variable.  C'est  bien  l'équation  d'une  droite  passant  par 
un  point  fixe,  à  distance  finie  ou  infinie;  ce  point  fixe  est  à  l'intersection  des 
deux  droites  : 

Ax  -f-  By  +  C  ==  0.        \'x  4-  B'y  -f-  C  =  0. 

77.  Condition  pour  que  trois  droites  soient  concourantes.  —  Soient  trois 
droites  (D),  (D'),  (IV),  données  par  leurs  équations  : 

(1)  \x  4-  By  -h  C  =  0,     A'jr  +  B'y  +  (7  =  0,     \"x  +  B'V  +  C"  =  0  ; 

il  s'agit  de  reconnaître  si  ces  droites  sont  concourantes. 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffît  qu'il  existe  un  point  M  dont  les  coordonnées  x,  y 
vérifient  simultanément  les  équations  des  trois  droites.  On  est  ainsi  ramené 
à  une  question  d'Algèbre  :  reconnaître  si  un  s^'slème  de  trois  équations  du 
premier  degré  à  deux  inconnues  admet  une  solution. 

Dans  la  pratique,  la  méthode  la  plus  simple  consiste  en  général,  à  résoudre 
deux  des  trois  équations  et  à  reconnaître  si  la  solution  obtenue  vérifie  la  troi- 
sième ;  en  d'autres  termes,  on  doit  déterminer  le  point  d'intersection  de  deux 
des  trois  droites,  et  chercher  si  ce  point  est  sur  la  troisième. 

Théoriquement,  on  sait  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
le  système  (i)  ait  une  solution  est  : 

A  B  C 

(2)  A'         B'         C       =0, 

A''         IV'         (7' 

à  condition  cependant  que  deux  des  équations  du  système  (1)  admettent  une 
solution.  Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  les  trois  droites  sont  deux  h 
deux  parallèles  et,  par  suite,  les  coefficients  vérifient  les  relations  : 

AB'  —  BA'  =  0,        A  B"  —  B'A''  =  0,         A"B  —  B'A  =  0, 

de  telle  sorte  que  la  condition  (2)  est  encore  vérifiée. 

En  résumé,  la  condition  (2)  est  générale  ;  elle  exprime  que  les  trois  droites 
ont  un  point  commun,  à  distance  finie  ou  infinie. 
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78.  Exemple.  —  Théorème  de  Jean  de  Géva.  —  Étant  donnés  trois  points  a,  p.  7,  situés  res- 
pectivement sur  les  côtés  BC»  CA,  AB  cVun  triangle  ABC,  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  les  droites  Aa,  B^,  Cy,  joignant  ces 
points  aujc  sommets  opposés^  soient  concourantes  est  : 

ÔB      pG      yÂ^ 

ôc    "gÂ 'Tb   ~ ~ 

Reprenons,  on  ofTet,  los  intimes  notations  que  dans 
la  démonstration  du  tliéorènie  de  Mcnélaiis  (n«68). 
La  droite  Aa  (fi^.  47).  joignant  deux  points  pris  sur 
-jc  les  axes  de  coordonnées,  a  pour  équation  (n»  66)  : 


Pi».  47. 
de  mémo,  la  droite  B^  a  pour  étiuation  : 

X 

\ia 


a    ' 


?/ 


—  i  =0: 


1  +  X 


+  i^l=0; 


1+lx 


enfin,  la  troisit'nie  droite  Cy,  joignant  l'origine  au  point  y,  a  poui*  équation  : 

•^  a 

Cela  étant,  résolvons  le  système  formé  do  la  pnMiiiêre  el  la  troisième  équation  ;  on  trouve 

a  v6 


X  = 


1  +  V  +  Xv  * 


y  = 


1  _j-  V  +  Àv 
La  condition  chercliée  est  donc,  d'apivs  l'équation  de  B^  : 


ou  enfin  : 


-f  V  — (1 -[-v  + X'i)  =0,        ou:        \\x^  =  \. 


gB     JC     j A^  _  __ 


C.  Q.  F.  n. 


aC      f{A      Y^ 

79.  Théorkmk.  —  Pour  que  trois  droites,  d'équations  : 

D  =  0,        D'  =  0,        D"  =  0, 

soient  concourantes  à  distance  finie  ou  infinie,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs 
pi'emiers  meml)7*es  soient  liés  identiquement  par  une  relation  linéaire  et 
homogène  à  coefficients  non  tous  nuls  : 

l**  I^a  condition  est  nécessaire.  Supposons,  en  oflet,  les  trois  droites  concou- 
rantes et  non  confondues.  Deux  au  moins  de  ces  droites,  les  deux  premières 
par  exemple,  sont  distinctes.  Dans  cette  hypothèse.  !a  troisième  peut  donc 
(n°*  72  et  76)  être  représentée  par  une  équation  do  la  forme  :  aD  -f-  pD'  ==  0; 
comme  elle  est  aussi  représentée  par  D''  =  0,  les  premiers  membres  des  deux 
équations  vérifient  l'identité  (n°  60)  : 


D"  —  AfaD  +  [il)').  ou  :  Aal)  +  Vp\)  —  ])'  =  0. 
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C'est  bien  une  identité  linéaire  et  homogène  en  D,  D',  IF,  dont  les  coeffi- 
cients, Aa,  ).^  et  i,  ne  sont  pas  tous  nuls. 

2*  La  condition  -est  suffisante.  Supposons,  en  effet,  l'identité  (1)  vérifiée, 
A.  ijL,  V  n'étant  pas  tous  nuls,  et  soit,  par  exemple  :  v  i^  0.  L'identité  donne  : 

ir  =  —  — D  —  -^ly, 

V  V 

de  sorte  que  la  droite  D"  =  0  est  aussi  représentée  par  l'équation 

Ad  +  J^D'  =  0,         ou  :         aD  +  aD'  =  0  ; 

«j'y  '  '    *  ' 

c'est  donc  bien   une  droite  passant  par  le  point  d'intersection  des   deux 
autres.  C.  Q.  F.  D. 

80.  Exemple.  —  Médianes  d'un  triangle.  —  Soit  un  triangle  ABC  dûlini  par  les  coordon- 
nées de  ses  sommets  :  X{x^,  y^)y  B(j:],  y^)t  C(x^,  y^). 

X    "^  X         t/      I    t/ 

Lo  milieu  a  du  côté  BC  a  pour  coordonnées  :  *  T^ — - ,  *  ^  ,  Téquation  de  la  mé- 
diane Aa  est  donc  : 

y-   +  y«     _   y 

y  —  yo  =  ..  Zx ^^  •"  ^J' 

■X^  -^  Jg    ^ 

ou  : 

(.V  —  y.)  (J^.  +  -T,  —  2x^)  —  (x  —  j'o)  (y,  +  y«  —  2yo)  =  0. 

En  ordonnant,  puis  on  faisant  dos  permutations  circulaires  sur  les  trois  sommets  A,  B,  C, 
on  obtient  pour  équations  des  trois  médianes  : 

D  =  x(y,  +  y,  —  2yo)  —  y(j:.  +  x^^  2xJ  —  a-Jy,  -f  y,)  +  y„(.r,  +  t.)  =  0. 
D'  s  jr(y,  +  y,  —  2y,)  —  y(x.  +  x^  —  2.r,)  —  A-,(y,  +  jyj  +  y,(,r.  +  .r.)  =  0. 
D"  =  J(yo  +  Vi  —  2î/,)  —  i/{A'o  +  a:,  —  2ag  ~  .r,(y^  +  y,)  +  y,(a-.  +  jj  =  0. 

Thèoréue.  —  Leji  médianes  (Vun  triangle  sont  concourantes. 

Car.  en  ajoutant  les  premiers  membres  de  leurs  équations,  on  obtient  identiquement  : 

D  +  D'  -f  D"  =  0. 
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81.  Problèmb.  —  Trouver  le  rappoi't  dans  lequel  une  droite,  d  équation 
donnée,  partage   le    segment  joignant   deux 
points  de  coordonnées  données. 

Soient  donnés  :    une   droite  (D),  d'équation 
D  =  Ax  +  By  H-C  =  0,  et  deUx  points  \(Xo,  Vo).     ^  /^  ^ 

BiXi,  Pi)  (ftg.  48).  Supposons  d'abord  que    (D) 
rencontre  le  segment  AB  en  un  point  M,  et  cher- 

chons  h  évaluer  le  rapport  ^-r^  . 

MB 

En  désignant  ce  rapport  par  —  \  on  sait  (n**  40)  que  les  cordonnées  de  M 
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sont  "^^  ""*"  ^'  ,    ^\ "^  ^:^'  .  De  plus,  ce  point  étant  sur  (D),  a  vérifie  la  con- 

1  +  >.  1  +  A 

dition  : 

d'où  Ton  déduit  : 

\Xo  +  Bj/o  +  C         Do 


—  A 


■  \x,  +  By,  +  C         D, 
Le  rapport  cherché  a  donc  pour  valeur  : 

^^^  MB  ~  n.  ■ 


Si  la  droite  (D)  est  parallèle  au  segment  AB,  le  point  B  est  situé  sur  la  paral- 
lèle à  (D)  menée  par  A  (n°  71)  :  D  —  Do  =  0.  et  Ion  a  : 


Di  —  Do  =  0,        ou:        -r~=i. 


Dans  ce  cas,  le  point  M  est  rejeté  h  Tintini  sur  AB,  et  Ton  sait  que  le  rapport 

MI  ,      , 

a  pour  valeur  1 . 

MB       ^ 

La  formule  (1)  est  donc  générale. 

Théorème.  —  x,  y  désignant  les  coordonnées  d'un  poitU  quelconque  du 
plan,  la  droite  Ax  +  By  +  C  =  0  partage  le  plan  en  deux  régions,  lune 

dans  laquelle  le  polynôme  D  ^  Kx  +  By  +  C 
est  toujours  positif,  Vautre  dans  laquelle  il  est 
toujours  négatif. 

En  .ertet,  soient  d'abord  A( Xo,  yo)  et  B{it:,,  y^), 
g  ifn       deux  points  situés  d'un  même  côté  de  la  droite 

(fig.  49)  ;  celle-ci  rencontre  AB  en  un  point  M 
//    .       situé  d'un  même  côté  de  A  et  B,  de  sorte  que 

'     '        M\  D 

Tf'     *o  ^==-  -=-rr-  ^st  positif;  Do  et  Di  sont  donc  de 

i^iR-  ♦«  ^iij  Di 

même  signe. 

De  la  même  manière,  si  A  et  B  sont  situés  de  part  et  d'autre  de  la  droite 
(lig.  48),  Do  et  Di  sont  de  signes  contraires. 

Par  conséquent  le  polynôme  1)  est  positif  pour  tous  les  points  situés  d*un 
niême  côté  de  la  droite,  négatif  pour  tous  les  points  situés  de  l'autre  côlé. 

82.  Application.  —  Résolution  d'une  inégalité  du  premier  degré  à  deux 

inconnues. 

D'abord,  toute  inégalité  du  premier  degré  à  deux  inconnues  peut  toujours 

être  mise  sous  la  forme 

Xx  -f  Bj/  H-  G>  0. 
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Il  s'agit  (le  chercher  quels  sont  les  points  M  du  plan  dont  les  coordonnées 
X,  y  vérifient  cette  inégalité.  Pour  cela,  construisons  d*abord  la  droite  (D), 
d'équation  :  Aic  +  By  +  G  =  0;  puis,  choisissons  dans  le  plan  un  point 
arbitraire  A,  non  situé  sur  (D),  de  coordonnées  connues,  Xo ,  t/o ,  et  de  posi- 
tion connue  par  rapport  h  la  droite;  enfin,  déterminons  le  signe  de  la  quan- 
tité D„  =  \Xo  +  Byo  +  G. 

D'après  ce  qui  précède,  si  Do  est  positif,  l'inégalité  est  vérifiée  pour  tous  les 
points  M  situés,  par  rapport  à  (D),  dans  la  même  région  que  A,  et  pour  ces 
points  seulement.  Si  D^  est  négatif,  l'inégalité  est  vérifiée  pour  tous  les 
points  M  situés,  par  rapport  h  (D),  dans  la  région  qui  ne  contient  pas  A. 

Par  exemple,  on  peut  choisir  le  point  A  :  soit  h  l'origine  des  coordonnées, 
ce  qui  donne  :  Do  =  C  ;  soit  à  l'infini  sur  Oy 
du  côté  des  y  positifs,  alors  Do  a  le  signe 
de  B  ;  soit  à  l'infini  sur  Ox  du  côté  des  x 
positifs,  et  alors  Do  a  le  signe  de  A. 

E3UEXPLE.  —  Résoudre  ^inégalité  : 

Bn  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  second 

membre,  cette  inégalité  devient  :  —  2a.-  —  3y  +  3  >  0. 

Nous  construisons  la  droite  :  —  2x  —  3y  -f"  ^  =  0 

(fig.  50).  qui  rencontre  Ox  au  point  P(  "3" .  0  1  et  Oy  Fig.  50. 

au  point  Q(0, 1).   Remarquons   ensuite   que,    pour 

l'origine,  le  polynôme  —  2.r  —  3y  +  3  *  !»•  valeur  +  3  ;  il  rsl  donc  positif. 

Les  solutions  de  l'inégalité  proposée  sont  donc  formées  par  les  coordonnées  de  tous  les 
points  situés,  par  rapport  à  la  droite  PQ,  du  mi'me  cc^té  que  0. 
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83.  Division  harmonique.  —  Quatre  points  A,  B,  P,  Q  étant  en  ligne  droite 
(fig.  51),  on  dit  que  deux  de  ces  points,  P  et  0,  sont  conjugués  harmoniques 


A  B 

Fig.  51. 


par  rapport  aux  deux  autres,  A  et  B,  lorsqu'ils  partagent  le  segment  AB  en 
deux  rapports  opposés,  c'est-à-dire  lorsqu'ils  satisfont  à  la  condition  : 


(i) 


PA 


QA 


ou  : 


PB  QB 

Celte  condition  pouvant  encore  être  écrite, 

PB  ÔB 


^^^     .    OA 
1»B         (JB 


soit  : 


AP 

soit  :        -=- 

AQ 


BP 


PA  OA  AQ  BQ 

il  en  résulte  que  l'on  peut  intervertir  soit  P  et  Q,  soit  A  et  B,  soit  le  groupe 
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des  points  P,  Q  avec  celui  des  points  A,  B;  et  l'on  dit,  pour  ces  raisons,  que 
les  quatre  points  A,  B,  P,  Q  forment  une  division  harmonique  dont  A  et  B 
sont  deux  points  conjugués,  ainsi  que  P  et  Q. 

Condition  pour  que  quatre  points  forment  une  division  harmonique.  — 

Représentons  les  quatre  points  par  leurs  abscisses  :  a  =  OA,  a'  =  OB,  x  ==  OP, 
x'  =  OQ,  comptées  sur  la  droite  qui  joint  ces  quatre  points,  l'origine  O  et  le 
sens  positif  étant  quelconques  (fig.  SI).  La  condition  (i)  est  alors  : 

a  —  X    .    a  —  x' 


ou  : 

(2)  2(aa'  +  xx')  —  (x  +  x')  (a  +  a')  =  0. 

En  particulier,  \^  si  Ton  place  l'origine  0  au  point  B,  on  a  :  a'  =  0,  et  la 

condition  (2)  prend  la  forme  particulière  : 

1         1/1         1 \ 

^xx'  —  a{x  +  x^)  =  0,        ou  :       —  =  -^  |^—  +  -^j  , 

et  l'on  dit  que  a  est  la  moyenne  harmonique  entre  x  et  x'. 

2**  si  l'on  place  l'origine  0  au  milieu  du  segment  AB,  on  a  cr'  =  —  a,  et  la 
condition  (2)  se  réduit  à  :     . 

xoo'  —  a-  =  0,        ou  :        xx'  =  a*. 

GoNsÉouENCEs.  —  1**  X  ct  o/  sout  dc  même  signe  ;  c'est-h-dire  que  deux  points 
conjugués  P  et  0  sont  placés  d'un  même  coté  du  milieu  0  des  deux  autres 
points  conjugués. 

2^  X  et  x'  sont,  en  valeur  absolue,  l'un  plus  petit  que  a  et  l'autre  plus  grand 
que  a;  c'est-à-dire  que,  de  deux  points  conjugués  P  et  Q,  l'un  est  toujours 
placé  entre  les  deux  autres  points  conjugués  A  et  B,  l'autre  en  dehors. 

3°  Quand  x  croît  indéfiniment,  af  tend  vers  zéro  ;  c'est-à-dire  que  si  l'un 
des  deux  points  conjugués  P  et  Q  s'éloigne  indéfiniment,  l'autre  tend  à  se 
confondre  avec  le  milieu  0  du  segment  terminé  aux  deux  autres;  ou  encore 
le  conjugué  harmonique,  par  rapport  à  A  et  B,  du  point  à  Vinfini  de  In 
droite  AB  est  le  milieu  0  de  AB. 

84.  Coordonnées  de  quatre  points  formant  une  division  harmonique.  — 

Nous  supposerons  que   deux  points  conjugués  de  la  division  harmonique 
MXo,  yo)  et  BfiCi,  j/i)  soient  définis  par  leurs  coordonnées.  Cela  étant,  si  Ton 

pose  =  =  —  ^,  on  aura  =  =  \  ;  l'on  en  déduit  (n°  40)  que  les  coordonnées 
de  P  sont  : 


OB 

Xq  — |—  >«Xi 

2/o  +  yyi 

i+A 

'   l  +  A 

Xq               /yXi 

Vo  —  \Vi 

celles  de  0  :  -i       ■î      '      i       •" 

Elles  diffèrent  par  le  changement  de  1  en  —  a. 
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85.  Points  conjugués  par  rapport  à  deux  droites.  —  On  dit  que  deux  points 
A,  B  sont  conjugués  par  rapport  à  un  système  de  deux  droites  (A),  (A'j  lorsque 
la  droite  AB  coupe  (1)  et  (A'j  en  deux  points  M  et  M'  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  A  et  B  (fig.  52). 


Fig.  52. 

Représentons  les  droites  (A)  et  (A^  par  leurs  équations  : 

A  =  \x  +  By  +  C  =  0.         A'  =  :Vx  +  B'y  +  C/  -=  0, 

et  les  points  \(Xo,  t/o)  ^^t  li{Xi,yi)  par  leurs  coordonnées.  On  a  (n**81)  : 


MA       XXo  +  B^o  4-  C 


MB 


\x,  +  hy,  4-  (:       Ai 


M'A  ^  \'Xo  4-  iVj/o  +  r/  ^  a;, 

ÂJPB        A'^1  h- B'2/i  +  (7  Al 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  A  et  B  soient  conjugués  par 
rapport  h  (A)  et  (A')  est  donc  : 


+ 


A' 


—  =  0 


OU  :       a,a;,  4-  a,a;  =  o. 


86.  Polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  système  de  deux  droites.  —  On 
appelle  po/atre  d'un  point  A  par  rapport  à  un  système  de  deux  droites  (A),  (A'j 
le  lieu  des  conjugués  de  A  par  rapport  à  (A)  et  (A'j. 

Théorbmb.  —  La  polaire  d'un  point  par  rapport  à  deux  droites  est  une 
droite  passant  par  leur  point  d'intersection. 

En  eflet,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  quelconque, 
M(x,  y),  soit  conjugué  de  Mxo,  yo)  par  rapport  aux  deux  droites  A  =  0, 
A'  =  0  est  (n'»  8o)  : 

A  a;  -t-  A'  Ao  =  0,         ou  :         A  +  ---  A'  =  0. 

C'est  l'équation  d'une  droite  passant  par  rintersertion,  h  distance  finie  ou 
infinie,  des  deux  droites  données. 

Théorème.  —  La  polaire  d'un  point  par  rapport  à  deux  droites  ne  change 
pas  si  ce  point  se  déplace  sur  une  droite  passant  par  leur  point  d'inter- 
section. 

Tiitsac  Li  TuYBAtT.  Géoniélric  aiialylii|uo.  5 
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En  effet,  Téquation  que  nous  venons  de  former  ne  change  pas  si  le  point 
A(Xo,  j/o)  varie  en  satisfaisant  à  la  condition  :  -rr  =  ^^  ^  étant  une  constante. 

S'il  en  est  ainsi,  le  point  A  décrit  la  droite  d'équation  A  —  'k\'  =  0,  qui  passe 
bien  par  l'intersection  de  (A)  et  (A'). 

On  remarquera,  avec  ces  notations,  que  la  polaire  de  (A;  a  alors  pour  équa- 
tion :  A  +  ).A'  =  0. 

87.  Faisceau  harmonique.  —  Les  deux,  théorèmes  précédents  conduisent 
à  la  notion  suivante  :  on  dit  que  deux  droites  (D)  et  {D')  sont  conjuguées  har- 
moniques par  rapport  à  deux  autres  (A)  et  (A')  lorsque  Tune  d'elles  (D')  est  la 
polaire  de  tous  les  points  de  l'autre  (D)  par  rapport  à  (A)  et  (A')  ;  et  Ton  dit 
en  outre  que  les  quatre  droites  forment  un  faisceau  harmonique. 

On  peut  déduire  immédiatement  de  cette  définition  et  des  deux  théorèmes 
précédents  quelques  conséquences  : 

i**  Tout  faisceau  harmonique  est  coupé  par  une  transversale  quelconque 
suivant  une  division  harmonique  et,  inversement,  tout  faisceau  de  quatre 
droites  concourantes,  coupé  par  une  transversale  suivant  une  division  harmo- 
nique, est  un  faisceau  harmonique. 

2°  En  particulier,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  faisceau 
de  quatre  droites  concourantes  soit  harmonique  est  que  la  parallèle  à  Tune 
d'elles  soit  partagée  par  les  trois  autres  en  deux  parties  égales. 

3°  Dans  le  faisceau  harmonique  formé  par  les  droites  (D),  (D'j,  et  (A),  (AO, 
on  peut  échanger  soit  (D)  et  (D'),  soit  (A)  et  (A'),  soit  le  groupe  des  deux 
droites  (D),  (D'j  avec  le  groupe  des  deux  droites  (A),  (A'}. 

4**  Les  équations  de  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  deux  autres, 
d'équations  A  =  0,  A'  =  0,  sont  de  la  forme  :  A  +  aA'  =  0  et  A  —  ^.A'  =  0. 

En  particulier,  les  équations  de  deux  droites  conjuguées  par  rapport  aux 
deux  axes  de  coordonnées,  ic  =  0,  y  =  0,  sont  de  la  forme  : 

y  =^  mx,        y  =  —  mx. 

Ces  deux  droites  ont  donc  des  coefficients  angulaires  opposés,  ce  qui  véritie 
que  toute  parallèle  à  Oy  les  coupe  en  deux  points  dont  le  milieu  est  sur  Ox. 

EXERCICES 

I.  l/uiiiU:  de  longueur  èUul  tlomiêo.  coublruirc  la  droilc  :  7.r  ■+-  11»/  —  1  ^^  l>.  Quelle  pobiliou  occupcul, 
par  rapport  à  celle  droilc,  l'orlghie  cl  les  points  (—  3,  2),  {—  (i,  4),  (5,  —  3)  '.' 

3.  On  donne  deux  axes  Ojc,  Oi/  et  trois  points  A,  B,  C  ;  sur  AB  comme  diagonale  on  coustruil  un  parallélo- 
^ramnio  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes,  cl  Ton  cflcctuc  sur  BC  et  sur  CA  une  construction  analogue. 
Démontrer  que  les  secondes  diagonales  de  ces  trois  paraliélop*ammes  sont  concourantes. 

3.  Ou  donne  deux  avcs  Ox,  Oy,  sur  Oj:*  deux  poinls  A.  P  cl  sur  Oy  deux   (raiuls  B,  Q.  Sur  OA  et  OB  on 

ÔX 
conslruil  le  parullciograinuie  OACB  donl  la  diagonale  OC  reucouire  en  M  la  droite  TQ.  Si  l'on  pose  :  r=^  —  *•- 

ÔB  ...,,.  MP  Hi       ÔT:  .     ,  «B 

A,  démontrer  les  relation»  :    ■  =—  —  -r-  ,    ■ ■  ■—  t.  -r  ','-• 

Ûg  MU  '•        OM 

V.  Ou  donne  iU'u\  axc"  0'.  Oy  el  l'ou  considère  sur  0./-  un  poinl  variable  A,  &ur  Oy  uu  point  variable  B  lel> 


FAISCEAU  HARMONIQUE  67 

(|ue  la  somme  ou  la  différcnco  des  segments  OA,  OB  soit  coDstanlc.  Lieu  du  point  M  de  la  droite  AB  qui  la  divise 
AB  dans  un  rapport  domié. 

5.  Soient  «,  ^,  y  l«$s  points  de  rencontre  d'une  transversale  avec  les  côtés  BC,  CA,  AB  d'un  triangle  ;  on  con- 
sidère les  points  a',  pf,  i'  respectivement  conjugués  harmoniques  de  a,  ji,  7  |)ar  rapport  aux  sommets. 
Démontrer  que  les  droites  Aa',  B.^^,  Cv/  sont  concourantes. 

6.  Soient  «.  ^,  y  I«s  points  do  rencontre  d'une  transversale  (A)  avec  les  côtés  BC,  CA,  AB  d'un  triangle  ;  on 
conaidère  les  points  «'.  ;i^  fj  respectivement  symétriques  de  a,  ^,  ^  1^^  rapport  au  milieu  du  côté  correspon- 
dant. Démontrer  que  les  points  «',  ^^  1'  sont  sur  une  droite  (AO- 

Les  deux  droites  (A)  et  (A')  sont  appelées  transverêcdet  réciproques. 

7.  Conservons  les  notations  de  Texercice  précédent  et  considérons  trois  droites  concourantes  Aa,  B;i,  Cv.  Si 
l'on  construit,  comme  nous  venons  de  l'indiquer,  les  |)oinls  «',  pf^  7^  les  droites  Acl^  B^^  C^'  sont  aussi  con- 
courantes. 

8.  Déterminer  un  segment  qui  divise  harmoniquement  deux  segments  donnés.  Le  problème  est-il  toujours 
possible  ? 

9.  Construction  de  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à  deux  droites,  —  Étant  données  deux  droites  (A)t 
(A')  et  un  point  A  ;  on  mène  par  A  une  sécante  quelconque  AMM^  qui  rencontre  (A)  en  A  et  (AO  ^^  A/  ;  on 
mtee,  de  même,  une  seconde  sécante  ANN'.  Démontrer  que  le  point  de  rencontre  des  droites  MN'  et  NM'  est 
sur  U  polaire  de  A  par  rapport  à  (A)  et  (AO* 

10.  Les  polaires  d'un  point  par  rapport  aux  trois  angles  d'un  triangle  rencontrent  respectivement  les  côtés 
opposés  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

il.  Les  polaires  d'un  point  par  rapport  à  deux  angles  d'un  triangle  se  coupent  sur  la  droite  ((ui  joint  ce 
point  au  troisième  sommet  du  triangle. 

12.  On  considère  un  triangle  variable  dont  les  sommets  A,  B,  C  décrivent  respectivement  trois  droites  con- 
courantes Ox.  Oy,  0;  et  dont  deux  côtés.  BC,  AC  pivotent  respectivement  autour  de  deux  points  fixes,  P.  Q. 
Démontrer  que  AB  passe  aussi  par  un  point  fixe,  R,  et  que  P,  0,  R  sont  on  ligne  droite. 

laissant  fixes  P,  Q,  Ox,  Oy,  on  fait  varier  0;  ;  montrer  qu'à  tout  point  R  de  la  droite  PQ  correspond  une 
droite  Os,  issue  de  0,  et  inversement.  Montrer  qu'à  deux  points  R  et  R'  conjugués  harmoniques  par  rapport  à 
P  et  Q,  correspondent  deux  droites  0::  et  Ozf  conjuguées  haimouiques  par  rapport  à  Ox  et  Oy. 

En  déduire  la  conséquence  suivante  : 

On  considère  un  triangle  variable  dont  les  côtés  BC.  CA,  AB  pivotent  respectivement  autour  de  trois  points 
fixes  en  ligne  droite  P,  Q.  R  et  dont  deux  sommets,  A,  B,  décrivent  respectivement  deux  droites  Ojt,'  Oy.  Le 
troisième  sommet  C  décrit  aussi  une  droite  fixe  O-;.  issue  do  0. 

13.  Généralisation.  —  Si  les  n  sommets  d'un  polygone  décrivent  n  droites  fixes  concourantes,  tandis  que  n  —  1 
côtés  pivotent  autour  de  n  —  1  points  fixes,  le  n*  côté  passe  aussi  par  un  point  fixe. 

Si  les  n  côtés  d'un  polygone  pivotent  autour  de  n  points  fixes  en  ligne  droite,  tandis  que  n  —  1  sommets 
décrivent  n  —  1  droites  fixes,  le  n*  sommet  décrit  aussi  une  ligne  droite. 

14.  Réttondre  le  problème  11  en  remplaçant  Ox,  Oy  par  deux  droites  parallèles  (D),  (D^. 
(On  pourra  prendre  les  droites  (D)  et  PQ  pour  axes  de  coordonnées). 

15.  Étant  données  cinq  droites  quelconques,  qui,  prises  quatre  à  quatre,  forment  cinq  quadrilatères  complets, 
démontra  que  les  cinq  droites,  passant  par  les  milieux  des  diagonales  de  ces  quadrilatères  sont  concourantes. 

(On  remarquera  qu'il  suffit  de  le  démontrer  pour  trois  d'entre  elles,  et  l'ou  pourra  prendre  comme  axes  de 
coordonnées  les  deux  côtés  communs  aux  trois  quadrilatères  correspondants). 
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PROBLÈMES  MÉTRIQUES  SUR  LA  DROITE 
(coordonnées  rectangulaires) 


Fig.  53. 


ANGLES 

88.  Angle  d'une  droite  avec  une  autre.  —  On  appelle  angle  d'une  droite  (D') 
avec  une  droite  (D)  (fig.  53)  l'un  quelconque  des  angles  ayant  pour  origine 
l'un  des  deux  axes  x^x  ou  xxf  portés  par  la  droite  (D)  et  pour  extrémité  l'un 

des  deux  axes  y'y  ou  yy'  portés  par  la  droite  (D'). 
En  d'autres  termes,  c'est  l'un  quelconque  des 
angles  dont  il  faut  faire  tourner  la  droite  ori- 
gine (D)  pour  l'amener  sur  la  droite  extrémité 
(D'),  l'angle  étant  affecté  du  signe  +  ou  du 
signe  —  suivant  que  la  rotation  s'effectue  dans 
le  sens  direct  ou  dans  le  sens  rétrograde. 

On  représente  cet  angle,  ou  plutôt  l'une  quel- 
conque de  ses  déterminations,  par  la  notation 
(D,  D'),  déjà  employée  pour  l'angle  d'un  axe  avec  un  autre. 

Si  a  désigne  l'une  quelconque  des  déterminations  de  cet  angle,  correspon- 
dant à  deux  axes  x^x^  y'y  choisis  sur  (D)  et  (D'),  toutes  les  autres  détermina- 
tions seront  comprises  dans  les  formules  (n**  7)  : 

(D,  D')  =  (pdx,  y'y)  =  {xx',  yy')  =  a  -f  ^kr., 
(D,  DO  =  {XX',  y'y)  =  {x'x,  yy')  =  a  +  -  +  ^kr., 

et  données,  par  conséquent,  par  la  formule  unique  : 

(D,  D)  =  a  -f.  nu, 

où  n  est  un  entier  arbitraire. 

Il  en  résulte  que  la  tangente  trigonométriquc  de  cet  angle  est  déterminée 
et  que,  inversement,  cette  tangente  ayant  une  valeur  donnée,  à  une  direction 
origine  (Dj  ne  correspond  qu  une  seule  direction  extrémité  (D'). 

89.  Angle  d'une  droite  avec  Taxe  des  x.  —  Théorème.  —  La  tangente  de 
Vangle  d'une  droite  avec  Vaxe  des  x,  en  coordonnées  rectangulaires,  est 
égale  au  coefficient  angulaire  de  la  droite. 
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Soient^  en  effets  (A)  une  droite  quelconque^  m  son  coefficient  angulaire,  a 
l'angle  qu'elle  fait  avec  la  droite  Ox  (fig.  54;.  Cet  angle  ne  change  pas  si  Ton 
remplace  la  droite  (A)  par  la  parallèle  S,  menée  par  l'origine.  Or,  sur  celle- 
ci,  considérons  le  point  D,  d'abscisse  Od  égale  à  +  1  ;  on  sait,  d'une  pail, 
fn*  61;  que  l'ordonnée  rfl)  de  ce  point  est 
égale  à  m,  coefficient  angulaire  de  (A),  ot, 
d'autre  part,  par  définition  d'unetangente, 
qu'elle  est  égale  à  :  tg  (Ox,  Oz)  =  tg  «, 
Oz  étant  un  axe  quelconque  choisi  sur  8. 
On  a  donc  : 


tg  a 


m. 


C.  0  F.  D. 


y 

(A> 

0 

/       !         /<« 

y 

y 

x 

Fig.  54. 


Reh ARQDE.  —  Il  est  bon  d'observer  que 
ce  théorème  n'est  qu'une  interprétation  de  la  définition  de  la  tangente  trigo- 
nométrique  d'un  angle,  laquelle  fait  intervenir  l'axe  Oy,  directement  perpen- 
diculaire sur  l'axe  Ox  origine  de  l'angle.  Le  théorème  n'est  donc  exact  que 
si  le  sens  direct  est  celui  qui  amène  Ox  sur  Oy  par  une  rotation  d'un  angle 
droit,  hypothèse  que  nous  faisons  toujours  dans  le  choix  des  axes  de  coor- 
dodnées. 

En  coordonnée»  obliques,  supposons  que  les  axes  Ojt,  Oy  fassent  Tangle  6  (fig.  55).  Les  nota- 
tions étant  les  mômes  que  dans  le  cas  précédent, 
prenons  sur  o  un  peint  quelconque  V{x,y)  ;  8  pas- 
sant par  l'origine,  on  sait  que  son  coefficient  an- 
gulaire m  est  égal  à  -^  . 

X 

Choisissons  alors  deux  autres  axes  rectangu- 
laires, l'un  Oxf  confondu  avec  Ox,  l'autre  0^' 
directement  perpendiculaire  sur  Ox  ;  les  coor- 
données x\  y'  du  même  point  V  par  rapport  à 
ces  nouveaux  axes  sont  (n«  47)  : 


Pig.  55. 
et  on  a  alors,  d*après  le  résultat  précédent  : 

y  sin  0 


x'  =  x  -{-  y  cos  0,        y'  =  y  sin  6  ; 


—  ^  — 
tg  «  —  ^,  —  oT+yVos 0 


y    .   A 
■^  sm6 

X 


1  -f-  m  cos  9 


1  _L  iL  cos  8 

'     X 


ou  enfin  : 


m  sin  6 

^  i  -j-  m  cos  6 


90.  Angle  de  deux  droites.  —  Soient  deux  droites 
(A),  (A')  (fig.  86),  de  coefficients  angulaires  m,  m'; 
nous  voulons  évaluer  l'angle  V  =  (A,  à'),  ou  mieux 
sa  tangente  qui  définit  toutes  ses  déterminations 
(no  88). 

Posons  :  a  =  (Ox,  A),  a'  =  (Oa:,  A')  ;  on  aura, 
pour  trois  déterminations  particulières  convenables  : 

(A,  A')  =  (Ox,  A')  —  (Ox,  A),         ou  :         V  =  a'  —  a. 


Fig.  56. 
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ig  V  =  tg  (a'  -  a)  =  - 


tg  a'  —  tg  a 


l+tg«tga' 


m'  —  m 

^  ^  ""  1  +  mm' 

Remarque.  —  On  pont  observer  que,  dans  celte  formule,  le  numérateur 
contient  la  dilîérence  m'  —  m,  par  suite,  pour  obtenir  la  tangente  de  l'angle 
V,  =  (A\  A),  il  faut  mettre  m  —  m'  au  numérateur,  le  dénominateur  ne 
changeant  pas.  On  vérifie  ainsi  Tégalité,  évidente  a  priori  :  tg  V,  =  —  tg  V. 

En  coordonnées  obliques,  le  calcul  est  le  mémo,  et  Ton  a  : 

tg  g'  —  ty  g      sin  8  [m'  (I  +  m  cos  0)  —  m  (\  -{- m'  cos  ft)] 

^^  ^  ~     1  +  Ig  g  tg  g'    "~    (l  +  m  cos  6)  (1  +  m'  cos  6)  +  mm'  sin"  0  ' 


ou 


(m'  —  m)  sin  6 


91.  Condition  de  perpendicularité  de  deux  droites.  —  Pour  que  deux 
droites  (A),  (A')  soient  perpendiculaires,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  angle 
V  =  (A,  A')  soit  droit.  On  doit  donc  avoir,  avec  les  notations  du  numéro  pré- 
cédent : 


V  =  a'  —  a  =  Y4-^, 


ou:         ol'z^-^  +0L-\-kT:; 


ou  : 


ou  enfin  : 


tg»'  =  tg(-J  +  a)=- 


m=  — — ,       ou: 

m 


COtg  a  ==  —  7 

°  ts:  a 


mm'  =  —  1, 


On  remarquera  que  cette  condition  s'obtient  immédiatement  en  annulant 
le  dénominateur  de  tg  V  (n**  90),  c'est-à-dire  en  écrivant  que  tg  V  est  infini. 

1 

En  coordonnées  obliques^  la  condition  tg  g'  = t- —  ,  devient  : 

ig  g 

m'  sin  6  i  -j-  m  cos  8 


i  -{-  m'  cos  8 


m  sin  0 


ou,  après  simplifications  : 


1  -j.  (m  -h  m')  cos  8  -f  mm'  =  0. 


92.  Applications.  — Hauteurs  d'un  triangle.  —  Soit  un  triangle  ABC  défini,  par  rapport 
à  deux  axes  rectangulaires  quelconques,  par  les  coordonnées  de  ses  trois  sommets  : 
A(j-„yj,  B(.r,,.v,).  C(.r„y3). 

Formons  ré«|uation  de  la  hauteur  An,  issue  de  A.  Le  coefficient  angulaire  de  la  droite 

BC   est    ^*  ""  ^'  (n«  6o),  celui  de  la  hauteur  Aa  est  donc '  ~  ^'    ;    par   suite,    cette 


as 


hauteur,  passant  par  A,  a  pour  équation  (n»  64)  : 


î/f  —  y> 


•^     ^*         Vt  —  y»  * 
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On  en  déduit  iinmêdialemcnt,  par  permutations  circulaires,  les  équations  des  tiois  hau- 
teurs Aa,  BA,  Ce  : 

(J-.  —  a-,)  (x  —  X,)  +  (y,  —  j/,)  (y  —  y,)  =  0. 

U»  —  -i-i)  (^  —  -if)  +  (y.  —  y.)  (y  —  Vt)  =  o. 

(r,  —  X.)  (.r  —  .r,)  -f  {.y,  -^  j/,)  (y  —  ^3)  =  0. 

Thèorèue.  —  F^es  hauteurs  d*un  triangle  sont  concourantes. 

En  elToU  en  ajoutant  Ieui*s  équations  membre  à  membre,  tous  les  termes  se  détruisent 
lieux  û  doux  et  l'on  obtient  une  identité  (n«  79). 

93.  Perpendiculaires  sur  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle.  —  Dans  les  mêmes  con- 
ditions, formons  l'équation  do  la  perpendiculaire  sur  le  milieu  du  côté  BC.   Cette  droite 

a  pour  cocnicient  angulaii-e  —  ^*        *  ;  elle  passe  par  le  milieu  de  BG  :  (  ^*  "^  ^^  t  ^*  ^  ^'  ) 
in^  40)  ;  donc  elle  a  pour  éiiuation  : 

yt  +  y»  _     ^t  —  ^8  / .      ar,  +  j-»  \ 
^  "      2      -  ~  y.  -  y.  \  2     /• 

Kn  ordonnant,  puis  en  faisant  des  permutations  circulaires,  on  en  déduit  que  les  perpen> 
diculain^s  sur  les  milieux  des  côtés  <mtpour  équations  : 

2x  {X,  -  .r,)  +  2y  (y,  -  y,)  +  r^*  -  .r.*  +  y,*  -  y/  =  0, 
^'  (J'a  -  ^.)  +  2y  (y,  ~  y.)  +  jc*  -  .r,«  +  y.»  -  y,*  =  0, 
âj-  {X,  -  .r,)  -h  2y  (y.  -  y,)  +  a-.*  -  a/  +  y,«  -  y,«  =  0. 

Théorème.  —  Les  pei^ndiculaires  sur  les  milieux  des  côtés  d*un  triangle  sont  concou- 
rantes. 

CSar,  en  ajoutant  leurs  étfuations  membre  à  membre,  tous  les  termes  se  détruisent  deux  à 
deux  et  l'on  obtient  une  identité  (n»  79). 

94.  Coefficients  angulaires  des  bissectrices  de  l'angle  de  deux  droites.  —  Soient  deux 
droites  (A),  (A'),  de  coefficients  angulaires  m,  m'  ;  nous  nous  proposons  d'évaluer  le  coeffi- 
cient angulaire  p-  de  l'une  quelconque  (D)  des  bissectrices  de  leur  angle. 

Par  défmition  d'une  bissectrice.  la  droite  (D)  est  déterminée  par  la  condition  : 

(A.D)  =  (D,A').        ou  :        tg  (A,D)  =  tg  (D,  A'), 

dans  laquelle  il  est  bon  d'observer  que  la  bissectrice  (D)  est  origine  de  l'un  des  angles  et 
extrémité  de  l'autre.  En  fonction  de  m,  m'  et  fi,  cette  condition  devient  : 

m  —  [i \i  —  m'  \i  —  tn'  |i  —  m    _ 

'1  4.  m.u   ""   1  -h  fim'  •        ^"  •         1  -f  [im'  "'"   1  +  {Jim   "^  "' 

ou,  en  développant  : 

[i^m  +  m')  -f  2ji(l  —  mm')  —  (m  -|-  m')  —  0. 

Cette  équation  du  second  degré,  qui  donne  [jl  en  fonction  de  m  et  jn\  a  deux  racines  qui 
correspondent  aux  deux  bissectrices.  Le  produit  de  ces  racines  est  —  1,  ce  qui  vérifie  que 
cp.s  bissectrices  sont  l'ectangulaires  et  que  les  deux  valeurs  de  [Jl  sont  toujours  réellos. 
r.'est-à-dire  qu'il  y  a  toujours  deux  bissectrices. 

On  peut  remarquer  que  l'équation  en  [jl  peut  être  mise  sous  la  forme  : 

2fJL      m  —  m' 

1  —  (Jl*       1  -|-  tntn' 

i-jui  traduit  la  propriété  suivante  de  la  bissectrice  (D)  : 

2{0.r,D)  =  (0.r,A)  -f  {0.r,A'). 


I 
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95.  Distance  d'un  point  à  une  droite.  —  1°  Équation  de  la  perpendiculaire 
abaissée  d'un  point  su7'  une  droite.  —  Soient  une  droite  (A)  d'équation 

Ajj  +  By  -|-C  =  Oet  un  point  S(>ro,yo)  (lig.  57). 
Le  coefficient  angulaire,  fini  ou  infini,  de  (A)  est 

—  75  etparsuite,  le  coefficient  angulaire,  fini  ou 

B 


y 

/S 

(A) 

0 

X 

B 


Fig.  57. 


infini,  d'une  perpendiculaire  h.  (A)  est  -r  .  La 

perpendiculaire  monée  de  S  sur  (Aj  a  donc  pour 
équation  (n®  64)  : 

B  ,           .             x  —  Xq      y  —f/o 
y  —  yo^-jçix  —  Xo),  ou:  — -^ —  = • 


B 


et  ce  résultat  est  général,  quels  que  soient  A  et  B. 


En  coordonnées  obliques,  le  coefficient  anjçulaire  m  de  la  perpendiculaire  à  (A)  osl  donnO 
par  la  condition  : 

1  4-f  m  —  -g- J  cos  6  —  m  -g-  =  0,         ou  :        B  —  A  ros  6  +  7n(B  ces  0  —  A)  =  0, 

qui  donne  : 


m 


B  —  A  ros  6 
A  —  B  cos  e  ^ 


ot  1  équation  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  S  sur  B  est  : 

B  —  A  cos  6   .  X  —  Xq 


y  —  Vt 


y  —  yo—  A  —  B  cos  0  ('^"  ""  ^'»^'        ^"  •         A  —  B  cos  e  ■"  B  —  A  cos  e  • 

2*^  Longueur  de  la  perpendiculaire.  —  Le  pied  P  de  la  perpendiculaire  est 
h  l'intersection  de  (A)  avec  cette  perpendiculaire;  on  obtiendra  donc  les  coor- 
données de  P  en  résolvant  le  système  d'équations  : 


\x  +  By  +  C  =  0, 


B 


Si  l'on  désigne  par  p  une  inconnue  auxiliaire,  on  obtiendra  une  solution 
quelconque  de  la  seconde  équation  en  posant  : 


P  = 


X  *Z/{] 

Â 


y  —  Vo 

B 


ou  : 


x  =  Xo  +  Ap,         y  =  y^  +  Bp. 


n  n'y  a  plus  alors  qu'h  vérifier  la  première  équation  ;  elle  devient  : 

A(Xo  +  Ap)  +  B(yo  +  Bp)  +  C  =  U, 


et  donne,  sans  aucune  exception  : 


? 


Aj;o  +  B//o  +  C 
A^  +  B^ 
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Dans  ces  conditions,  la  longueur  SP,  c'est-à-dire  la  distance  du  point  S  à  la 
droite  est  : 

d=\/(x—Xoy'h{y—yoy=\/{Xo+\9—Xo)'+iyo+Bo—yoy=\/o*iX^+B^), 
ou  :  

d'où  enfin  : 

lAa?o+Byo+C| 


da» 


/a*Tb* 


Il  est  essentiel  d'observer  que  le  numérateur  de  cette  formule  est  la  valeur 
absolue  du  résultat  de  substitution  des  cordonnëes  du  point  S  dans  le  premier 
membre  de  Téquation  de  la  droite  (A).  On  vérifie  ainsi  que,  si  S  est  sur  (A),  la 
distance  d  est  nulle. 

En  coordonnées  obliques,  le  calcul  est  le  mômo.  Pour  avoir  les  coordonnées  de  P,  résol- 
vons encore  le  système  : 

Aj:  +  By  4-  C  =  0,         .   "^  "T  ^*   ti  =  p  ^  T  ^^  d  =  p. 
*      *'    '  '         A  —  B  cos  0         B  —  A  cos  6        ^ 


qui  donne 
avec  : 
d*où  : 

On  a  donc 


a:  =  a-,  4-  p(A  —  U  cos  0),        y  =  y,  -f  p(B  —  A  cos  8), 
A  [j-o  -f  p(A  -  B  cos  6)]  +  B  [yo  +  p(B  —  A  cos  6)]  +  C  =  0  ; 

_  Ax.  -f  By,  +  G 

P  ""  ""  A»  +  B*  —  2AB  cos  e  ■ 


d  =  y/(a;  —  Xo)*+  (y  —  y,)«+2(a;  —  a-,)  {y—y^  cos  6 

=  Ipl  X  V^(A  — Bcos6)*+(B  — Acose)*  +  2(A  — Bcose)(B  — Aco8e)cos6 

=  Ipl  X V^A»X(1— cos*e)-f  B*(l— cos*B)-2ABcose(l— coB*e) 

=  Ipl  X  sin  Oxv/a*  +  B«  — 2AB  cosd  ; 
d'où  enfin  : 

^  ^  |Aa:o4-By,-hC|sine 

y/A«+B*— 2ABcose  ■ 
APPLICATIONS 

96.  Bissectrices  de  Tangle  de  deux  droites.  —  On  démontre  en  Géométrie 
que  les  bissectrices  de  Tangle  de  deux  droites  (A),  (A')  forment  le  lieu  des 
points  équidistants  de  ces  deux  droites. 

Cela  étant,  supposons  (A)  et  (AO  représentées  par  leurs  équations  : 

Aa?  +  By  +  C  =  0,        :Vx  +  B'y  +  G'  =  0. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  quelconque  M{x,  y) 
soit  équidistant  des  deux  droites  est  : 

\\x  +  By  4-  G|  ^  \\'x  4-  B'y  +  G 
V^A*  +  B=^       ~"       \/\"  +  B'« 
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elle  se  décompose  en  deux  autres  : 

Xx  +  By  +  G  __  \'x  4-  B^y  +  C^         Ao;  +  By  +  G  _  _  A  a;  +  B^y  +  <  ^ 

\/\^  +  B*       ~"      v^A'«  +  B'*      '  v/a*  +  B«       ""  v^A'*  +  B'* 

qui  sont  du  premier  degrf^  en  a;  et  y. 

Donc,  pour  qu'un  point  M  soit  équidistant  de  (A)  et  (A'),  il  faut  et  il  suflit 
qu'il  soit  sur  Tune  des  droites  représentées  par  ces  deux  équatiofts;  ces  équa- 
tions sont  donc  celles  des  deux  bissectrices  de  (A)  et  (A). 

On  remarquera  qu'elles  sont  de  la  forme  : 

A  —  aA'  =  0,         A  +  aA'  =  0, 

et,  par  suite,  que  les  deux  bissectrices  sont  conjuguées  harmoniques  par  rap- 
port aux  deux  droites  (A),  (A')  (n**  87). 

On  vérifiera  facilement  que  les  coefficients  angulaires  de  ces  bissectrices 
sont  les  racines  de  l'équation  en  |Jt  du  n^  94  et  cette  vérification  constitue  une 
démonstration  analytique  de  la  propriété  que  nous  avons  appliquée  pour 
former  les  équations  de  ces  bissectrices. 

97.  Bissectrices  des  angles  d'un  triangle.  —  Soit  un  triangle  ABC  défini  par  les  coordon- 
nées d«  ses  sommets  :  A{x^,y^)^  B(j',,y,i,  C(jc^,y^). 

D'abord,  on  sait  former  les  équations  do  ses  trois  côtés,  BC,  GA,  AB,  c'est-à-dire  de  trois 
droites  passant  chacune  par  deux  points  donnés.  Ce  sont  : 

Ai  =  (y,  —  Vz)  (^  —  .î',)  —  i^t  —  ^'s)  (!/  —  .v«)  =  (y.  —  î/3^  -r  —  {^t  —  -ï-J  y  +  ^'i^s  —  -Tty*  =  o, 
A,  =  (ya  —  y  I  )  J^  —  (^3  —  ^*i)  y  +  -^«yi  —  ^Wt = o. 

As  =  (y,  -- y,)  j: --  U\  —  A',)  y  +  J.yi  —  J*.y,  =  o. 

Cela  posé,  les  bissectrices  do  l'angle  A,  c'est-à-dire  de  l'angle  des  deux  cAtés  CA  et  AB. 
sont  représentées  chacune  par  l'une  des  deux  équations  : 

ivs  —  yj)  J* — ^ J's — >yi}  y + ^ayi — ^tVz  ^  (y»  —  Vt)  -^ — i^i —J^t)y+ ^tV* — -^ty»  _  ^ 

v/(y3— yi)*+ (-r-i — -i-i  )*  v/^yi  — yt)"+(-^*.-^t)* 

ou,  en  désignant  par  a,  h,  c  les  longueurs  des  trois  côtés  du  triangle  (n«  43),  et  on  sépa- 
rant les  deux  équations  : 

A,     .     A,        ^  A,         A3 

f)      *      c  o  c 

Il  reste  à  distinguer,  sur  ces  doux  étfuations,  la  bissectrice  intérieure  de  la  bissectrice  exl*»- 
rieure.  ce  qui  revient  à  trouver  la  position  relative  des  deux  sommets  B  et  C  par  rap}>ort  à 
chacune  des  droiljîs  qu*ell(»s  représentent. 

Considérons,  par  excfiiple,  la  première  é(|uation  :  si,  dans  le  premier  membi^e,  on  substitue 
les  coordonnées  du  point  Bi.ï',.y,).  le  second  terme  s'annule,  B  étant  sur  le  crtté  BA,  et  le 
résultat  de  substitution  a  par  suite  le  signe  de  la  quantité  : 

(y  3 — yi)  -r, — (j?3 — -^i)  y* + j^sVi  —  ^^y^  —  (^tVi  -  -^vy*)  +  i^tV* — -«^«yi)  +  (^»yi — ^iVz)  : 

do  même,  le  résultat  de  substitution  des  coordonnées  du  point  C  dans  le  m(>me  niembn^  a 
le  signe  de  la  «{uantité  : 

'yi  —  y*>  ^3  —  {^'i  —  -ï'i)  ys  +  ^-.yi — -^tVi  —  (-^v/i — -^lya)  +  (-ï'tya — ^-sy*)  +  i^iy% — ^'ty*)» 

Ces  deux  résultats  étant  de  mémo  signe,  les  points  B  et  C  sont  d'un  même  côté  de  lu 
droite  (n®8l);  ce  cjui  veut  dire  que  la  première  des  éiiuations  représente  la  bissectrice 
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extérieure  de  l'angle  A  et,  par  suite,  que  la  seconde  représente  la  bissectrice  intérieure. 
On  fei-a  de  im'^me  pour  les  autres  bissertrices;  par  consé«]UHnt,  les  bissectrices  intérieures 
dos  angles  A,  B,  C  ont  respectivement  pour  équations  : 

0  c 

cl  les  bissectrices  extérieures  : 


^  —  A—  0 
c  a  • 


A-  ^«     —A 

a   "    b   ■~^* 


n      •      c 


c     '^    a 


a    ^    h 


Thèghèsie.  —  Les  bissectrices  intérieures  des  angles  d'un  triangle  sont  concourantes. 
Car  les  premiers  membres  do  leurs  équations  vérifient  l'identité  linéaire  et  homogène,  à 
coefïicienls  non  nuls  {n»  79)  : 

(t  -  ^)  +  (^ -4^) + (4- 1)  -  «• 

Théorème.  —  La  bissectrice  inférieure  d'un  angle  d'un  triangle  et  les  bissectrices  exté- 
rieures des  deux  autres  angles  sont  concourantes. 

Car.  si  l'on  considère,  par  exemple,  la  bissectrice  inUîrieure  de  l'angle  A  et  les  bissec- 
trices extérieures  des  angles  B  et  C,  les  premiers  membres  de  leurs  é({uations  vérifient 
Tidcntit**  linéaire  et  homogène,  îi  coeffirients  non  tous  nuls  : 

Théorème.  —  Les  trois  points  de  rencontre  de  chaque  bissectrice  exténeure  d'un  angle 
ffun  triangle  avec  le  côté  opposé  sont  en  ligne  droite. 
Considérons,  en  effet,  la  droite  d'équation  : 

-^  +  4  +  -^  =  o. 

a    ^    6     '     c 

En  écrivant  son  équation     —1.  -|-  (  ^  -| î  J  =  0,  on  obtient  l'équation  d'une  droite  pas-^ 

sant  par  le  point  d'intersection  du  côté  BC  avec  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  A  ;  on 
montrerait  de  même  qu'elle  pas^e  par  les  deux  autres  points. 

Théorème.  —  Le  point  de  rencontre  de  la  bissectrice  exténeure  d'un  angle  d*un  triangle 
arec  le  côté  opposé  est  en  ligne  droite  avec  les  points  de  rencontre  de  chaque  bissectrice 
intérieure  d un  des  autres  angles  avec  le  côté  opposé. 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  la  droite  d'équation  : 

On  démontre,  comme  dans  le  cas  précédent,  qu'elle  passe  par  le  point  d'intersection  du 
rôté  BG  avec  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  A  et  par 
les  points  d'intersection  de  chacun  des  côtés  G  A  et  AB  avec 
l»:*s  bissectrices  intérieures  des  angles  respectivement  oppo- 
sés, B  et  C. 

98.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  dis- 
tances à  deux  droites  données  sont  dans  un  rapport  donné. 

Soient  données  (fig.  58)  deux  droites  (A).  (A')  et  une  cons- 
tante positive  k;  nous  voulons  chercher  le  lieu  des  points 
M.  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  MP,  MP'  à  ces  deux 
droites  soit  : 


1 


MP 
MP 


T=k, 


Fig.  58. 


Supposons  les   droites   (A),  (A')   roprésontécs   par  leurs  é<iuations  : 

Aa:  +  By  -f  G  =  0,        k'x  +  B'jy  +  C  =  0  : 
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la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  quelconque  M{jc,y)  appartienne  an 
lieu  est  : 

|Aa-  +  By  +  CI  .   \X'x  +  B'y  +  d  _  j^      ^^  .      IA.r+By+C|  __^   \X'x  +  B'y  +  C'\ 
V/A*  +  B*        *  '      v/rr+TF"  '     ^^  '  y/ A»  +  B«  v/A**  +  B* 

Elle  se  décompose  en  deux  autres  : 
x\j-  +  By+G  A'j:  +  B>/  +  C^  At  -f  By  +  C  X'x  +  B^y  +  C 

V^A*+B^      "~  v^A'«  +  B'«      '  y/ A*  +  B*       ""  y^A^+B**       ' 

qui  sont  du  premier  degré  en  x  et  y.  Le  lieu  cherché  se  compose  donc  des  droites  repré- 
sentées par  ces  deux  équations  ;  celles-ci  étant  de  la  forme  : 

A  —  XA'  =  0,        A  +  XA'  =  0. 

les  deux  droites  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  droites  données. 
On  remarquera  que  dans  le  cas  particulier  :  A  =  1,  on  retrouve  les  deux  bissectrices 

de  (A)  et  (A'). 

99.  Probléue.  —  Trouver  le  lieu  des  points  dont  ta  somme  ou  la  différence  des  distances 
à  deux  droites  données  soit  constante. 

Soient  données  (fig.  59)  deux  droites  sécantes  (A),  (A')  et  une  constante  positive  a  mesu- 
rant une  longueur.  Cherchons  d'abord  le  lieu  des  points  M,  tels  que  la  somme  de  leurs 
distances  MP,  MP'  à  ces  d<*ux  droites  soit  : 

(1)  MP  +  MP'=rt. 
Supposons  les  droites  (A),  (A')  représentées  par  leurs  équations  : 

A  s  Aar  +  By  -f  C  =  0,        A'  s  A'ar  -f  B'y  -f  C  =  0. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  quelconque  M(.r,y)  appartienne 
au  lieu  est  : 

|A:f+By  +  C|  \K'x  +  B'y  +  C'\  1^1  ,  JA'l  ^ 

/  = -4- .  =  a,      ou  :  .  =r  H ,  =-=  a» 

V/A*  +  B*         ^  V^A*  +  B*  V'A^+B»         V^A'*  +  B** 

ou  : 

A  A' 

(2)  ,  4-     ,  =  a,        avec  A  >  0  et  A'  >  0, 

y/A«  +  B«  ^  v/a'«  +  B'* 

A  A' 

(3)  ,  ,  =  a,        avec  A  <  0  et  A'  <  0, 

'  V^A*  +  B"         V^A'«  -f  B" 

A  A' 

(4)  ,  ,  =  a,        avec  A  >  0  et  A'  <  0, 

V'A»  +  B*         V^A**  4-  B*» 

A  A' 

(5)  ,  +     ,  =  a.        avec  A  <  0  et  A'  >  0. 

\/X*  -h  B«  ^  j/A"  4-  B'* 

Chacune  de  ces  quatre  relations  étant  du  premier  degré  en  x  et  y,  puisque  (A)  et  (A')  sont 
sécantes,  représente  une  droite.  Déterminons  d'abord  la  position  de  ces  quatre  droites. 
Les  droites  (*2)  et  (3),  dont  les  équations  ne  din'èrent  que  par  une  constante,  sont  parallèles  : 
et  les  droites  (4)  oL(5)  le  sont  aussi.  Les  droites  (3)  et  (4)  se  coupent  en  un  point  A  dont 
les  coordonnées  satisfont  aux  conditions  :  A'  ==  0,  A  =  a  y/ A*  -|-  B*  et  qui  est  situé,  par 
suite,  sur  la  droite  (A')  ;  les  droites  (2)  et  (5)  se  coupent  en  un  point  B  pour  lequel  on  a  : 
A  =  0,  A'  =a  ^A'*  -f-  B**  et  qui  est,  par  suite,  situé  sur  (A):  les  droites  (3)  et  (ô)  se  coupent 
en  un  point  C,  pour  lequel  on  a  :  A'  =  0,  A  =  —  a  ^\*  +  B*  et  qui  est  situé  sur  (A')  :  les 

droites  (3)  et  (4).  enfin,  se  coupent  en  un  point  D  pour  lequel  on  a  :  A  =0,  A'  =  — aj/A^-f-^** 
et  qui  est  situé  sur  (A).  Ces  quatre  droites  forment  donc  un  parallélogramme  ABGD  dont 
les  deux  droites  données  sont  les  diagonales, 
n'auti-e  part,  ces  résultats  montrent  que  les  points  du  plan  pour  lesquels  A  est  positif 
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sont  situés  par  l'apport  à  (A)  dans  la  même  région  que  le  point  A,  et  ceux  pour  lesquels  À  est 
négatif,  dans  celle  qui  contient  C;  de  même,  ceux  pour  lesquels  A'  est  positif  sont  situés 
par  rapport  à  (A')  dans  la  même  région  que  B,  et  ceux  pour  lesquels  A'  est  négatif  dans 
ta  même  région  que  D. 

Par  conséquent,  pour  qu  un  point  ({Uelconquc  M  appartienne  au  lieu  cherché,  il  faut  et 
il  suffit  ({u'il  soit  situé  :  ou  bien  sur  la 
droite  AB  (2),  dans  la  partie  de  celte 
droite  placée  par  rapport  à  (A)  du 
niénie  coté  que  A  et  par  i-apport  à  {A') 
du  même  côté  que  B,  c'est-à-diro  dans 
la  paiiic  AB;  ou  bien,  de  la  même  ma- 
nière, sur  la  droite  BC  entre  B  et  C;  ou 
bien  sur  CD  entra  C  et  D;  ou  enfm  sur 
AD  entre  A  et  D.  Le  lieu  cherché  est 
donc  le  périmètre  du  parallélogramme 
ABCD. 

Cherchons  maintenant,  la  constante 
positive  a  étant  la  même  que  dans  le 
cas  précédent,  le  lieu  des  points  M  tels 
que  la  différence  de  leurs  distances 
MP,  MP  aux  deux  droites  (A)  et  (A') 
soit  égale  à  a  : 


MP-»-MP^ 
MP-MP'« 
MP'-MP' 


CL 

Or 


(6/ 


MP— MP'  =  a. 


Fig.  59. 


Le  même  raisonnement  conduit  encore  aux  conditions  (2),  (3),  (4),  (5)  en  renversant  le  sens 
des  inégalités  relatives  à  (A')  ;  on  en  conclut,  de  la  même  manière,  que  le  lieu  cherché  est 
formé  par  les  prolongements  des  côtés  du  parallélogramme  ABCD  au  delà  des  sommets 
situés  sur  (A') . 

On  démontrerait  de  même  que  le  lieu  des  points  M,  tels  que  MP'  —  MP  =  a,  est  formé  par 
les  prolongements  des  côtés  du  même  parallélogramme  au  delà  des  sommets  situés  sur  (A). 

Ceci  établi,  si  l'on  fait  varier  la  constante  a,  les  côtés  du  parallélogramme  se  déplacent 
parallèlement  à  eux-mêmes,  parce  que  dans  leurs  équations  le  terme  constant  varie  seul. 
En  particulier,  si  l'on  fait  :  a  =  0,  les  deux  derniers  lieux  se  confondent  avec  celui  des 
points  équidistants  de  (A)  et  (A'),  c'est-à-dire  avec  les  deux  bissectrices  de  (A)  et  (AO.  Par 
suite,  quel  que  soit  a.  le  parallélogramme  est  un  rectangle  dont  les  côtés  sont  parallèles 
aux  deux  bissectrices. 

100.  Aire  dun  triangle  en  fonction  des  coordonnées  des  sommets.  — 
Soit  un  triangle  ABC,  défini  par  les  coordonnées  de  ses  trois  sommets  par 
rapport  à  deux  axes  rectangulaires  quelconques  :  A(a;i,y,),  \^(xt,yt),  (^{Xz,y^. 
On  sait  que  la  surface  S  de  ce  triangle  est  donnée  par  la  formule  : 

i 
S  =  ^BCXAH, 


dans  laquelle  BC  est  la  longueur  du  côté  BC,  AH  celle  de  la  hauteur  corres- 
pondante. On  a  (n^  43)  : 

BC  =  ^{x^  —  x^f  +  (yt  —  y^Y- 

Puis,  la  droite  BC,  passant  par  deux  points  donnés  B  et  C,  a  pour  équation 
(qo  65)  : 

X       y      \ 

Xi      yi      1    =0,    ou:     (yj  —  1/3)  J?  —  (a:2  — Xa) //  +  X2//3  — j^^y.  =  0. 
Xz      yz      1 


I 
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La  distance  du  point  A  à  cette  droite  est  donc  : 


val.  abs. 


Xi  Vi  1 
Xi  Vi  1 
x^   ys   1 


j^Yi T«>..  «xi^o.    ^3  ys   >.    _\(yi—yz)xi — (Xj — X3)yi+Xiy3 — xzyi\ 

^^iVi—ysY+iXi—xs^  \/{y2  —  y,Y  +  (x^  —  x^y 

expression  dont  le  dénominateur  est  précisément  égal  à  BC;  d'où  la  formule  : 

{Xiyz'-X3yi)+(X9yi—Xiy2)'hiXiyi—Xiyi) 


1 
S= val.  abs.  -^ 


Xi  yi  1 
Xi  2/2  i 

1 
2 

Xi  yz  1 

Cas  particulier.  —  Aire  cTun  triangle  ayant  un  sommet  à  Vorigine  des 

coordonnées.  —  Dans  ce  cas,  il  suffit  de  supposer  :  0:3  =  2/3=0,  la  surface 

du  triangle  OAB  est  : 

1 
S  =  Y  Xiy^  —  Xiyi 

Xi,  yi  étant  les  coordonnées  de  A  et  x^,  y^  celles  de  B, 


4 
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101.  Équation  de  la  droite.  —  L'équation  générale  d'une  droite  par  rapport 

à  l'axe  polaire  Ox  et  à  l'axe  perpendiculaire  Oy,  c'est-à-dire  la  condition 

nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  quelconque  appartienne  à  une  droite 

est  I 

Air  +  By  +  G  =  0, 

ou,  en  revenant  aux  coordonnées  polaires  (n**  53)  : 

Ap  cos  û)  +  Bp  sin  &>  -4-  C  =  0. 

En  général,  la  droite  ne  passant  pas  par  le  pôle,  G  n'est  pas  nul,  et  cette 

équation  n'admet  pas  la  solution  p  =  0  ;  on  peut  donc  l'écrire,  en  divisant 

par  Cp  : 

A  B     .  1 


ou  : 


pr  cos  w  +  -7;-  sin  co  H =  0, 

L*  Li  p 


SB  a  cos  (i>  +  ^  sin  (i>. 


A  B 

a  = et6=i= étant  deux  constantes  quelconques. 

C'est  r^uation  généAde  de  la  droite  en  coordonnées  polaires. 

Cas  particuliers.  —  1*>  Droite  parallèle  à  V axe  polaire  Ox,  —  Dans  ce  cas, 
on  a  :  A  ^-^  0  et,  par  suite  :  a  =  0.  L'équation  est  donc  de  la  forme  : 


1        ,     . 
—  =  6?  sin  coj 

0 


ou  :       0  = 


P 


sin  (0 
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2**  Df'oite  perpendiculaire  à  l'axe  polaire.  —  On  voit  de  même  que  l'équa- 
tion est  de  la  forme  : 

1  p 

—  =  a  cos  0),      ou  ;      p  = 


COS  û) 


3**  Droite  passant  par  le  pôle.  —  Dans  le  cas  d'une  droite  passant  par  le 
pôle,  l'équation  générale  ne  s'applique  plus  ;  mais  on  obtient  alors  tous  les 
points  de  cette  droite  en  donnant  à  l'angle  polaire  une  valeur  constante  a,  le 
rayon  vecteur  p  restant  variable.  La  droite  est  donc  représentée  par  l'équation  : 


a>  =  a. 


102.  Angle  d'une  droite  avec  Taxe  polaire.  —  Soit  (A)  une  droite  quelconque 

d'équation  : 

1 

—  =  a  cos  <i)  +  6  sin  w. 

P 

On  définitsa  direction  par  l'angle  a=  (Ox,  A)  qu'elle  fait  avec  l'axe  polaire 
(fig.  60).  Or,  en  revenant  aux  axes  rectangulaires 
Oj,  Oy,  l'équation  de  la  droite  devient  : 

ax  +  6y  —  4  =  0, 

et  Ton  sait  (n**  89)  que  son  coefficient  angulaire, 

fini  ou  infini,  est  :  "~^ 

a 
tg  a  =  —  ^  . 

Cette  relation,  qui  définit  a,  peut  être  écrite  : 

a  cos  a  +  6  sin  a  =  0  ; 


Fig.  60. 


et,  sous  cette  forme,  c'est  précisément  l'équation  qui  définit  la  valeur 
de  l'angle  polaire,  w  =  a,  pour  laquelle  p  est  infini  ;  d'où  la  règle  sui- 
vante : 

L'angle  d'une  droite  avec  l'axe  polaire  est  égal  à  la  valeur  de  l'angle 
polaire  qui  rend  infini  le  rayon  vecteur  d'un  point  de  la  droite, 

403.  Droite  passant  par  deux  points.  —  Soient  M  et  M' deux  points  de  coor- 
données polaires  a,  p  et  a',  p'.  La  droite  passant  par  ces  deux  points  a  pour 
équation  : 

('!)  —  =  a  cos  0)  +  6  sin  w, 

P 

sous  la  condition  que  a  et  6  vérifient  les  deux  conditions  : 

i  —  =  a  cos  a  +  0  sm  a, 

^  ~  =  a  cos  a  +  6  sin  a. 
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Celles-ci  déterminent  a  et  h,  car  elles  donnent  : 

1  1 

"7  sin  a ;-  sin  a'  =  a  (gin  a  cos  a'  —  cos  a  sin  a')  =  a  sin  (a  —  a'), 

1  1 

—  cos  a' ;  cos  a  =  6(sin  a  cos  a'  —  sin  a'  cos  a)  =  ô  sin(a  —  a'); 


d'où,  en  supposant  sin  (a  —  a')  =^  0  : 

1        ri  . 

a  =  — ; — z TT-  I  -rsin 

sin  (a  —  a')    Lt*' 
sin  (a  —  a')   L  ^* 


cos  a 


— -sina'J, 

~-j7C0SaJ. 


L*ëqaation  cherchée  est  donc  : 

(3)  —  =  -r-T -—  I  —  8in(<i)  —  «0  —  -7  sin(w  —  a)  1 , 

^  ^  p         sin(a  —  a';    L^'  /        ^         v  jy 


Dans  le  cas  d'exception  où  Ton  a  : 
sin  (a  —  t!)  =  0,      ou  : 


ItK^      ou  :       a  =  a'  +  ^, 


les  deux  points  M  et  M'  sont  situés  sur  une  même  droite  issue  du  pôle,  c'est- 
à-dire  que  la  droite  cherchée  passe  par  le  pôle.  Dans  ce  cas,  la  droite  est 
représentée  par  Téquation 


(0 


a. 


Remarque.  —  Le  calcul  qui  a  été  fait  revient  à  éliminer  a  et  h  entre  les  trois 
équations  du  premier  degré  (i)  et  (!2)  ;  le  résultat  peut  donc  être  écrit,  en  em- 
ployant la  notation  des  déterminants,  sous  la  forme  : 


—  cos  Ci> 

P 

1 

—  cos  a 


Sin  (0 


sin  a 


r 

—7      cos  a'        Sin  a' 

r 


=  0. 


et,  en  développant  le  déterminant  suivant  les  éléments  de  la  première  colonne, 
on  retrouve  immédiatement  l'équation  (3). 


EXERCICES 

i.  Étant  donnés  deux  axes  Ox,  0^  d'angle  0,  si  Ton  désigne  par  «  l'angle  qucfail  avec  Ox  uuc  droite  de  cocf- 
fîcicnt  angulaire  m,  établir  la  formule  :  tg  f  a ^  J  =  r  Ig  -^  • 

t.  Les  axes  étant  rectangulaires,  on  donne  Téqualioii  d'une  droite  (D)  et  les  coordonnées  d'un  point  M,  calculer 
les  coordonnées  du  point  symétrique  de  H  par  rapport  à  (D). 

3.  Étant  donués  doux  aies  rectangulaires  0^-,  Oy  el  l'équation  d'une  droite,  cfTcctucr  autour  de  l'origine  la 
rotation  des  aies  qui  rend  la  droite  parallèle  à  Oy.  Eu  déduire  la  Tormulc  iiui  donne  la  distance  d  un  |)oiul 
à  la  droite. 
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4.  Sir  deux  aies  rectangulaires  Ox,  Oy,  on  construit  un  rectangle  variable  OAMB  de  |)érimèlre  donné  ip  ; 
licmonlrcr  que  la  perpendiculaire  abalssi^o  de  M  sur  la  diagonale  AB  passe  par  un  point  fi\e. 

3.  On  donne  deux  axes  rerlangulaires  Ox,  Oj^  ;  sur  Ox,  on  porte  à  partir  d'un  point  fi\e  A  un  segment  AA'  ; 
sur  Oy.  on  porte  de  ro6me  à  partir  d'un  point  fixe  B  un  segment  BB'  =  AA'.  Démontrer  (|uc  si  l'on  fait  varier 
les  segmenta  égaux  AA'.  BB^  la  perpendiculaire  ù  A'B'    menée  en  son  milieu,  |)asse  par  un  |)oiiil  fixe. 

6.  Sur  la  figure  qui  sert  à  démontrer  le  théorème  du  carré  de  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle,  prouver 
(|ue  les  deux  droites  qui  joignent  les  extrémités  de  Thypotéuuse  aux  sommets  des  carrés  construits  sur  les  côtés 
opposés  se  coupent  sur  la  liauteur  issue  du  sommet  de  l'angle  droit. 

7.  On  donne  un  angle  fixe  et  une  droite  variable  qui  intercepte  sur  les  côtés  de  l'angle,  à  partir  du  sommet, 
lies  segments  dont  la  somme  ou  la  difTérenre  est  constante.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  dos  perpen- 
diculaires aux  côtés  de  l'angle  menées  par  les  points  de  rencontre  avec  la  sécante. 

^.  D'un  point  variable,  pris  sur  une  droite  fixe,  ou  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  d'un  angle  fixe. 
Le  point  c[ui  partage  dans  un  rap|>ort  donné  la  droite  (|ui  joint  les  pieds  des  iierpendiculaires  décrit  une  droite. 

'i.  Dans  un  triangle,  le  centre  de  gravité  G,  le  centre  du  cercle  circonscrit  0  et  le  point  do  rencontre  des 

hauteurs  H  sont  en  ligne  droite.  Montrer  que  l'on  a  :  ; — ;  = ^. 

(JH  2 

10.  Si  des  sommets  d'un  triangle  ou  mène  dos  droites  faisant  avec  les  côtés  opposés  des  angles  dont  les  bis- 
sectrices sont  parallèles  à  une  même  direction,  les  trois  droites  ainsi  obtenues  sont  concourantes. 

il.  Si  deux  triangles  sont  tels  que  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  premier  sur  les  côtés  du 
«lecond  sont  concourantes,  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  second  sur  les  côtés  du  premier  seront 
aussi  concourantes. 

li.  Etant  données  quatre  droites,  en  les  associant  trois  h  trois  on  forme  quatre  triangles,  et  Ton  détermine  le 
point  de  rencontre  des  hauteurs  de  chacun  d'eux.  Démontrer  que  les  quatre  points  obtenus  sont  en  ligne  droite. 

13.  Par  les  sommets  d'un  triangle  on  mène  trois  droites  concourantes  et  Ton  trace  la  symétrique  de  chacune 
ilplles  par  rapport  à  la  bissectrice  issue  du  même  sommet.  Démontrer  que  les  trois  droites  obtenues  sont  aussi 
concourantes. 

Application  au  cas  où  les  trois  premières  droites  sont  les  médianes  du  triangles  ;  les  trois  droites  qu'on  en 
déduit  sont  alors  appelées  tymédiane^ 

14.  On  donne  deux  droites  sécantes  (D),  (D');  trouver  le  lieu  des  points  dont  les  distances  respectives  ri,  d'  à 
ces  deux  droites  satisfont  à  Tune  des  relations  :  d  :±i  md'  =  db  a,  m  et  a  étant  des  constantes  positives  don- 
nées. 

Comparer  les  lieux  corres|}ondants  à  chacune  de  ces  relations. 

13.  Étudier  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  distances  aux  trois  côtés  d'un  triangle  soit  constante. 
Houtrer  que  ce  lieu  est  formé  de  portions  de  droites,  qui  deux  k  deux,  sont  parallèles  aux  droites  passant  soit 
par  les  pieds  des  bissectrices  extérieures  des  angles  du  triangle,  soit  par  les  pieds  de  deux  bissectrices  inté- 
rieures et  le  pied  de  la  bissectrice  extérieure  du  troisième  angle.   Construire  les  diverses  parties  du  lieu. 

.\  quel  problème  correspondent  les  parties  de  ces  droites  qui  n'appartiennent  paâ  au  lieu  ? 

16.  Évaluer  l'aire  du  triangle  formé  par  tri>is  droites  dont  on  donne  les  équations  (axes  rectangulaires). 


Thcssc  it  Ththal'T.  Géométrie  analytique.  G 


CHAPITRE  IV 


FAISCEAUX  DE  DROITES  ISSUES  DE  L'ORIGINE 


104.  Théorème.  —  Un  faisceau  de  m  droites  issues  de  Vorigine  est  repré- 
senté par  une  équation  entière  et  homogène  de  degré  m  eux  et  y. 

Soient,  en  effet,  (Di),  (Dj),...  (D„i)  m  droites  issues  de  l'origine  (flg.  61)  et 
soient  Cl,  €%,,,.  Cm  leurs  coefficients  angulaires,  en  supposant  d'abord  qu'au- 
cune de  ces  droites  ne  soit  Oy.  Les  équations  de  ces  droites  étant  : 


(i) 


y  —  CiX  =  0,    y  —  C2X  =  0,     ,    2/  =  c,„ic  =  0, 


la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  quelconque  M(x,  y) 
yi  appartienne  à  ce  faisceau  est  que  l'une  de  ces 

p  équations  soit  vérifiée,  ou,  plus  simplement, 
3)  que  X  et  y  vérifient  l'équation  unique  : 

(2)    {y  —  c,x)  [y  —  dx) (y  —  Cmx)  =  0, 

qui  est  entière  et  homogène  de  degré  m  en  x 
et  y. 

La  démonstration  ne  suppose  pas  que  les  m 
droites  du  faisceau  soient  distinctes;  si  p  de 
Pig  (51  ces  droites  sont  confondues  avec  la  droite  (Di), 

par  exemple,  p  des  coefficients  angulaires  sont 
égaux  à  Cl  et,  dans  Téquation  (2),  p  facteurs  sont  identiques  a  y —  CiX,  c'est- 
à-dire  que  le  premier  membre  de  l'équation  contient  le  facteur  (y  —  CiX)p. 

Si  le  faisceau  comprend  une  droite  placée  sur  Oy,  ou  plus  généralement  a 
droites  confondues  avec  Oy,  il  faut  alors  comprendre,  parmi  les  équations  (1), 
celle  de  Oy  '."x  =  0,  cette  équation  étant  répétée  a  fois.  Il  reste  alors  m  —  a 
autres  équations  de  la  forme  (1)  et  le  faisceau  est  représenté  par  l'équation  : 

x^(y  — -  dx)  {y  —  c^) (y  —'C.n-u  x)-=  0, 

qui  est  encore  entière  et  homogène  de  degré  7/1. 

Réciproque.  —  Une  équation  entière  et  homogène  de  degré  m  représente 
un  faisceau  de  m  droites  issues  de  l'origine. 
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Ordonnons,  en  eiïet,  l'équation  donnée,  f{x,  y)  =  0,  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  y,  nous  obtenons  : 

«0^*"  +  «iy"'"*ic  +  fliy'""*^»*  +  +  a«y"*"*a;"+ +  a^x"^  =  Q, 

ao ,  ai,  ...  Om  étant  des  coefficients  constants  quelconques. 

Supposons  d'abord  :  ao  =^  0.  L'équation  se  réduit^  pour  a;  =  0,  à  :  ^o  y"*  =  0 
et  n'admet  que  la  solution  y  =0  qui  correspond  à  l'origine.  Ce  point  étant 
mis  à  part^  pour  toute  autre  valeur  de  x  on  peut  diviser  les  deux  membres  de 
l'équation  par  x^  ;  elle  devient  alors  : 

.3.         a,(-|)'"  +  a.(f)'""+ +  ««(f)"+ +««  =  0. 

et  se  réduit  ainsi  à  une  équation  algébrique  de  degré  m,  à  une  seule  incon- 

y 

nue  ^-  .  On  démontre  en  Algèbre  que  cette  équation  a  m  racines  Ci,  c^,  ...  Cm, 

distinctes  ou  confondues,  réelles  ou  imaginaires;  par  conséquent^  toutes  les 
*    solutions  de  l'équation  sont  données  par  les  m  équations  : 

X  ~^"  X  ""^* '  X  ~"^'"' 

ou  : 

y  —  CiX=^0,        y  —  ctX  =  0,        ,        y  —  c„,  a?  =  0; 

ce  qui  représente  bien  m  droites  issues  de  l'origine. 
Supposons  ensuite  :  ao  =  0  et  soit,  pour  plus  de  généralité  : 

flo  =  flj  =  . . ,  ==  a.  _  1  =  0,        avec  a«  =5^  0  ; 

l'équation  contient  alors  ar«  en  facteur  et  peut  être  écrite  : 

a:*[a«  y*  "  "  +  a,  +  t2/"""'"*ic+ +a„x"'-"']  =  0. 

Elle  se  décompose  en  deux  autres  :  l'une  oc^  =:  0  qui  représente  l'axe 
des  y,  ou  mieux  a  droites  confondues  avec  0^;  l'autre  qui  est  une  équation 
entière  et  homogène  de  degré  m  —  et,  dans  laquelle  le  coefficient  de  y"*  -  * 
n'est  pas  nul,  et  qui,  d'après  ce  qui  précède,  représente  m  —  a  droites  issues 
de  l'origine  et  distinctes  de  Oy. 

L'équation  (i)  représente  donc  encore  m  droites  issues  de  l'origine. 

Équation  aux  coefficients  angulaires  des  droites  du  faisceau.  —  Les  coeffi- 
cients angulaires  des  droites  du  faisceau  sont  les  racines  de  l'équation  (3)  en 

y 

~  ,  ou,  en  désignant  l'inconnue  par  t,  les  racines  de  l'équation  en  /  ; 

X 

a„r  +  air-'  + +««/'"-•  + +  am  =  0, 

Si  l'on  a  :  ûo  =7"^  0,  cette  équation  est  de  degré  m;  elle  a  m  racines  finies 
qui  sont  les  coefficients  angulaires  des  m  droites  du  faisceau. 
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Si  Ton  a:  «0  =  0  et,  plus  généralement, flfo  =  ^i  =  •••  «a-i  =0, avec  a,  =^0, 
cette  équation  n'est  plus  que  de  degré  m  —  a  ;  elle  peut  donc  être  considérée 
comme  ayant  m  —  a  racines  finies  et  <x  racines  inlinies,  ces  dernières  corres- 
pondant aux  a  droites  du  faisceau  confondues  avec  Oy. 

D'ailleurs,  cette  équation  peut  être  écrite  : 

d'où  ce  résultat  :  Véquation  en  t,  dont  les  racines  sont  les  coefficients  angu- 
laires finis  ou  infinis  des  droites  d'un  faisceau  ayant  pour  sommet  fori- 
gine,  s  obtient  en  remplaçant  x  par  \et  y  par  t  dans  Véquation  du  faisceau. 

Remarque.  —  A  toute  racine  imaginai  re  de  l'équation  en  /,  telle  que  t=c-\-  c'i. 
correspondent  pour  x  et  y  des  valeurs  vérifiant  la  relation  y  =  (c  +•  di)  x. 
Or,  à  toute  valeur  réelle  attribuée  à  x,  sauf  ic  =  0,  ne  correspond  pour  y 
qu'une  valeur  imaginaire;  par  conséquent,  cette  relation  n'est  vérifiée  pour 
les  coordonnées  d'aucun  point,  en  dehors  de  l'origine.  Dans  ces  conditions, 
on  dit,  pour  simplifier  le  langage,  que  la  droite  du  faisceau,  correspondant 
à  la  racine  imaginaire  t  =  c  +  c'i,  est  une  droite  imaginaire;  c'est  ce  qui 
permet  de  dire  que  le  faisceau  est  formé  de  m  droites  réelles  ou  imaginaires. 

105.  Faisceau  de  deux  droites  issues  de  l'origine.  —  En  particulier,  tout 
faisceau  de  deux  droites  issues  de  l'origine  est  représenté  par  une  équation 
entière  et  homogène  du  second  degré  en  ic  et  y  ; 

(4j  \x'  +  2Bxy  +  i\y^  =  0, 

et,  réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  représente  un  faisceau  de 
deux  droites  issues  de  l'origine.  Les  coefticicnts  angulaires  de  ces  deux  droites 
sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  en  t  : 

(5)  A  +  2B/  +  Œ  =  0, 

et  nous  obtenons  la  classification  suivante  : 

\o  gî  —  AG  >  0,  l'équation  en  t  a  deux  racines  réelles  et  distinctes;  le  fais- 
ceau est  formé  de  deux  droites  réelles  et  distinctes.  En  particulier,  pour 
C  =  0  et  B  =7<^  0,  l'une  des  valeurs  de  /  est  infinie,  c'est-à-dire  que  l'une  des 
deux  droites  est  Oy  et  que  l'autre  est  distincte  de  Oy. 

^0 132  —  AG  <  0,  l'équation  en  t  a  deux  racines  imaginaires,  ou  simple- 
ment n'a  pas  de  racines;  le  faisceau  est  formé  de  deux  droites  imaginaires. 
c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  pas,  en  dehors  de  l'origine,  de  point  dont  les  coordon- 
nées vérifient  l'équation  (4). 

Gc  cas  ne  peut  pas  se  présenter  avec  l'hypothèse  :  G  =  0,  car  on  a  alors  : 
B2  —  AC  :=  B*  et  B*  est  positif  ou  nul. 

3**  B^  —  AG  =^  0,  l'équation  en  t  a  deux  racines  égales;  le  faisceau  est 
formé  de  de^jLX  droites  confondues,  ou  encore  dune  droite  double. 

En  particulier,  pour  G  =  0,  on  a  :   B^  —  AG  =  W-  ==  0,  ou  B  =  0,  et 


m!  —  m 
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nécessairement  A  ^  0;  le  faisceau  est  formé  d'une  droite  double  placée 
sur  Oy. 

106.  Angle  des  deux  droites  {Coordonnées  rectangulaires).  —  Soient  m  et  m' 
les  racines  de  Téquation  (5j  ;  Tangle  V  des  deux  droites  du  faisceau  est  donné 
par  la  formule  (n**  90;  : 

Or,  on  peut  écrire  : 

im'  —  m)^  =  (m  +  my  —  4?wm',  d'où  :  m'  —  m  =  db  V^(m  +  m'y  —  4mm'. 

D'autre  part,  on  déduit  de  l'équation  (5)  : 

w  +  m'  =  —  -- -  ,       mm'  =  —  . 
On  a  donc  enfin  : 

^  ,_^A  --     A  +  C     ' 

le  double  signe  correspond  aux  deux  angles  distincts  de  ces  deux  droites. 
Condition  de  perpendicularité  des  deux  droites.  —  La  condition  est  (n""  91  )  : 

mm' =  — 1,      ou:       tt  =  —  i, 

ou  enfin  : 

A  +  C  =  0. 

Équation  du  faisceaa  des  bissectrices.  —  Los  coefficients  angulaires  des  bissectrices 
sont  les  racines  de  l'équation  en  [i  in*  94)  : 

li*{m  +  m')  +  2[Ji(l  —  mm')  —  (m  +  m')  =  0, 

ou.  en  tenant  compte  de  l'équation  (5)  : 

BjJL«— (G  —  A)fi  -   B  =  0. 

L'iMiuation  du  faisceau  des  bissectrices  est  donc  : 

^{tJ-  (G  -  A)  ^  -  b  =  0,         ou  :  B(i/«  -  a^)  +  (A  -  C)xy  =  0. 

107.  Condition  pour  que  deux  faisceaux  de  deux  droites  issues  de  l'origine  forment 
un  faisceau  harmonique.  —  Soient  les  deux  faisceaux  d'équations  : 

Ax*  +  2Bxy  +  Cy*  =  0,        A'a*  +  SB'xy  +  C'»/«  =  0. 

Coupons  les  par  une  droite  parallèle  k  Ox  :  y  =  h;  cette  transversale  rencontre  le  pre- 
mier faisceau  en  deux  points  A,  B,  dont  les  abscisses  a,  a'  sont  racines  de  l'équation  : 

Xx'  +  2Bhx  +  C/i*  =  0  ; 

elle  rencontre  le  second  faisceau  en  deux  points  P,  Q,  dont  les  abscisses  x.  x'  sont  racines 
de  Téquation  : 

A'j;*  +  ±Q'hx  +  Ch*  ==  0. 
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Pour  qae  les  quatre  droites  forment  an  faisceau  harmonique,  il  faut  et  il  suffit  (n«  87 1 
que  À,  B,  P,  Q  forment  une  division  harmonique»  c'est-à-dire  que  leurs  abscisses  vériGent 
la  relation  (n'  83)  : 

t(aa'  +  XX')  -.  (a+a')(x  +  x')  =  0, 

ou,  en  remplaçant  aa',  a  -|-  a'  et  xx',  x  -\-  x'  par  leurs  valeurs  : 

ou  enfin  : 

AC  +  CA'  —  2BB'  =  0. 

Application.  —  Le  premier  de  ces  deux  faisceaux  étant  donné,  déterminons  le  second  de 
façon  qu'il  soit  formé  de  doux  droites  à  la  fois  rectangulaires  et  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  droites  du  premier  faisceau.  Les  coefficients  inconnus  A',  B',  C  doivent 
vérifier  les  deux  conditions 

A'  +  C  =  0,        AC  +  CA'  —  2BB'  =  0, 

qui  donnent  : 

A'  2B'  C 

C  =  —  A'.        A'{C  —  A)  —  2BB'  =  0,      d'où  :        -^  =  ^_  ^   =  37g-. 

L'équation  du  second  faisceau  est  donc  : 

Bx*  +  (C  —  A)  xy  —  By«  =  0. 

et  l'on  retrouve  ainsi  l'équation  du  faisceau  des  bissectrices  des  deux  droites. 


EXERCICES 

1.  Un  faisceau  de  deux  droiles  élanl  représenté  par  Téqualioii  Ax-  +  2ïixy  +  Cy*  =0.  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, déterminer  la  tangente  de  l'angle  que  font  les  demi-droite'^  du  faisceau  placées,  par  rapport  à  Taxe 
des  X,  dans  la  région  qui  contient  Oy  (n<*  100). 

3.  Etant  donné  un  faisceau  de  deui  droiles  issues  de  l'origine,  faire  tourner  les  axes  (supposés  rectangulaires) 
de  façon  que  le  nouvel  axe  des  x  coïncide  avec  l'une  des  deux  droites.  En  déduire  la  formule  qui  donne 
Tangie  des  deux  droites  d'un  faisceau  ^n"  lOti). 

3.  Un  faisceau  de  trois  droites  étant  représenté  |iar  une  é<|ualion  homogène  du  troisième  degré  eu  x  et  y. 
1*  Exprimer  que  Tune  de  ces  droiles  est  bissectrice  de  l'angle  des  deux  autres. 

2*  Exprimer  que  chacune  des  trois  droites  possède  cette  propriété. 

4.  Un  faisceau  de  quatre  droites  étant  représenté  par  une  équation  homogène  du  quatrième  degré  en  x  et  y. 
i"  Exprimer  que  deux  de  ces  droites  sout  rectangulaires. 

2*  Exprimer  (|ue  le  faisceau  est  formé  de  deux  couples  de  droites  rectangulaires. 
3'  Exprimer  que  le  faisceau  est  harmonique. 


CHAPITRE  V 

CIRCONFÉRENCE 
(goordo?inées  rectangulaires) 


I 

108.  Équation  de  la  circonférence.  —  En  Géométrie  analytique,  une  circon- 
férence est  définie  (lig.  62),  par  rapport  à  deux  axes  quelconques  que  nous 
supposerons  rectangulaires,  par  les  coordonnées  a,  h  de  son  centre  C  et  par 
son  rayon  R. 

Cela  donné,  soient  x,  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  plan.  M; 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ce  point  appartienne  à  la  cir* 
conférence  est  : 

CM  =  R,       ou  {n^  43)  :       \/(x  —  ay  +  (y  —  b)*  =  R; 

ou  enlin,  les  deux  membres  de  cette  relation  étant  positifs  : 

(1)  («  —  ay  +  (y  —  by  _  R*  .  0. 

Donc,  les  axes  rectangulaires  étant  déterminés,  à 
toute  circonférence  correspond  une  équation  de  la   y 
forme  (1);  inversemeiit,  à  toute  équation  de  cette 
forme  correspond  manifestement  une  circonférence, 
ayant  pour  centre  le  point  C(a,  b)  et  pour  rayon  R. 

Ceci  montre  donc  qu'il  y  a  identité  entre  la  notion 
géométrique  de  circonférence  et  la  notion  analytique 
d'équation  algébrique  de  la  forme  (i)  dépendant  de 
trois  paramètres  variables  a,  b  et  R. 

Cette  équation  (1)  est  appelée  équation  de  la  circonférence. 

109.  Seconde  forme  de  l'équation  de  la  circonférence.  —  L'équation  de  la 
circonférence  (i),  étant  développée,  devient  : 

(2)  a?^  +  y2  +  2aa?  +  2py  +  5  -s  0, 

en  posant  : 

(3;  a  =  — a,        ^  =  —  b,       ô  =  a«+62_R2 

Réciproquement,  montrons  que  toute  équation  de  la  forme  (2)  est  l'équa- 


Fig.  62. 
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tion  (l'une  circonférence,  quels  que  soient  a,  ^,  8.  Il  suffit  pour  cela  de  prou- 
ver, a,  p,  8  étant  donnés,  que  Ton  peut  résoudre  les  relations  (3j  par  rapport 
a  a,  b  et  R.  Le  caïcul  est  immédiat,  et  donne  : 

a  =  —  a,        *  =  —  P,        R*  ^=:  a»  +  6^  —  8  =  a=i  +  p«  —  8, 

ou,  R  étant  positif  : 

R=:V^a«+p«^8. 

Par  conséquent,  sous  la  condition  :  a^  +  p^  —  8  >  0,  il  y  a  une  solution  et 
une  seule  ;  la  réciproque  est  alors  exacte. 

Dans  rhypothèse  :  a«  +  fi^  —  8  <  0,  le  calcul  donne  toujours  un  seul  sys- 
tème de  valeurs  de  a,  b,  mais  ne  donne  pas  de  valeur  pour  R.  On  exprime 
cette  impossibilité,  pour  généraliser  et  simplifier  le  langage,  en  disant  que 
réquation  (2)  est  Téquation  d'une  circonférence  imaginaire,  dont  le  centre 
est  le  point  C(a,  b)  et  dont  le  rayon  est  imaginaire. 

Dans  rhypothèse  :  a»  +  p'  —  8  =  0,  la  réciproque  est  encore  exacte,  mais 
le  rayon  de  la  circonférence  est  nul.  On  dit  alors  que  Téquation  (2)  repré- 
sente une  circonférence  de  rayon  nul. 

Coordoimées  du  centre.  —  Les  valeurs  obtenues  pour  a,  b,  conduisent  à  la 
règle  suivante  : 

Les  coordonnées  du  centre  dune  circonférence,  définie  par  une  équation 
de  la  forme  (2),  sont  respectivement  égales  aux  demi-coefficients  changés 
de  signe  de  x  et  y  dans  cette  équation. 

110.  Équation  de  la  circonférence  en  coordonnées  obliques.  —  En  appliquant  la  for- 
mule qui  donne  la  distance  de  deux  points  C  et  M  en  coordonnées  obliques  (n*  50),  on  arrive 
immédiatement,  comme  dans  le  cas  traité,  à  VéquaHon  de  la  circonférence  en  coordonnées 
obliques  : 

(V)  {x  —  a)*  +  {y  —  b)*  +  2(x  ~  a)  (y  —  b)  cos  6  —  R«  =  0. 

Celte  équation,  étant  développée,  devient  : 
(i')  ^*  +  y*  +  ^y  oos  e  +  2ax  +  ifly  +  0  =  0, 

en  posant  : 

a  r=  —  (a  +  6  cos  0).        p  =  —  (6  +  a  cos  0).        5  =  a*  -|-  6«  +  2a6  cos  0  —  R*: 

el,  réciproquement.,  en  résolvant  ces  relations  par  rapport  à  a,  A,  R,  on  montrera,  par  un 
calcul  facile,  que  toute  équation  de  la  forme  \i')  est,  quels  que  soient  a,  p,  o,  l'équation 
d'une  circonférence  dont  le  rayon  peut  être  imaginaire  ou  nul. 

m.  Cas  particuliers.  —  1°  Circonférefice  rapportée  à  deux  diamètres  rec- 
tangulaires (fig.  63).  —  Lorsque  l'origine  est  au  centre  de  la  circonférence,  il 
suffit  de  supposer  dans  l'équation  (1  )  :  a  =  h  =  0.  L'équation  de  la  circonfé- 
rence est  alors  : 

x'  +  y^  —  W  =  0. 

:2^  Circonférence  tangente  à  V origine  à  l'axe  des  y  (lig.  ()4).  —  Dans  ce  cas. 
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il  suffit  de  supposer  6=0,  ce  qui  exprime  que  le  centre  C  est  sur  OXy  et 
K  =  zt  a,  ce  qui  exprime  que  le  rayon  est  égal  à  la  longueur  OC.  L'équation 
de  la  circonférence  est  alors  : 


(x  —  af  +  y^  —  a*  =  0,        ou  : 


iP'  +  y'  —  ^ax  =  0. 

y 


Fig.  63. 


Fi«.  64. 


Fig.  65. 


3**  Circonférence  tangente  à  Vorigine  à  Vaxe  des  x  (fig.  6S). 
on  trouve  de  même  pour  équation  de  la  circonférence  : 

a:-  +  y*  —  26y  =  0. 


Dans  ce  cas. 


112.  Conditions  ponr  que  l'équation  générale  du  second  degré  en  j?  et  y 
représente  une  circonférence.  —  Soit  une  équation  du  second  degré  en  x  et  y, 
de  coefficients  arbitraires  : 


(A) 


\X'  +  2Bxy  +  (y  +  2Da;  +  2Ey  +  F  =  0, 


Pour  qu'elle  représente  une  circonférence  réelle  ou  imaginaire,  il  faut  et  il 
sufOt  qu'il  existe  une  équation  de  la  forme  : 

{i)  x*  +  y^  +  2aic  +  2?y  +  6  =  0, 

telle  que  ces  deux  équations  soient  vérifiées  pour  les  mômes  valeurs  de  x  et  y. 
Comme  on  le  démontre  en  Algèbre,  et  comme  nous  le  démontrerons  plus  loin 
en  nous  plaçant  à  un  point  de  vue  plus  géométrique  (n°  236),  pour  qu'il  en  soit 
ainsi,  il  faut  et  il  sufQt  que  les  coefficients  des  termes  semblables  de  ces  équa- 
tions soient  proportionnels  ;  ce  qui  donne  les  conditions  : 


'3) 


D         E         F 

B  =  o.        A=(:=-  =  y  =  -3- 


Tout  revient  à  chercher  si  l'on  peut  trouver  dos  valeurs  de  a,  [i,  o  vérifiant 
ces  conditions.  Or,  deux  d'entre  elles  : 

(4)  B  =  0.         A  =  (:, 

sont  indépendantes  des  inconnues;  de  plus,  toutes  les  autres  sont  vérifiées, 
dans  Thypothèse  :  C  =^  0,  en  posant  : 


—  il  r  _^ 


0   -= 


C 
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Les  relations  (4),  jointes  k  la  condition  :  C  =5^  0,  sont  donc  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  cherchées.  Pour  exprimer  en  outre  que  la  circonfé- 
rence est  réelle,  il  faut  ajouter  la  condition  : 

a«  +  ^  — 8>0,    ou:    ^^^, ^^>0,    ouenfln:     D^  +  E»  — CF>0. 

En  résumé,  pour  que  Véquation  (1)  repi^ésente  une  circonférence  réelle  ou 
imaginaire,  il  faut  et  il  suffit  que  ses  coefficients  vérifient  les  deux  condi- 
tions : 

B  =  0.         A  ==:  G  ^  0. 

113.  Équation  de  la  circonférence  en  coordonnées  polaires.  —  Première 

MÉTHODE.  —  Soit  une  circonférence  (G)  définie  par  son  centre  C,  de  coordon- 
nées polaires  9,  r,  et  son  rayon  R  (fig.  66). 
Véquation  de  la  circonférence,  ou  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point 
quelconque  M,  de  coordonnées  polaires  w,  p, 
soit  sur  cette  circonférence,  est  CM  =  R.  ou 
(no  55)  : 

V'p*  +  r^  —  "^Ir^  cos  (w  —  9)  =  R, 
«  ou  : 
*"»«•  ^-  (i)    p^  —  2pr  cos  (o  —  9)  +  7-i  —  Rî  =  0. 

Cette  équation  peut  être  écrite  : 

(2)  p*  +  2p(a  cos  w  +  p  sin  w)  +  8  =  0, 

en  posant  : 

(3)  a  =  —  r  cos  9,        ^  =  —  r  sin  9,        Ô  =  r^  —  R*. 

Inversement,  toute  équation  de  la  forme  {±)  représente,  quels  que  soient 
a,  p,  8,  une  circonférence  ;  son  rayon  R  et  les  coordonnées  polaires  9,  r  de  son 
centre  sont  données  par  les  équations  (3). 

Deuxième  méthode.  —  En  prenant  deux  axes  rectangulaires,  Tun  Ox  con- 
fondu avec  Taxe  polaire,  l'autre  Oy  directement  perpendiculaire  sur  Taxe 
polaire,  on  sait  que  l'équation  de  la  circonférence  est  : 

ic-  H-  2/'  +  2(xa;  4-  2^y  -f  8  =  0. 

On  en  déduit  l'équation  en  coordonnées  polaires  à  l'aide  des  formules 
(n°  53/  :  a?  =  p  cos  w,  y  =  p  sin  w  ;  ce  qui  donne  bien  l'équation  (2). 

114.  Cas  particuliers.  —  l""  Circonférence  passant  par  le  pôle.  —  Pour  une 
circonférence  passant  par  le  pôle,  on  a  :  R  =  db  ?•,  et  l'équation  (1)  se  réduit  à 

p*  —  2pr  cos  (o)  —  9)  =  0, 
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OU,  en  supprimant  la  solution  p  =:  0  qui  ne  correspond  qu'au  pôle  : 

p  =  2r  cos  (ft)  —  6), 
ou  encore  : 

(4) 

en  posant  : 

(o)  a  =  2r  cos  0,        h  =  %r  sin  8. 


p  s  a  cos  u>  +  6  sin  u), 


Inversement,  toute  équation  de  cette  forme  représente  une  circonférence 
passant  par  le  pôle;  les  coordonnées  6,  r  de  son  centre  sont  définies  par  les 
équations  (5). 
2®  Circonférence  tangente  au  pôle  à  Vaxe  polaire  (fig.  67).  —  Dans  ce  cas,  on 

peut  supposer:  6=  -^  et  Téquation  est  :  p  =  2r  cosf  w  —  -5-), 

(6)  p  =:  2r  sin  w. 


ou  : 


Fig.  68. 

3**  Circonférence  tangente  au  pôle  à  la  perpendiculaire  à  Vaxe  polaire 
(fig.  68).  On  a  alors  :  6  =  0  et  Téquation  est  : 

(7)  p  =  2rcosw. 

Remarque.  —  On  peut  former  directement  les  équations  (6)  et  (7).  Par 
exemple,  dans  le  cas  de  la  seconde,  on  obtient  OM  en  projetant  orthogonale- 
ment  le  diamètre  OA  passant  par  le  pcMe  sur  Taxe  02  d'angle  polaire  *ù,  ce 
qui  donne  : 

p  =  2;'  cos  (Ox,  Oz)  =  2r  cos  w. 

PROBLÈMES  SUR  LA  CIRCONFÉRENCE 

115.  Intersection  d'une  droite  et  d'une  circonférence.  —  Soient  données 
une  circonférence  (0)  de  rayon  R  et  une  droite  (D)  (fig.  69)  ;  désignons  par  k 
la  distance  du  centre  0  à  la  droite,  et  prenons  pour  axe  des  x  le  diamètre 
de  la  circonférence  perpendiculaire  à  (D)  et  dirigé  vers  (D),  pour  axe  des  y  le 
diamètre  parallèle  à  (D).  Dans  ces  conditions,  les  équations  de  la  circonfé- 
rence et  de  la  droite  sont  de  la  forme  : 


(0 


«'  4-  y*  —  IV  =  0,        j;  —  A  =  0. 


02 
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Chercher  les  points  d'intersection  de  (0)  et  (D),  c'est  chercher  les  points  M 

du  plan  dont  les  coordonnées  xeiy  vérifient  les  équations  (1);  c'est  donc 

résoudre,  par  rapport  kx  et  y,  le  système  des  deux  équations  (1).  De  là  les 

résultats  suivants  : 

1<*  Dans  rhypothèse  k<R,  c'est-à-dire  lorsque  la  distance  du  centre  Oàla 

droite  (D)  est  plus  petite  que  le  rayon  de  la 
circonférence,  il  y  a  deux  solutions  distinctes  : 
x  =  k,y  =  ±  v/R-  —  k^  ;  la  droite  et  la  cir- 
conférence se  coupent  en  deux  points  dis- 
tincts M  et  M',  symétriques  par  rapport  au 
diamètre  Oo;. 

2°  Dans  l'hypothèse  k>R,  le  système  (1)  n'a 
pas  de  solution  ;  la  droite  et  la  ci7'Conférence 
ne  se  coupent  pas. 

3°  Dans  l'hypothèse  particulière  :  fc  =  R,  le 
système  (1)  a  la  solution  double  :x  =  k,y==0; 
la  droite  et  la  circonférence  se  coupent  en  deux  points  confondus  sur  le 
diamètre  Ox, 


Fig.  09. 


116.  Tangente  à  la  circonférence.  —  On  dit  qu'une  droite  (D)  est  tangente 
à  une  circonférence,  lorsqu'elle  la  coupe  en  deux  points  confondus  en  un  seul 
appelé  le  point  de  contact. 

Théorème.  —  La  tangente  à  la  circonférence  est  perpendiculaii^e  au  rayon 
du  point  de  contact. 

Car,  on  vient  de  voir  que,  si  la  droite  (D)  est  tangente  à  la  circonférence  (0), 
le  point  de  contact  est  sur  Ox  ;  la  tangente  (D)  et  Ox,  rayon  du  point  de  con- 
tact, sont  bien  perpendiculaires. 

117.  Intersection  de  deux  circonférences.  —  Soient  donnés  deux  circonfé- 
rences (0)  et  (0^),  R  et  R'  leurs  rayons,  d  =  00'  la  distance  de  leurs  centres 
(fig.  70). 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  des  centres  00'  dirigée  de  0  vers  0',  pour 
axe  des  y  le  diamètre  perpendiculaire  de  la  circonférence  (0).  Les  équations 
des  circonférences  (0)  et  (0')  sont  : 

(\)  x^-\-y^  —  YV  =  0,        (x  —  dy  +  2/*  —  R'^  =  0. 

Chercher  leurs  points  d'intersection,  c'est  résoudre  par  rapport  kx  eiy  le 
système  des  deux  équations  (i).  Or,  dans  ce  système,  on  peut  substituer  à  la 
seconde  équation  celle  que  l'on  obtient  en  la  retranchant  membre  à  membre 
de  la  première  : 

(i2)  2c/a;  — rf^— R*  +  lV-  =  0,      ou:      x=      "^  ^^^ • 


Cette  équation  iit)  représente  une  droite  (D)  parallèle  h  Oy;  le  problème  se 
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ramène  donc  à  Tintersection  de  la  circonférence  (0)  et  de  cette  droite  (D).  La 
distance  du  centre  0  à  la  droite  est  :  A  = sr; ,   et   la   condition 


Ac  <  R  peut  être  écrite  : 


U 


idR  <  d^  +  R=^  —  11'*  <  2dll, 


Fig.  70. 


inégalités  qui,  résolues  par  rapport  a  d,  deviennent  : 

(3)  d  <  R  4-  R',        d  >  R  —  R',        rf  >  R  —  R. 

De  là  les  résultats  suivants  : 

1**  Si  la  distance  des  centres  est  plus  petite  que  la  somme  des  rayons  et 
plus  grande  que  leur  différence,  les  deux  cir- 
conférences se  coupent  en  deux  points  dis- 
tincts, symétriques  par  rapport  à  la  droite  des 
centres. 

2°  Si  la  distance  des  centres  est  plus  grande 
que  la  somme  des  rayons  ou  plus  petite  que 
leur  différence,  les  deux  circonférences  ne  se 
coupent  pas. 

3**  Si  la  distance  des  centres  est  égale  à  la 
somme  ou  à  la  différence  des  rayons,  les  deux 
circonférences  se  coupent  en  deux  points 

confondus  sur  la  droite  dos  centres.  Elles  sont  alors  tangentes,  au  même 
points  à  la  droite  (D);  on  dit  alors,  pour  cette  raison,  que  les  deux  circonfé- 
rences sont  tangentes. 

118.  Équation  de  la  tangente  à  la  circonférence.  —  iNous  nous  proposons, 
étant  donnés  une  circonférence  ((])  et  un  point  M  sur  cette  circonférence,  de 

former  Téquation  de  la  tangente  en  M  à  cette 
circonférence  (fig.  71). 

Supposons  la  circonférence  (C)  rapportée 
à  deux  axes  rectangulaires  quelconques  et 
représentée  par  son  équation  : 

(1  )      (j;  —  a)^.  +  (y  —  b)^  —  R-^  =  0  ; 

et  soient  Xo,  f/o  les  coordonnées  du  point  de 
contact  M. 

La  tangente  MT  est  la  perpendiculaire 
menée  par  M  sur  le  rayon  du  point  de 

contact  CM;  le  coefficient  angulaire   de  ce  rayon  étant  (n°  65)  :  ^ , 


Fig.  71. 


celui  de  la  tangente  est  (n*91)  : 


Xo  —  a 


;  donc  la  tangente  a  pour  équation  : 


x^  —  a 


(2)   y  — yo=  — -r^^T^Ca?  — o^o),  ou:(a?-#--a?o)(a;o~aj  + 
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On  peut  donner  une  autre  forme  à  cette  équation  en  l'ajoutant  membre  à 
membre  à  l'égalité  numérique  :  (Xo  —  a)^  -\-(yo  —  à)^  —  R*  =  0,  qui  exprime 
que  le  point  de  contact  M  est  sur  la  circonférence.  Ceci  donne  : 

(3)  (Xo  —  a){x  -  a)  +  (Vo  -  à){y  —  6)  —  R«  =  0. 

Remarque.  —  Si  Téquation  de  la  circonférence  (C)  est  donnée  sous  la 

forme  : 

a?»  4-  y-  4-  2aic  +  2?y  -+-  s  =  0, 

la  même  méthode  conduit,  en  remarquant  que  le  centre  C  a  pour  coordon- 
nées —  a,  —  p,  à  la  forme  suivante  de  l'équation  de  la  tangente  : 

xxo  +  yyo  +  ^{x  4-  Xo)  +  p(y  +  j/^)  4-  §  =  0, 

forme  que  Ton  pourrait  d'ailleurs  déduire  du  développement  de  l'équation  (3). 

Cas  particulier.  —  Si  la  circonférence  (C)  est  rapportée  à  deux  diamètres 
rectangulaires,  son  équation  est  : 

iC*4-2/*  — R*=0, 
et  celle  de  la  tangente  en  }IL(Xo,  yo)  devient  : 

xxo  4-  yyo  —  R*  =  0. 

119.  Tangentes  menées  par  un  point  donné.  —  Soient  donnés  une  circonfé- 
rence (0),  de  rayon  R,  et  un  point  P,  situé  à  une  distance  d  de  son  centre  ; 

nous  nous  proposons  de  déterminer  les 
tangentes  menées  de  P  h  la  circonférence 
(fig.  7:2).  Choisissons  pour  axes  deux  dia- 
mètres rectangulaires  Ox,  Oy,  l'axe  Ox  pas- 
sant par  P  et  dirigé  de  0  vers  P.  La  circon- 
férence (0)  est  représentée  par  son  équation  : 

x'  +  y'  —  R*^  0, 

et  le  point  P  par  son  abscisse,  d. 
Fig.  72.  Désignons  par  Xo,  yo  les  coordonnées  in- 

connues d'un  point  de  contact  M;  la  tan- 
gente en  ce  point  a  pour  équation  (n°  118j  : 

xxo  4-  yyo  —  R-  =  0. 

Pour  que  ce  point  M  réponde  à  la  question,  il  faut  et  il  suffît  qu'iV  soit  sur 
la  circonférence  (0)  et  que  la  tangente  en  ce  point  passe  par  P,  ou  que  Ton 
ait  :  dXo  —  R-  ^=  0,  ce  qui  exprime  que  ce  point  M  est  sur  une  droite  (D), 
d'équation  : 


X  = 


d 
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Le  problème  est  donc  ramené  à  rinlersection  de  la  circonférence  (0)  avec 
la  droite  (D)  (n*  118). 

Discussion.  —  La  condition  pour  qu'il  y  ait  deux  solutions  est  :  —r-  <R,  ou  : 

R  <  d.  D'où  les  résultats  suivants  : 

1*  Si  l'on  a  :  rf  >  R,  on  peut  mener  de  P  deux  tangentes  distinctes  à  (0)  ;  on 
dit  alors  que  le  point  P  est  extérieur  à  la  circonférence  (0)  ; 

2*  Si  l'on  a  :  d  <  R,  on  ne  peut  mener  de  P  aucune  tangente  à  (0),  et  l'on  dit 
que  P  est  intérieur  k  la  circonférence  ; 

3**  Si  l'on  a  :  d  =  R,  P  est  sur  (0),  et  l'on  ne  peut  mener  de  ce  point  que 
deux  tangentes  confondues  qui  coïncident  nécessairement  avec  la  tangente 
en  P. 

Rbmarqub.  —  Si  l'on  avait  pris  l'équation  de  la  tangente  en  M(a;o,  yo)  sous 
la  forme  (2)  (n*  148),  qui  devient  ici  : 

x^ix  —  Xo)  -h  Voiy  —  Vo)  =  0, 

le  même  raisonnement  établirait  que  les  points  de  contact  cherchés  sont  à 
l'intersection  de  (Oj  avec  une  autre  circonférence  :  x*+y^  —  dx  =  0,  décrite 
sur  OP  comme  diamètre.  On  retrouve  ainsi  la  construction  géométrique 
connue. 

120.  Tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée.  —  Soit  données  une  cir- 
conférence (0)  définie  par  son  équation  : 

x^  +  y*  —  B}  =  0, 

et  une  direction  6  définie  par  son  coefficient  angulaire  m.  Désignons  par 
^09  Vo  les  coordonnées  inconnues  d'un  point  de  contact  M  ;  la  tangente  en  ce 
point  a  pour  équation  : 

ocxo  -+-  yyo  ~  R*  ^  0. 

Pour  que  ce  point  M  réponde  h  la  question,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  sur 
la  circonférence  (0)  et  que  la  tangente  en  ce  point  ait  pour  coefficient  angu- 

laire  m,  ou  que  l'on  ait  :  ?n  = ^  ,  ce  qui  exprime  que  ce  point  M  est  sur 

yo     \ 
la  droite  :  my  +  a?  =  0,  ou  :  y  = x,  diamètre  de  (0)  perpendiculaire 

a  6. 

Le  problème  a  donc  toujours  deux  solutions. 

Formons  les  équations  de  ces  deux  tangentes.  Les  coordonnées  a?o,  yo,  des 
points  de  contact,  sont  définies  par  le  système  d'équations  : 

xl  +  yl  —  î{^=0,       Xo  +  myo  =  0, 

qui  donne  : 

R 
0^0  == — myo,     avec  :     yl(\  +  tn^)  =  R-,    ou  :    yo  =  ±:    .,    ,    —  • 

y/ 1  -f-  nv 
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Les  tangentes  cherrhc^es  sont  donc  reprf^sentf^es  par  la  double  (équation  : 

R  R 

qz    / .    .  mx  ±    /^       — 72/  —  R-  =  0, 

ou  : 

y  ss  mx  db  R  V^l  +  «»*. 

Remarque.  —  On  retrouvera  immédiatement  cette  équation  en  l'écrivant, 
a  priori,  y  =  mx  h-  A,  et  en  déterminant  h  par  la  condition  que  la  distance 
de  cette  droite  au  centre  soit  égale  au  rayon. 

121.  Tangentes  communes  à  deux  ciroonférences.  —  Soient  deux  circonférences  ^^O), 
(0')  que  nous  déflnirons  comme  au  n»  \M. 

La  condition  pour  que  la  droite  :  xx^  +  yy©  —  R*  =  0,  tangente  à  (0)  en  un  point  M(x„ y»:, 

soit  aussi  tangente  à  (0'),  est  que  sa  distance  au  centre  0'  soit  égale  au  ravon  R',  c'est- 

'  dxo  —  R* 

=  R',  ou,  M  étant  sur  0  : 


à-dire  : 


\/x,*-fyo* 


dx^  —  R«  =  ih  RR'. 


0 


Le  double  signe  montre  d'abord  qu'il  y  a  deux  groupes  de  solutions. 

Avec  le  signe  +>  l'expression  dxc  —  R*,  résultat  de  substitution  des  coordonnées  «lu 
centre  0'  dans  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  tangente,  est  positive  et,  par  consé- 
({uent,  les  centres  0  et  O'  sont  de  part  et  d'autre  de  la  tangente  cherchée.  Avec  le  signe  — , 
les  centres  0  et  0'  sont  d'un  m»»me  côté  de  cette  tangente.  On  dit  que  la  tangente  est. 
dans  le  premier  cas,  une  tangente  commune  intérieure^  tlans  le  second,  une  tangente  com- 
mune extérieure. 

Ensuite,  dans  chacun  de  ces  cas,  le  problème  se  ramène  à  l'intersection  de  (0)  avec  une 
parallèle  à  Oy  : 

dx  —  R*  =  ±  RR',      ou  :      x  = 

La  condition  pour  (|u'il  y  ait  deux  tangentes  communes  intérieures  est  : 

R*  -I-  RR' 


d 


<  R,      ou  :      ï/  >  R  +  R'. 


La  condition  pour  qu'il  y  ait  dt'ux  tangentes  communes  extérieures  est,  en  supposant 
R  >R'  : 

R«  — RR'        „  ^       „       „, 
-^ <  R,      ou  :      f/  >  R  —  R'. 

122.  Condition  d'orthogonalité  de  deux  circonférences.  —  On  dit  que  deux 
circonférences  sont  orthogonales  lorsque  leurs  tangentes  en  un  de  leurs 
points  d'intersection  sont  rectangulaires. 

Proposons-nous  de  trouver  la  condition  d'ortliogonalité  de  deux  circonfé- 
rences (G)  et  {C)  définies  par  leurs  équations  : 

(l)    a;-  +  y*  +  2xa;  +  -2fiy  +  ô=0,        x^ -4- r  +  ^2a'x  +  2?'y  +  ô' =  0. 

En  un  point  M(:r,  y),  commun  à  iC)  et  k  {(Y),  les  tangentes  sont  respective- 
ment perpendiculaires  aux  rayons  des  points  de  contact  qui  ont  pour  coefïi- 

y-\-'p        y  +  W 
cients  angulaires et  — ; — ,  • 


^nr- 
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Par  conséquent,  la  condition  cherchée  est  qu'il  existe  des  valeurs  de  a;  et  y 
vérifiant  les  équations  (1)  ainsi  que  la  condition  : 

(-f^)-(-f^)-<. 

ou,  en  développant  : 

ri)  X'  +  y'-\-  X{^  +  a')  +  i/(?  +  f/j  +  aa'  +  ^?'  ==  0. 

Multiplions  Téquation  (2)  par  2,  les  deux  équations  (i)  par —  1  et  ajoutons  ; 
nous  obtenons  la  condition  : 

(3;  2(aa' +  p^j  -  (ô  +  ô';  =  0, 

qui  peut  remplacer  l'équation  (2). 

Cette  dernière  est  indépendante  des  deux  inconnues  x  et  y  qui  sont  alors 
données  par  le  système  des  deux  équations  (1)  ;  c'est  donc,  sous  la  seule 
réserve  que  les  deux  circonférences  se  coupent,  la  condition  d'orthogonalilc 
cherchée. 

Remarque.  —  Si  les  deux  circonférences  sont  définies  par  les  coordonnées 
a,  b,  a',  V  de  leurs  centres,  et  par  leurs  rayons  R,  R',  leurs  équations  sonl  : 

(X  —  af  +  (y  —  bf  •—  R=^  =  0,        {x  —  a!f  +  {y  —  b'f  —  R'^  =  0  ; 

et  la  condition  d'orthogonalité  devient  : 

2(aa'  +  bb')  —  (a^  +  6»  —  R^  +  a"  +  b''  —  K'')  =  0, 

(a  —  a'f  +  (ô  —  by  =  R=^  +  \\!\ 

que  l'on  peut  écrire  : 

e/-'  ==  R=»  4-  R'^ 

d  étant  la  distance  des  centres  des  deux  circonférences. 

Lorsqu'elle  est  remplie  et  que  les  circonférences  sont  réelles,  la  distance 
des  centres  satisfait  aux  conditions  : 

|R— Ri  <d<R4-R 

et,  par  suite,  les  circonférences  se  coupent  en  deux  points  ;  il  y  a  donc  deux 
systèmes  de  valeurs  de  a?  et  y  vérifiant  les  équations  (1),  c'est-à-dire  que  les 
circonférences  sont  orthogonales  en  deux  points. 

EXERCICES 

1 .  DétcrmincT  les  centres  de  similitude  de  deux  circonférences,  vérifier  que  l'un  est  le  point  de  rcucontro  dos 
tangentes  communes  extérieures,  Tautrc,  celui  des  tangentes  communes  intérieures. 

3.  Trois  circonférences,  prises  deux  à  deux,  ont  sis  cenlrcs  de  similitude  qui  sont  les  six  sommets  d'un  qua- 
drilatère complet  ayant  pour  diagonales  les  trois  ligues  des  centres. 

3.  Les  deux  cercles,  passant  par  rinlerscction  de  doux  cercles  donnés  cl  ayant  rcspcctivemoiil  pour  centres 
leurs  centres  de  similitude,  sont  bissecteurs  do  l'angle  sou<)  loque!  se  couponl  les  deux  cercles  donnés. 

Tbfssk  et  Thyiîakt,  Géoméirio  anahtiqno.  7 
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4.  Lieu  des  poiiiU  d'où  l'on  voil  deux  cercles  donnés  sous  le  mânio  angle. 

5.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Oj?,  Oy  et  un  point  fixe  P  ;  on  considère  un  point  variable  A  Mir  Ox 
et  un  point  viiriablc  B  sur  Oy,  tels  qtie  l'on  ail  :  PA*  •+-  PB*  =  k*,  k  étant  une  longueur  donnée.  Trouver  le 
lieu  du  milieu  do  AB. 

G.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  l'on  considère   un  point  variable  A  sur  Ox  et  un  point 
variable  B  sur  Ox,  tels  que  l'on  ait  :  ÔA  +  ÔB  =  Jt,  k  étant  une  longueur  donnée. 
1°  Trouver  le  lieu  du  milieu  de  AB. 
30  Montrer  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB  passe  par  deux  points  fixes. 

7.  On  donne  deux  circonférences  (C)  et  (C)  se  coupant  en  A  et  B:  une  sécante  fixe  passant  par  A  les  coupe  en 
1)  et  D',  et  une  sécante  variable  passant  par  B  les  coupe  en  M  et  M^  Démontrer  que  les  droites  DM,  D'M' 
sont  parallèles. 

8.  Etant  donné  un  triangle  équilaléral,  trouver  le  lieu  dcf(  points  tels  que  la  distance  de  chacun  d'eux  k  l'un 
des  sommets  soit  égale  à  la  somme  de  ses  distances  aux  deuv  autres  sommets. 

9.  Théorème  de  Sirnsoti.  —  Si  un  point  P  est  sur  le  cercle  circonscrit  à  un  triangle,  les  pieds  de»  |>erpenfli- 
culaire-s  abaissées  de  P  sur  les  côtés  du  triangle  sont  en  ligne  droite,  et  réciproquement. 

Vérifier  que  celle  droite,  appelée  droite  de  Simson,  est  c({uidislante  du  centre  du  cercle  circonscrit  et  du  poiol 
de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle. 

iO.  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  deux  points  fiscs  P,  P^  sur  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  trouver  le 
lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  do  Simson  correspondant  ii  P  et  P',  lorsqu'on  déplace  le  sommet  C  sur  le 
cercle  on  laissant  fixes  les  points  A  et  B. 

11.  Le:»  quatre  cercles  circonscrits  aux  triangles  obtenus  en  combinant  trois  à  trois  quatre  droites  données 
ont  un  iM)inl  commun. 

13.  Lieu  des  centres  dos  cercles  qui  sont  vus  de  deux  points  donnés  sous  des  angles  donnés. 

13.  Déterminer  les  cercles  passant  par  deux  points  donnés  cl  tangents  à  nue  droile  ou  à  une  eircoofércnee 
donnée. 

14.  Les  cercles  qui  ont  pour  diamètres  trois  cordes  d'un  même  cercle,  issues  d'un  même  point  de  ce  cercle, 
se  coupent  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

I;i.  Théorème  de  l'appxis.  —  Le  proiluit  des  dislaneos  dun  poiiil  d'un  cercle  à  deux  côtés  opposéis  d'un  (|iia- 
drilalèrc  inscrit  dans  le  cercle  est  égal  au  produit  des  dislances  du  même  point  aux  deuv  autres  côtés,  ou  aux 
deux  diagonales. 

Que  devient  cet  énoncé  lorsque  deux  côtés  opposés  deviennent  tangents  au  cercle  ? 

16.  Par  un  point  commun  à  deux  circonféivuccs,  on  mène  une  sécante  mobile  ({ui  rencontre  les  circoufc- 
rcuccs  en  M  et  M^  Lieu  du  {loint  qui  divise  MM'  dans  un  rapport  donné. 

17.  Cercle  des  neuf  points.  —  Dans  un  triangle,  les  milieux  des  Irois  côtés,  les  pieds  des  hauteurs  ci  le» 
milieux  dex  distances  des  trois  sommets  au  point  de  rencontre  des  hauteurs  sont  neuf  points  situés  sur  un  même 
cercle,  appelé  cercle  des  neuf  points. 

Le  contre  de  cette  circonférence  esl  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  point 
de  concours  des  hauteurs;  son  rajon  est  la  moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit. 

18.  Ktanl  donnés  quatre  points  A.  B,  P,  Q  formant  une  division  harmonique,  tous  les  cercles  qui  passent  par 
deux  points  conjugués,  A  et  B,  cou|ient  orthogonalemenl  le  cercle  décrit  sur  PQ  comme  diamètre. 


CHAPITRE  VI 


AXES  RADICAUX.  APPLICATIONS 


123.  PnîBsaim  d'un  point  par  rapport  à  une  circonférence.  —  Théorème.  — 
Le  produit  det  dwx  segments  inter*ceptès  par  une  circonférence  sur  une 
sécante  variable  is9ue  d'un  point  fixe  et  ayant  pour  origine  ce  point  fixe  est 
constant. 

Rapportons,  en  efîet,  la  circonférence  à  deux  axes  rectangulaires  ayant  leur 
origine  au  point  fixe  0  (flg.  73),  et  soit  : 


I) 


ic^  4-  y*  4-  2aa?  +  2^y  +  S  =  0 


son  équation.  En  transformant  cette  équation  en  coordonnées  polaires,  on 
trouve  immédiatement,  comme  on  Ta  vu  plus 
haut  (n«  113)  : 

p2  +  2p(*  cos  Cl)  +  ^  sin  w)  -f-  ô  =  0. 

C'est  une  équation  du  second  degré  en  p,  et 
ses  racines  p,  p'  ont  un  produit  indépendant 
de  w  : 

pp'  =  8  ; 

ce  qui  signifie  que,  quelle  que  soit  la  direc- 
tion d'une  sécante  OMM'  issue  du  point  fixe  0, 
le  produit  OM  XÔST  est  constant  et  égal  h  8.  C.  Q.  F.  D< 


Fig.  73. 


Définition.  —  Ce  produit  constant  est  appelé  puissance  du  point  fixe  par 
rapport  à  la  circonférence. 


124.  Expression  de  la  puissance  d'un  point.  —  I.  Expression  analytique.  — 
Ce  qui  précède  montre  que,  si  le  coefficient  de  x^  -h  y*  dans  l'équation  de  la 
circonférence  est  l'unité,  la  puissance  de  V origine  est  égale  au  terme  constant 
du  premier  membre  de  V équation. 

On  en  déduit  l'expression  analytique  de  la  puissance  d'un  point  (juel- 
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conque  P(a:o,  y©)»  en  effectuant  une  translation  des  axes  qui  amène  rorigine 
en  ce  point.  Les  formules  de  transformation  sont  (n*  45)  : 

x  =  Xo  +  x',       y  =  yo  +  y'; 

et,  en  désignant  par  f{x,  y)  le  premier  membre  de  (1),  l'équation  transformée 
est  f(Xo  +  ^'t  yo  +  y')  =  0.  Dans  celle-ci,  le  coefficient  de  x'^  +  y-  est  encore 
l'unité  et  le  terme  constant,  qui  s'obtient  en  y  faisant  :  a?'  =  y'  =  0,  est 
f{Xo»  yo),  d'où  la  règle  suivante  : 

Lorsque  le  coefficient  de  x^  +  y*  dans  l'équation  d'une  circonférence  est 
Vunité,  la  puissance  d'un  point  quelconque  est  égale  au  résultat  de  subs- 
titution des  coordonnées  de  ce  point  dans  le  premier  membre  de  Véqua- 
tion. 

II.  Expression  géométrique.  —  Si  nous  mettons  en  évidence  le  centre  ÇAa,b) 
et  le  rayon  R  de  la  circonférence,  le  premier  membre  de  son  équation  prend 
la  forme  :  (x  —  a)'  +  (y  —  W  —  I^*»  ^^  ^^  puissance  de  P  est  alors  : 

{Xo  —  «)•+  (2/0  -  6)»-  R-  =  rf«  —  R', 

en  désignant  par  d  la  distance  du  point  P  au  centre  G. 

Par  conséquent,  si  le  point  P  est  extérieur  h  la  circonférence  (d  >  R),  sa 
puissance  est  positive  ;  s'il  est  intérieur  y  sa  puissance  est  négative  ;  sMl  est  sur 
la  circonférence,  sa  puissance  est  nulle  ;  et  réciproquement. 

De  plus,  si  P  est  extérieur,  sa  puissance  est  aussi  égale  au  carré  de  la  lon- 
gueur de  la  tangente  menée  de  ce  point  à  la  circonférence,  cette  tangente 
étant  une  sécante  particulière  qui  coupe  la  circonférence  en  deux  points  con- 
fondus. 

125.  Axe  radical  de  deux  circonférences.  —  Théorème.  —  Le  lieu  des  points 
d'égales  puissances  par  rapport  à  deux  circonférences  non  concentriques 
est  une  droite. 

Soient,  en  effet,  deux  circonférences  (G),  (G')  ayant  pour  équations  : 

(1)  Jî*  ^  î/2  ^  âoo;  +  2py  -f  6  =  0,        a;^  +  y^  +  ^ol'x  +  2^y  +  8'  =  0. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  M  {x,y)  ait  même 
puissance  par  rapport  à  {C)  et  (G')  est  ; 

x'^ 4- 2/2  +  2aa:  +  2?y  +  8  =  ^2 4-  2/2+  2a'j:  +  2^2/  +  8', 
ou  : 

(2)  2(a  —  (x')x  +  2(p  —  ^')y  +  8  —  8^  =  0. 

Cette  relation  étant,  en  général^  du  premier  degré  en  x  et  y,  la  condition 
est  donc  que  M  soit  sur  une  droite  déterminée.  Il  y  aura  exception  si  Ton  a  : 
a  =  a',  p  =  P',  c'est-à-dire  si  (G)  et  (C)  sont  concentriques  G.  Q.  F.  D. 

DÉFINITION.  —  Cette  droite  est  appelée  axe  radical  des  deux  circonférences 
et  le  calcul  effectué  conduit  à  la  régie  suivante  : 
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Léquation  de  l'axe  radical  se  forme  en  retranchant  membre  à  membre 
les  équations  des  deux  circonférences,  à  condition  que  dans  ces  équations 
les  coefficients  de  x^  +  y^  soient  l'unité. 

Dans  tout  ce  qui  suit^  nous  supposerons  toujours  remplie  cette  dernière 
condition. 


Remarques.  I.  —  Vaxe  radical  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres. 
—  Car  le  coefficient  angulaire  de  cette  droite,  d'équation  (2),  est  —  ^ ^, ,  et 

celui  de  la  droite  qui  joint  les  centres  C( —  cl,  —  p)  et  C'( —  ol',  —  ^)  est  ^ —,  ; 

ils  satisfont  à  la  condition  de  perpendicularitë  (n**  91  j. 

II.  —  L'axe  radical  de  deux  circonférences  sécantes  est  leur  corde  com- 
mune ;  celui  de  deux  circonférences  tangentes  est  la  tangente  au  point  de 
contact,  —  Car  tout  point  commun  aux  deux  circonférences  a  une  puissance 
nulle  par  rapport  à  chacune  d'elles. 

III.  —  Va^e  radical  de  detÂX  circonférences  concentriques  est  rejeté 
à  Vinflni.  —  Car  dans  ce  cas,  Téquation  (2)  se  réduit  à  une  impossibi- 
lité. 

126.  Faisceau  linéaire  de  circonférences.  —  Théorème.  —  Étant  données 
une  circonférence  (C)  et  une  droite  (D;,  il  y  a  une  infinité  de  circonférences 
{V)  telles  que  (D)  soit  taxe  radical  de  (C)  et  de  (F),  et  les  circonférences  (D 
ont  deux  à  deux  pour  axe  radical  la  droite  (D). 

Soient,  en  effet  : 

(i)  D  =  0,        f{x,y)  =  0, 

les  équations  de  (D)  et  (G);  et  cp(a;,  y)  =  0,  l'équation  d'une  circonférence 
inconnue  (P). 

L'axe  radical  de  (C)  et  de  (P)  a  pour  équation  (n®  125)  : 

?(^.  y)  —  f(pc*  y)  =  0  ;    - 

pour  que  ce  soit  {]}),  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  identiquement  (n^  60)  : 
?(ip»  y)  —  f(^'  y)  =  '^D,        ou  :        <f(x,  y)  =  f{x,  y)  +  aD, 

A  étant  une  constante  arbitraire  ;  c'est-à-dire  que  l'équation  de  (f)  sera  de  la 
forme  : 

(2;  fix,  y)  +  aD  =  0. 

Cette  équation  représentant  bien,  quel  que  soit  \  une  circonférence  (V),  la 
première  partie  du  théorème  est  démontrée. 
Cela  étant,  considérons  deux  quelconques  de  ces  circonférences  (Fj  : 

f{x,  y)  +  >^D  =  0,        f(x,  y)  +  ulD  =  0, 
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>.  et  {I.  étant  quelconques,  mais  distincts.  I^es  coefficients  de  x^  +  y*  dans 
ces  deuK  équations  étant  l*unité,  i*axe  radical  de  ces  deux  circonférences  a 
pour  équation  : 

lA^.  y)  +  ^I>]  —  \M^  2/^  +  I^D]  =0,         ou  :         (a  —  a)D  =  0, 


ou  enfin,  a  et  u.  étant  distincts  : 


D  =  0. 


C.  0.  F.  D. 


DÉFINITION.  —  Ce  système  de  circonférences  {V)  est  appelé  faisceau  linéaire 
de  circonférences. 

Cas  oit  le  faisceau  est  défini  par  deux  circonférences  quelconques.  — 
Supposons  le  faisceau  défini  par  deux  circonférences  quelconques  : 

f=0,        f  =  0. 

Dans  ce  cas,  la  droite  (D)  a  pour  équation  :  f —  f  =  0,  et  Téquation  (i) 
devient  f  +  a(/*—  D  =  0,  ou  :  /"  —  .       .  f  =  0,  ou  enfin  : 

1  -f-  A 

(3)  f+^r  =  o, 

\L  étant  un  paramètre  arbitraire. 

Remarque.  —  Si  la  circonférence  (C)  et  la  droite  (D)  se  coupent  ou  sont 
tangentes,  l'équation  (2)  est  l'équation  générale  des  circonférences  passant 
par  leurs  points  dintei^section  distincts  ou  confondus. 

Si  les  circonférences  (C)  et  ((7)  se  coupent  ou  sont  tangentes,  Téquation  (3) 
est  l'équation  générale  des  circonférences  passant  par  leurs  points  d'inter- 
section distincts  ou  confondus. 

127.  Classification  des  faisceaux  de  circonférences.  —  Le  faisceau  étant  défini  par  s^on 


Fi?.  7i. 


Fig.  75. 


ave  radical  (D)  et  une  circonfrrcnre  (Ci,  pivnons  col  axo  radical  pour  axe  Oy  et  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  (\o  iCi  sur  (D)  pour  axe  0.r. 
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Les  équations  de  (G)  et  de  (D)  sont  : 

a,-*  +  y*  —  iaa:  +  A-  =  0,        a:  =  0. 

L'équation  générale  des  circonférences  (F)  est  donc  : 
il)  w*  +  y*  +  2fl.r  +  /p  +  Xj-  ==  0,        ou  :        a»  -f  »/*  —  fxr  +  A-  =  0, 

1  étant  un  paramétre  variable. 

Dans  cette  équation  la  constante  k  est  la  puissance  conslan/e  de  l'ongvie  (point  de  l'axe 
radical)  par  rapport  à  toutes  les  circonféi'onces  du  faisceau;  le  paramétre  et  est  l'abscisse 
variable  du  centre  de  (r). 

D'abord,  le  coefUcient  de  y  dans  cette  équation  est  nul;  par  conséquent  le  centre  de  (P) 
décrit  l'axe  Oo;;  en  d'autres  termes  :  le  lieu  des  centres  des  circonférences  d'un  faisceau 
linéaire  est  une  droite  perpendiculaire  à  taxe  radical  du  faisceau. 

Ensuite,  les  ordonnées  d«s  points  d'intcrseclion  do  l'axe  radical  {x  =  0)  avec  (F)  sont  don- 
nées par  l'équation  : 

y  +  ^  =  0,        ou  :        U*  =  —  A, 

dont  les  racines  sont  fixes  ;  elles  sont  réelles  pour  A;  •<  0,  imaginaires  pour  A;  >  0,  toutes 
deux  nulles  pour  ^  =  0. 
Ëniin,  l'équation  (1)  peut  être  écrite  :  (x  —  a)*  -f  y*  =  a*  —  A*,  ce  qui  montre  que  le 

rayon  de  (F)  est  :  R  =  y^a*  —  k,  rayon  toujours 
réel  pour  A  ^  0  et  qui  n'est  réel,  pour  k  >  0, 
que  si  l'on  a  :  a*  —  A:  >  0,  ou  :  |  a  |  >  \/ k. 

De  là,  trois  fonncs  distinctes  de  faisceaux 
de  cercles  : 

!•  Ar  <  0  (Hg.  74).  Le  faisceau  est  formé  des 
rirconférences  passant  par  deux  points  fixes 
distincts,  P  et  Q,  de  l'axe  radical  {.r  =  0, 
y  =zdz  V —  k)  ;  toutes  les  circonférences  du 
faisceau  sont  réelles. 

2*  k  y>  0  (lig.  7o).  Le  faisceau  coînprend 
deux  circonférences  de  myon  nul,  de  centres  Fig.  76. 

F,  F'  (oc  =  it  ^k)t    points   que  l'on   appelle 

points  limites  du  faisceau;  les  centres  de  toutes  les  autres  circonférences   sont  placés  en 
dehors  du  segment  FF';  aucune  des  circonférences  du  faisceau  ne  coupe  l'axe  radical. 

3«  Ar  =  0  (fig.  76)%  L'équation  (1)  se  réduit  à  :  x*  -\-  y*  —  2xr  =r  0  et  le  faisceau  est 
formé  des  circonférences  tangentes  a  une  droite  fixe  (D),  en  un  point  fixe  0.  Ce  cas  peut 
être  considéré  comme  un  cas  limite  de  chacun  dos  deux  autres. 

128.  Circonférences  orthogonales  à  deux  autres.  —  Proposons-nous  de 
chercher  les  circonférences  (r),  orthogonales  à  deux  circonférences  non  con- 
centriques données^  (C)  et  {CJ).  Pour  cela,  prenons  la  droite  des  centres  de 
(C)  et  (C)  pour  axe  Ox  et  leur  axe  radical  pour  axe  Oy.  Les  équations  de  (C) 
et  (C)  sont  alors  : 

(1;  x^  +  y'"-  iax  +  k  =  0,        a;^  +  y^  —  2a'x  +  A  =  0, 

puisque  leurs  centres  sont  sur  Ox  et  que  Torigine  a  même  puissance,  fe,  par 
rapport  à  chacune  d'elles. 
Cela  étant,  soit  : 

[±)  x'  +  y^  +  2ax  +  2^y  +  5  =  0 

réquatioD  d'une  circonférence  inconnue  (T).  Les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  qu'elle  soit  orthogonale  à  (Cj  et  (CJ)  sont  {n°  122)  : 

2aa  +  5  +  A  =  0,        2aa'  +  6  +  ^  =  0, 


tt)4 
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OU,  a  étant  dilTërent  de  a'  : 


a=0,        8  =  —  ^. 


L*équation  générale  des  circonférences  (V)  est  donc  ; 
(3)  x*'  +  y'  +  ^y-'k  =  0; 

elle  dépend  d'un  paramètre  arbitraire  p.  Ce  résultat  conduit  immédiate- 
ment aux  conséquences  suivantes  : 

1®  Le  paramètre  p  figurant  au  premier  degré,  les  circonféi'ences  orihogo- 
)iales  à  deux  autres  forment  un  faisceau  linéaire  dont  Vaxe  radical  est  la 
droite  des  centres  des  deu-x  premières. 

2®  Le  centre  de  la  circonférence  (3)  décrit  Oy;  donc,  le  lieu  des  centres  des 
circonférences  orthogonales  à  deux  autres  est  Vaxe  radical  de  celles-ci. 


129.  Faisceaux  orthogonaux.  —  L'équation  (3)  esl  indépendanLe  de  a  et  a'  ;  elle  ne  dépond 
que  de  k.  Donc  la  circonférence  représentée  pur  celte  équation  est  orthogonale  à  toutes  les 
circonférences  obtenues  en  faisant  varier  les  coefiicients  a  et  a'  dans  les  équations  (1): 
c'est-à-dire  que  les  circonférences  ÇÙ)^  orthogonales  à  deux  autres,  sont  aussi  orthogonales  à 
toutes  les  circonférences  du  faisceau  linéaire  qui  comprend  les  deux  premières.  Par 
suite,  à  tout  faisceau  linéaire  (8)  de  circonférences  co7*respond  un  autre  faisceau  linéaire  (S>. 
tel  que  toute  circonférence  de  (S|  soit  orthogonale  à  toute  circonférence  de  (2).  (Sj  et  iMi 
sont  dits  faisceaux  orthogonaux. 

y 


1-%  •  tmtm 


Fig.  78. 


On  itMiianiuera  <iue  dans  citacun  drs  deux  faisc(iau\  orthofçonaux  (S)  et  (X),  les  puis- 
sances constantos,  k  vl  —  A*,  de  l'orif^ine  commune,  c'pst-à-dire  du  point  d'inU^rsection  de 
l'axe  radical  et  de  la  li^'iie  des  centivs,  sont  opposées  ;  en  supposant,  par  exemple.  A:  >>  U 
(fig.  77),  le  faisceau  (X)  est  formé  de  circonférences  passant  par  deux  points  fixes  F,  F' 
de  Oa;  {x  =  ±:  y'/r,  y  =0),  et  l'autre  faisceau  (S)  a  deux  points  limites  qui  sont  prccist**- 
ment  les  mêmes  points.  Donc,  en  général,  c/a/w  deux  faisceaux  orthogonaux,  Vun  a  deux 
points  limites  qui  appartiennent  à  toutes  les  circonférences  de  l'autre. 

Dans  le  cas  particulier  :  k  .=  0  (lig.  78),  les  circonférences  (Ij  sont  tangentes  en  0  à  Ox  et 
les  circonférences  (8)  sont  tangentes  en  0  à  Oy.  Donc,  les  deux  faisceaux  sont  formés  de  cir- 
conférences tangentes  respectivement  à  deux  droites  rectangulaires,  en  leur  point  d'inter- 
section. 


CIRCONFERENCE  ORTHOGONALE  A  TROIS  AUTRES  103 

130.  Centre  radical  de  trois  circonférences.  —  Théorème.  —^  Les  axes  radi- 
cattx  de  trois  circonférences  prises  deux  à  detuc  sont,  en  général,  concou- 
rants; leur  point  de  concours  est  le  seul  point  d'égales  puissances  par 
rapport  aux  trois  circonférences. 

Soient,  en  effet,  trois  circonférences  (G;,  (Cj,  (C")  d'équations  : 

f{x,  y)  =  0,        g(x,  y)  =  0,        h{x,  y)  =  0. 

Prises  deux  à  deux,  elle  ont  pour  axes  radicaux  les  droites  : 

f—g  =  0,        g^h=0,        h-f=0. 

Les  première  membres  de  ces  équations  vérifiant  Tidentité  : 

(f-  g)  +  (g  —  à)'^  (h  —  rj  =  0, 

ces  trois  axes  radicaux  sont,  en  général,  concourants  (n^  79). 

De  plus,  leur  point  de  concours  est  le  seul  dont  les  puissances  par  rapport 
aux  trois  circonférences  soient  égales;  car  un  tel  point,  s'il  existe,  appartient 
nécessairement  aux  trois  axes  radicaux.  C.  Q.  F.  D. 

Définition.  —  Ce  point  est  appelé  centre  radical  des  trois  circonférences. 

Remarques.  I,  —  Le  centre  radical  est  rejeté  à  l'infini  lorsque  les  axes 
radicaux  concourent  à  Tinflni,  c'est-à-dire  lorsqu'ils  sont  deux  à  deux  paral- 
lèles. C'est  ce  qui  arrive  lorsque  les  centres  des  circonférences  sont  en  ligne 
droite  et  dans  ce  cas  seulement. 

II.  —  Le  théorème  tombe  en  défaut  lorsque  les  axes  radicaux  de  (Cj,  (C)  et 
de  (C),  {Q!')  sont  confondus,  c'est-à-dire  lorsque  les  trois  circonférences  font 
partie  d'un  même  faisceau  linéaire. 

131.  Circonférence  orthogonale  à  trois  autres.  —  Proposons-nous,  étant 
données  trois  circonférences  (C),  (C'j,  (C"),  de  chercher  une  circonférence  (Fj 
qui  leur  soit  orthogonale. 

Supposons  d'abord  que  les  centres  de  ces  trois  circonférences  ne  soient  pas 
en  ligne  droite;  elles  ont  un  centre  radical  0  que  nous  prendrons  pour  ori- 
gine des  coordonnées.  Les  équations  des  trois  circonférences  sont  alora  : 

x^-^-y^  —  2cj?  —  ^bx+k  =  0, 
x^  +  y'  —  "ia'x  —  Wy  +  A  =  0, 
x'-\-y^  —  ia"x  —  Wy  +  ^  =  0, 

♦»t  le  terme  constant  /cest  le  même,  puisqu'il  est  égal  à  la  puissance  commune 
de  l'origine  0  par  rapport  aux  trois  circonférences. 

Soit  : 

^^  +  2/*  4-  2ax  +  2^y  +  ô  =  0 

l'équation  d'une  circonférence  inconnue  (f).  Les  conditions  nécessaires  et 
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suffisantes  pour  qu'elle   suit   orthogonale  à  (C),  (C/),   (G'O   sont  (n®  lâî)  : 

2(aa  +  6p)  +  8  +  A;  =x  0, 

2(a'a  -t-  b'p)  +  8  +  ^  =  0, 
2(  a"4  +  6''^)  +  8  4-  /c  =  0. 

conditions  qui  forment  un  système  de  trois  équations  linéaires  et  homogènes 
par  rapport  à  a,  ^,  8  -f-  ^.  Le  déterminant  de  ce  système  n'est  pas  nul,  en 
général,  sans  quoi  (C),  (C),  (C')  auraient  leurs  centres  en  ligne  droite.  Le  sys- 
tème d'équalions  (3)  admet  donc  une  solution  et  une  seule  : 

a  =  0,        ^^  =  0,        ù  +  k  =  0,        ou  :        5  =  —  A:  ; 

il  y  a  donc  une  circonférence,  el  une  seule,  orthogonale  à  (G),  (C),  (G");  son 

équation  est  : 

iP-  4-  y-  —  A:  =  0. 

Son  centre  est  le  centre  radical  de  (G),  (GO,  (G")  ;  le  carré  de  son  rayon 
est  égal  à  la  puissance  commune  de  ce  centime  radical  par  i^apporlà  (Gj. 
(G'),  (G")-  Gelle  circonférence  est  donc  réelle,  si  le  centre  radical  est  exté- 
rieur à  (G),  (CJ),  (C),  imaginaire,  s'il  leur  est  intérieur  ;  elle  se  réduit  à  un 
point,  si  le  centre  radical  est  commun  à  (G),  (G^,  {^'.'O- 

Dans  le  cas  où  les  circonférences  (G),  (G')»  (G'O  ont  leurs  centres  en  ligne 
droite,  la  droite  des  centres,  qui  leur  est  orthogonale,  peut  être  considérée 
comme  une  solution  limite.  Gette  solution  est  la  seule,  excepté  si  (G),  (C),  (G'O 
appartiennent  en  outre  à  un  même  faisceau  linéaire;  dans  ce  cas,  toutes  les 
circonférences  du  faisceau  orthogonal  répondent  à  la  question. 

APPLICATIONS  DK   LA   THÉORIE  DE  LA  CIRCONFÉRENCE 

132.  Problème.  —  Lieu  des  points  fVoii  Von  voit  un  serment  de  droite  sotis  un  angle 
constant  en  grandeur  et  en  sens. 

Etant  donnés  deux  points  fixes  F,  F'  et  un  angle  a  (flg.  79),  proposons-nous  de  trouver 
le  lieu  des  points  M,  tels  que  l'angle  (MF',  MF)  soit  égal  à  a. 

Pour  cela,  prenons  la  droite  FF'  pour  axe  Ox  et  la  perpendiculaire  en  son  milieu  pour 
axe  Oy;  désignons  par  c  et  —  c  les  abscisses  de  F  et  de  F'.  Cela  étant,  considérons  dans 
le   plan   un   point   quelconque  M(a',  y)  ;  les  coefficients  angulaires    de  MF,   MF'  sont  : 

y  y 

'  /__  ^  »     _  \ —  .  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  M  soit  un  point  du  lieu 

est  :  (JVIF'.  MF)  =  a,  ou,  l'angle  (MF',  MF)  étant  défini  par  sa  tangente  :  tg  (MF'.  MF;  =  Ig  «, 
ou  enfin  (n»  90)  : 

y  y 


X  —  c         .r  -\-  c  .  2cy 

=  iR  *•        ou  •  ,.1  _L  .,i ■;:*  =  tg  a  : 


^a  —  c'^x  +  c 

c'est-à-dire  : 

(I)  .7*  +  y*  —  2cy  colg  a  —  c*  =  0. 

Le  lieu  cherché  est  donc  la  circonférence  représentée  par  l'équation  (1). 
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En  faisant  varier  %.  Tôquation  (i)  roproscntc  unr  circonftTrnce.  appartenant  à  un  fais- 
ceau linéaire  dont  0^-  est  l'axe  radical:  ce  faisceau  linéaire  a  doux  points  fixes  qui  sont 
précisément  F  et  F'  (n»  127).  Le  lieu  cherché  est  donc  une 
circonférence  passant  par  F  et  F'. 

Remarque.  —  On  peut  se  proposer  de  cherclier  pour 
quelles  positions  du  point  M  Vangle  (MF',  MF),  est  plus 
petit  que  a,  en  se  limitant,  pour  cet  an^le,  à  la  détermi- 
nation comprise  entre  0  et  r. 

La  condition  est  alors  :  (MF',  MF)  <  a,  ou,  comme 
la  cotangento  décroit  quand  l'angle  croît  de  0  à  r  : 
cotg  (MF',  MF)  >  cotg  a  :  ou  : 

—^^ >  colg  a,  ou  : 5^::: >  0. 


ïcy 


zcy 


Par  conséquent,  le  réeultat  dépendra  du  signe  de  y  et  de 
^^  +  y*  —  2cy  cotg  a  —  c*,  puissance  do  M  par  rapport 
à  la  circonférence  (Ij,  ou  encore  de  la  position  de  M  par  Fig.  79. 

rapport  à  0.v  et  à  cette  circonférence.  Sur  la  figure,  nous 

avons  couvert  de  hachures  les  ivgions  du  plan  dans  lesquelles  le  point  M  ne  remplit  pas 
la  condition  énoncée. 


133.  Problème.  —  Lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  deux  points  fixes  est 
constant. 
Etant  donnés  deux  points  F,  F'  et  une  constante  positive  A*,  proposons-nous  de  trouver 

le  lieu  det»  points  M,  tels  que  le  rapport  -^--^  de  leurs  distances  à  ces  deux  points  soit 

égal  à  k.  Les  axes  étant  choisis  comme  dans  la  question  précédente,  considérons  dans  le 
plan  un  point  (fuelconque  M(a%  y)  ;  ses  distances  à  F  et  F'  sont  (n®  43)  : 

MF  =  )/{x  -  c)«  +  y\        MF'  =  s/VTWT¥\ 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  M  soit  un  point  du  lieu  est  donc  : 

v/(-^-  -  <f  +  y'- 


y/^.  4.  cf  4.  y* 


=  A, 


(j;  -»  c)*  -4-  V* 

OU,  les  deux  membres  de  cette  relation  étant  tous  deux  positifs  : ; — ttt"^  =  k*,  ou 


ou  enfin 

1») 


l^-*  +  y*  +  c*-)  (1  -  k*)  -  2cx(\  +  k*)  =  0, 

\  4-k^ 
Jr*  +  y*  -  2c  Yzn?  a-  +  c«  =  0. 


Le  lieu  cherché  est  donc  la  circonférence  représentée  par  l'équation  (1). 

En  faisant  varier  A:,  le  coefficient  de  x  est  seul  variable  dans  cette  équation  :  la  circon- 
férence obtenue  fait  donc  partie  d'un  faisceau  linéaire  dontOy  est  l'axe  radical;  de  plus,  le 
terme  constant  de  (1)  étant  égal  à  c*,  ce  faisceau  a  deux  points  limites  qui  sont  précisé- 
ment F  et  F'  (n»  127).  Le  lieu  cherché  est  donc  une  circonférence  du  faisceau  ayant  F  et  F' 
pour  points  limites. 

On  définira  cette  circonférence  en  remarquant  que  les  deux  points  P,  P',  où  elle  coupe  0.r, 
font  partie  du  lieu  et.  par  suite,  que  cette  circonférence  a  pour  extrémités  d*un  même  dia- 
mètre les  deux  points  qui  partagent  F  F'  dans  le  rapport  donné. 

Remarque.  —  On  peut  se  proposer  de  chavchev  pour  quelles  positions  du  point  M  le  rap- 
port  TTST  fst  plus  petit  que  k. 
La  condition  est  alors  : 


MF 


MF 


T<k,      ou:      MF<ArxMF': 
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on  peut  récrire  :  j 

\/(x  -cy  +  y*  <k  y/{x  +  c)*  +  y\ 

ou,  les  deux  membres  de  cette  inégalité  étant  tous  duux  positifs.: 

(X  -  c)«  +  y*<k'  [(X  +  c)«  +  y«], 

c/est-à-dlre  : 

(a;«  +  y«  4-  c*)  (1  —  k*)  —  2cx(I  4-  k*)  <  0. 

Le  premier  membre  de  cetU)  inégalité  représente  la  puissance  du  point  M,  par  rapport 

à  la  circonférence,  multipliée  par  1  —  k*.  La  condition  cherchée  dépend  donc  de  la  posi- 

MF 
tion  de  M  par  rapport  à  la  circonférence.  Il  en   résulte  que  la  condition  iTpf<C  k  est 

vérifiée  pour  tous  les  points  M  situés,  par  rapport  à  la  circonférence,  dans  la  môme  région 
que  F. 

134.  Problèue.  — Etant  donnés  dans  le  plan  n  points  matériels  (n*  42)  quelconques  A^,  A^... 
An.  ayant  respectivement  pour  masses  les  nombres  m,,  rn^...,  m„,  trouver  le  lieu  des  points  M 
satisfaisant  à  la  relation  : 

m,MA«  -["  wijMA,  ...  -j-  in„MA„  =  k, 

k  étant  une  constante  donnée. 

Prenons,  pour  axes  de  coordonnées»  deux  axes  rectangulaires  quelconques  et  soient  ai,  6i, 
les  coordonnées  de  l'un  des  points  donnés,  At  par  exemple. 

Consiçiérons  un  point  quelconque  M(a%  y)  du  plan  ;  sa  distance  à  Ai  est  définie  par  la 
formule  : 

MA*  =  {X  -  ai)*  +  (y  —  bi)*  =  X*  +  y*-  iaix  -  26,y  +  a.ï  +  6,«. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  M  soit  un  point  du  lieu  est  donc  : 
(1)  Sm,SIÎ  =  (x^  +  y*)  Swi  —  ^y:miai  —  ât/Sm.j/,-  +  l.mi(a,*  +  ô,-*)  =  A, 

(le  symbole  1  indiquant  la  somme  des  termes  que  l'on  obtient  en  donnant  successivement 
à  t  toutes  les  valeurs  entières  i,  2,  3...  n). 
On  a,  en  général  :  'iùmi  z^  0,  et  l'équation  (1)  peut  ôtro  écrite  : 

(2  x«  -\-  y*  —  tx  -rr- 2y  -^; A i ^; '- =  0. 

— v~~  »  ^v        )  **'  ^  centre  des 
dislances  proportionnelles  des  m  points  donnés  (n»  42). 
Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  :  2ilmt=  0,  l'équation  (1)  se  i-éduit  à  : 

(3)  —  txlmiai  —  2yi:mibi  +  I,mi{aâ  +  6,*)  —  A  =  o, 

le  lieu  est  une  droite  ;  elle  s'éloigne  à  l'infini  lorsque  les  quantités  Lmiat  et  ^mibi  sont 
toutes  deux  nulles. 
Ajoutons  enfin  que,  si  les  égalités  : 

:Lmi  =  0,        ï,miai  =  0,        I,7nibi  =  0.        :ùmi(ai*  +  6,*)  =  k 

sont  vérifiées  à  la  fois,  l'équation  (1)  est  rèduito  à  une  identité  et  tous  les  points  du  plan 
satisfont  à  la  condition  de  l'énoncé. 

l«r  Exemple.  —  Lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  à  deux  points 
fixes  est  constante. 

Choisissons  les  axes  de  coordonnées  et  les  notations  employées  au  n«132.  Les  coordonnées 
(a,,  b^)  et  (a,,  b^  des  points  F  et  F'  sont  :  a,  =  a,  A»  =  0  et  a,  =  —  a,  6,  =  0.  On  doit  avoir, 
par  hypothèse  :  MF"  +  MF'*  =  k  et,  par  suite  :  m^  =  ?«,  =  1 . 

L'équation  (2)  devient  : 


^'  +  y*  -  (  Y  -  fl*)  •-=  0  ; 
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elle  représente  une  circonférence,  dont  le  centre  est  au  milieu  0  de  FF',  qui  est  réelle  pour 
k  >  2a*,  imaginaire  pour  k  <  ta*,  et  qui  se  réduit  &  un  point  pour  k  =  2a*. 

2«  ExRUPLB.  —  Lieu  des  points  dont  la  différence  des  carrés  des  distances  à  deux  points 
fixes  est  constante. 

Conservons  les  mêmes  axes  et  les  mêmes  notations  ;  nous  devrons  avoir  :  MF*  —  MF'*  =  A, 
et,  par  suite  :  wj,  =  1,  w,  =  —  1. 

On  a  dans  ce  cas  :  £m{  =  m,  -|-  m,  =  0,  le  lieu  est  représenté  par  l'équation  (3)  qui 
devient  ici  : 


ka  ' 


—  kax  —  A*  =  0.      ou  :      x  -=  - 
elle  représente  une  perpendiculaire  à  la  droite  FF'. 

EXERCICES 

I.  \jà.  differcnee  des  puissances  d'un  point  quelconque  par  rapport  à  deux  cercles  donnés  est  proporlionnclle 
à  U  distance  de  ce  point  à  Taxe  radical. 

î.  L'axe  radical  de  drux  circonférences  est  équidistant  des  deux  cordes  de  contact  de  chaque  centre  de  simi- 
litude. 

3.  On  donne  un  cercle  et  deux  points  fixes  A  et  B.  Par  A«  on  m6ne  une  sécante  variable  qui  coupe  le  cercle 
en  H  et  M'.  Démontrer  que  la  circonférence  menée  par  M,  M'  et  par  le  point  B  passe  par  un  autre  point  fixe. 

4.  Dans  un  triangle  ABC,  on  mène  une  parallèle  quelconque  au  côté  BC,  elle  coupe  ABen  D  el  AC  eu  E;  pui&, 
sur  BB  el  CD  comme  diamètres,  on  décrit  des  circonférences.  Montrer  que  l'axe  radical  de  ces  deux  circouré- 
rcnoes  est  la  hauteur  du  triangle,  issue  de  A. 

5.  La  circonférence  qui  a  pour  points  diamétralement  opposés  les  centres  de  similitude  de  deux  cercles  a, 
avec  ces  deux  cercles,  môme  axe  radical. 

0.  Les  circonférences  décrites  sur  les  trois  diagonales  d'un  quadrilatère  complet  comme  diamètres,  ont  deux 
à  deux  mdme  axe  radical.    . 

7.  On  donne  deux  circonférences  (C)  et  (CO;  trouver  le  lieu  du  centre  d'une  circonférence  (r)  telle  que  le» 
axes  radicaux  de  (r),  (C)  et  de  (r),  (C/)  soient  rectangulaires. 

8.  Démontrer  que  les  points  limites  d'un  faisceau  linéaire  de  circonférences  et  le  point  à  l'infini  de  l'axe 
radical  ont  chacun  même  corde  de  contact  par  rapport  à  tous  les  cercles  du  faisceau. 

t 

9.  La  corde  de  contact  des  tangçntes  menées  d'un  point  A  aux  cercles  d'un  faisceau  linéaire  passe  par  un 
point  fixe  A'. 

La  circonférence  décrite  sur  AA'  comme  diamètre  passe  par  les  points  limites  du  faisceau. 

10.  Étant  données  trois  circonférences  qui  ne  font  pas  partie  d'un  môme  faisceau  linéaire,  trouver  le  lieu  du 
point  M  tel  que  les  cordes  de  contact  des  tangentes  menées  de  ce  point  aux  trois  cercles  donnés  soient  coucou- 
rantes. 

Ce  lieu  est  le  cercle  (r)  orthogonal  aux  trois  cercles  donnés;  montrer  que  le  point  de  concours  M^  des  trois 
cordes  de  contact  est  aussi  sur  (f),  et  que  les  points  correspondants  M  et  M'  sont  diamétralement  opposés. 

II.  En  désignant  par  :  C  =  0,  C/  &=  0,  C  =  0  les  équations  de  trois  circonférences  qui  ne  fout  pas  partie 
d'an  même  faisceau  linéaire,  montrer  que  tous  les  cercles  représentés  par  l'équation  :  ^C  +  VCi  +  V^C"  =■  0, 
dans  laquelle  1,\',X''  sont  arbitraires,  sont  orthogonaux  à  un  cercle  fixe. 

12.  Déterminer  une  circonférence  connaissant  les  puissances,  par  rapport  à  celte  circonférence,  de  trois  points 
donn^. 

13.  Lieu  des  centres  des  cercles  qui  coupent  trois  cercles  donnés  sous  un  même  angle. 

14.  Si  un  cercle  variable  coupe  deux  cercles  (C),  (C/)  d'un  faisceau  linéaire  sous  des  angles  constants  «.  «', 
il  coupera  également  sous  un  angle  constant  chacun  des  autres  cercles  du  faisceau. 

15.  Déterminer  les  cercles  tangents  à  trois  cercles  donnés. 
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COURBES   PLANES 


CHAPITRE   PREMIER 

COURBE    DÉFINIE  PAR  UNE  ÉQUATION  y  =z  f[x) 


135.  —  L'image  d'un  arc  de  courbe  plane  est  le  trait  continu  que  Ton 

obtient  en  déplaçant  la  pointe  d'un  crayon  sur  une  feuille  de  papier,  sans  que 

cette  pointe  quitte  le  papier;  c'est,  par  exemple,  le  tracé  que  décrit  le  stylet 

d'un  appareil  enregistreur. 

A  un  point  de  vue  purement  géométrique,   nous  considérerons  un  arc  de 

courbe  plane  comme  le  lieu  des 
positions  occupées  par  un  point 
qui  se  déplace  dans  le  plan  d'un 
mouvement  continu. 

Soient  deux  axes  de  coordonnées 
quelconques  Ox,  Oy  (fig.  80)  et  un 
arc  de  courbe  AB  limité  en  A  et  B  de 
telle  façon  que  toute  parallèle  à  Oy, 
placée  entre  les  ordonnées  a\  et  6B 
des  extrémités,  rencontre  l'arc  AB 
en  un  point  et  un  seul. 

Désignons  para  et  b  les  abscisses 
des  points  A  et  B,  et  par  x  une  ab- 


Fig.  80 


ftcisse  quelconque  comprise  entre  a  eib  ;  x  définit  une  parallèle  à  Oy  qui,  par 
hypothèse,  rencontre  l'arc  AB  en  un  point  et  un  seul.  M,  dont  nous  représen- 
terons l'ordonnée  par  y. 

A  chaque  valeur  de  x,  comprise  entre  a  et  b,  correspond  donc  une  valeur 
bien  déterminée  de  y.  Dans  ces  conditions,  on  dit  en  Algèbre  que  y  est  une 
fo7iction  définie  de  x  dans  l'intervalle  (a,  b). 

De  plus,  le  point  M  décrivant  l'arc  AB  d'un  mouvement  continu,  y  est  une 
fonction  continue  de  x  dans  l'intervalle  {a,  h). 
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Par  exemple,  une  droite  non  parallèle  à  Oy  est  représentée  par  une  équation  de  la  forme  : 

y  =  ma-  +  ^  ; 

Tordonnée  d*un  point  quelconque  de  la  droite  est 
donc  une  fonction  définie  et  continue  pour  toutes 
les  valeui*s  de  x. 

De  môme,  les  axes  étant  rectangulaires  (Hg.  81). 
la  circonférence  de  rayon  R.  qui  a  pour  centre  l'ori- 
{{ine,  est  représentée  par  Tune  des  équations  : 


a^  +  y»  ==  R«, 


ou  : 


3/  =  ±v^R*— x«. 


Plg   81. 


A  la  demi-circonféronce  ABA' correspond  la  fonc- 
tion y  =  ^K*  —  x*  qui  est  délinie  et  continue  dans 
l'intervalle  (—  R.  +  R). 

136.  Réciproquement,  soit  y  =  f{x)  une 
fonction  de  la  variable  x,  définie  et  conti- 
nue dans  Fintervalle  (a,  h).  Considérons  le  point  M  dont  les  coordonnées,  par 
rapport  à  deux  axes  quelconques  Ox,  Oy,  sont  x,  y. 

Lorsque  x  croit  de  a  à  6,  y  varie  d'une  manière  continue  ;  le  point  M  cor- 
respondant se  déplace  d'un  mouvement  continu  et  décrit  un  arc  de  courbe 
qui  est  la  représentation  graphique  des  variations  de  la  fonction  dans  l'inter- 
valle (a,  h). 

Si  l'on  construit  de  même  la  représentation  graphique  des  variations  de  la 
fonction  f(x)  dans  tous  les  intervalles  où  cette  fonction  est  définie  et  conti- 
nue, on  obtiendra  plusieurs  arcs  de  courbe  dont  l'ensemble  constitue  une 
courbe  (C^.  Cette  courbe  est  le  lieu  géométrique  des  points  dont  les  coordon- 
nées vérifient  l'équation  donnée  y  =  f{x).  Nous  dirons  que  cette  relation 
représente  la  courbe  (C),  ou  qu'elle  est  V équation  de  la  courbe  (C). 

ExBVPLB.  —  Soit  la  cour-be  représentée  par  l'équation  :  y  =  y/x*  —  a*  (fig.  82). 

En  supposant  que  a  soit  une  constante  positive,  y  est  une  fonction  définie  et  continue  de  x 

dans  les  deux  intervalles  ( —  œ,  —  a) 
et  (a,  -f-oo). 

Lorsque  x  croit  de  —  <»  à  —  a, 
X*  décroît  de  -f  00  à  fl*  et  y  décroit 
de  -f-  00  à  0.  On  voit  de  même  que. 
dans  le  second  intervalle,  y  croit  de 
0  à  4-  °o  •  ^^  l'on  en  déduit  facile- 
ment  un  tracé  approximatif  de  la 
courbe. 

l\  convient  do  rcmaniucr,  sur 
l'équation,  qu'à  cliaiiuc  valeur  posi- 
tive de  y  correspondent  deux  va- 


Fig.  S± 


leurà  oppo^ées  de  x.  11  en  résulte  immédiatcmcnl  que  Oy  partage  en  deux  parties  égalef^ 
le»  cordes  de  la  courbe  parallèles  à.  Ox. 

Cet  exemple  très  simple  montre  que  l'étude  algébrique  d'une  équation  permet  non  seule- 
ment de  tracer  la  courbe  correspondante  mais  encore  de  trouver  des  propriétés  géomé- 
triques de  cette  courbe.  C'est  ainsi,  qu'après  avoir  établi  l'équation  de  la  circonférence,  nous 
avons  retrouvé  par  le  calcul  les  propriétés  élémentaires  de  cette  ligne. 

137.  —  Nous  verrons  plus  loin  con^ment  on  peut  déterminer  l'équation 
d  une  courbe  définie  géométriquement,  et  nous  nous  proposerons  tout  d'abord 
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de  chercher  une  méthode  générale  permettant  de  construire  une  courbe  défi- 
nie par  une  équation  y  =  f{x),  sans  nous  préoccuper  de  l'origine  g(^omé- 
trique  de  cette  courbe. 

La  fonction /"(a;)  est  quelconque;  nous  supposerons  cependant  que,  dan!> 
tous  les  intervalles  où  elle  est  définie,  cette  fonction  a  des  dérivées  successives 
définies  dans  les  mêmes  intervalles,  sauf  pour  des  valeurs  isolées  de  la 
variable.  Nous  verrons  d'ailleurs  dans  la  suite  que  ces  conditions  restrictives 
sont  toujours  remplies  par  les  fonctions  qui  correspondent  à  toutes  les  courbes 
dont  nous  aurons  à  faire  Tétude  géométrique. 

138.  —  La  dérivée  d'une  fonction,  qui  joue  en  .Vlgèbre  un  rôle  fooda- 
mental  dans  l'étude  des  variations  de  cette  fonction,  doit  nécessairement 
correspondre  k  un  élément  géométrique  important  de  la  courbe  représen- 
tative. 

Tangente.  —  Considérons  sur  une  courbe  (fig.  83)  un  point  fixe  M  et  un 
point  variable  Mi  ;  déplaçons  le  point  Mj  sur  la  courbe  en  le  rapprochant 

indéfiniment  du  point  M.  La  corde  M.Mj 
tourne  autour  du  point  M,  et  sa  position 
limite  MT  est  appelée  tangente  à  la  courbe 
au  point  M. 

Le  point  M  est  le  point  de  contact  de  la 
tangente  MT. 


Théorème.  —  Le  coefficient  angulaire  de 

la  tangente  à  une  courbe:  y =f{x)  est  égal 

à  la  valeur  de  la  dérivée  f'{x)  pour  une 

pig  JJ3  valeur  de  x  égale  à  V abscisse  du  point  de 

contact. 
Soient,  en  effet,  }i\{Xo,  yo)  un  point  fixe  de  la  courbe  et  Mi{Xo+  Ax©,  y^  +  \y„. 
un  point  variable.  Lorsque  Mi  se  déplace  sur  la  courbe  et  se  rappi-oche  indé- 
finiment de  iU,  les  accroissements  àXo  et  Ay^  tendent  vers  0,  et  -r^ ,  qui 

est  le  coefficient  angulaire  de  la  corde  MMi,  tend  vers  la  valeur  f\Xo)  de  la 
dérivée  de  y  pour  x  ==  Xq.  La  tangente  MT  a  donc  pour  coefficient  angulaire 
r(x^  puisqu'elle  est,  par  définition,  la  position  limite  de  MMi. 

Il  résulte  d'ailleurs  de  cette  démonstration  que  Vexistence  de  la  dérivée 
d'une  fonction  pour  une  valeur  Xo  de  la  variable  entraîne  Vexistence  de  la 
tangente  à  la  courbe  représentative  au  point  correspondant,  et  réciproque- 
ment. On  a  ainsi  un  nouvel  exemple,  d'ailleurs  fondamental,  de  la  correspon- 
dance qui  existe  entre  les  propriétés  algébriques  d*une  fonction  et  les  pro- 
priétés géométriques  d'une  courbe. 

Exemple.  —  Les  axes  étant  rectangulaires,  la  circonférence  de  rayon  R,  qui  a  pourceiitiv 
Torigine,  est  représentées  par  les  dcuv  équations  »/  =  liz  ^R' —  .r*. 
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D'après  le  tliêorêiue  piécédenl,  la  tangente  au  point  M(xo,  j/«)  a  pour  coefficient  angu- 
laire : 


!/;  =  - 


-^0  ^0 


d=y/R«  — :ro*  y« 


Le  coefficient  angulaire  de  OM  étant  ^ ,  la  tangente  MT  est  perpendiculaire  au  rayon 

OM.  Nous  vérifions  ainsi  la  propriété  élémentaire  de  la  tangente  à  la  circonférence,  déjà 
>'(ablic  au  n°  116. 

139.  Remarque.  —  Le  théorème  préce'dent  peut  être  énoncé  sous  une  autre 
forme.  Reprenons,  en  effet,  le  raisonnement  employé  dans  la  démonstration 
et  soit  Mi(j:,  y)  le  point  variable  de  la  courbe.  La  tangente  Mï,  au  point 
M(Xo,  yo)  est  la  limite  de  la  corde  MMj.  Lorsque  le  point  Mi  se  rapproche  in- 
définiment du  point  M,  x  tend  vers  Xo  et  y  vers  yo;  le  coefficient  angulaire  de 

la  tangente  MT  est  donc  la  limite  du  rapport  ^      ^"^  lorsque  x  tend  vers  Xo  et 
yversyo-  x  —  Xo 

Tangente  à  rorigine.  —  Dans  le  cas  particulier  où  le  point  {Xo,  y^  est  à 
Torigine,  cette  remarque  conduit  à  la  règle  suivante  qui  permet  souvent  de 
déterminer  la  tangente  à  Torigine  sans  utiliser  la  dérivée  : 

Lorsqu'une  courbe  passe  par  Vorigine,  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 

génie  en  ce  point  a  pour  valeur  la  limite  du  rapport  —  pour  rc  =  0. 

X 

Exemple.  —  Considérons  la  courbe  :  y  =:sin  x.  Elle  passe  par  l'origine  et  l'on  a,  lorsque  x 
tend  vers  0  : 

y                sin  X 
lim  -=^  =  lim =  1. 

X  X 

La  tangente  à  Torigine  est  la  première  bissectrice. 

140.  Marche  à  suivre  pour  construire  la  courbe  définie  par  une  équation 
y  =  f(x).  —  On  commence  par  étudier  les  variations  de  la  fonction  f(x}  en 
employant  la  méthode  suivante  qui  est  établie  en  Algèbre  : 

1**  On  cherche  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  fonction  cesse  d'être 
définie  ou  continue. 

2**  .\près  avoir  calculé  sa  dérivée,  on  détermine  les  valeurs  de  x  pour  les- 
quelles la  dérivée  cesse  d'être  définie  ou  continue. 

^  On  détermine  les  racines  de  la  dérivée. 

4*  On  range  toutes  ces  valeurs  particulières  de  x  par  ordre  de  grandeur 
croissante  et  Ton  cherche  le  signe  de  la  dérivée  dans  les  intervalles  où  la  fonc- 
tion et  sa  dérivée  sont  continues. 

5°  On  calcule  les  valeurs  limites  de  la  fonction,  lorsque  x  tend  vers  chacune 
de  ces  valeurs  particulières. 

Conclusion.  —  L'ensemble  des  valeurs  de  a:,  de  —  oo  a  +  oo  ,  est  alors  par- 
tagé en  intervalles  consécutifs  dans  lesquels  :  ou  bien  la  fonction  n'est  pas 
définie,  ou  bien  elle  est  continue  et  croissante,  ou  bien  elle  est  continue  et 
décroissante. 
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On  en  déduit  un  premier  tracé  approché  de  la  courbe,  comme  le  montrent 
les  remarques  qui  suivent. 

Remarques.  —  1*  Si,  dans  un  intervalle  (a,  b),  la  fonction  y  n'est  pas  définie, 
la  courbe  n'a  aucun  point  entre  les  parallèles  hOy  :  x  =  a  elx  =b. 

2**  Dans  un  intervalle  où  la  dérivée  est  positive,  la  fonction  y  est  rroissanle: 
en  tous  les  points  de  Tare  de  courbe  correspondant,  la  tangente  a  un  coefli- 
cient  angulaire  positif. 
De  môme,  dans  un  intervalle  où  la  dérivée  est  négative,  la  fonction  est  dé- 
croissante; en  tous  les  points  de  Tare  de  courbe  corres- 
pondant, la  tangente  a  un  coefficient  angulaire  négatif 
S*"  A  une  racine  de  la  dérivée  correspond,  sur  la 
courbe,  un  point  où  la  tangente  a  un  coefficient  angu- 
laire nul  ;  la  tangente  en  ce  point  est  donc  parallèle  à  Ox. 
Cette  circonstance  se  présente  lorsque  la  fonction 
passe  par  un  maximum  ou  un  minimum,  sa  dérivée 
restant  continue. 

4**  Lorsque  la  dérivée  est  discontinue,  elle  est,  en 
général,  infiniment  grande;  dans  ce  cas,  la  tangente  à 
la  courbe  au  point  correspondant  est  parallèle  à  Oy. 

S""  Enfin,  si  Tordonnée  y  croit  indéfiniment  lorsque  x 
'tend  vers  a  (fig.  84),  le  point  M{x,  y)  s'éloigne  indé- 
finiment sur  la  courbe  et  se  rapproche  sans  cesse  de  la 
parallèlle  à  Oy,  (A),  d'abscisse  a.  Nous  verrons  plus  loin  que  la  droite  (A)  est 
dite  alors  une  asymptote  de  la  courbe  (n**  ISO). 


Fig.  84. 


141.  Exemple  I.  —  Construire  la  courbe 
gulaires  et  a  désignant  une  longueur 
donnée  (fig.  85). 

La  fonction  y  est  définie  et  continue 
pour  toute  valeur  de  x  ;  sa  dérivée  : 

y'  =  -j(eT^e~y 

qui  est  continue  pour  toute  valeur  de  a:, 
s'annule  et  change  de  signe  pour^r  =  0. 

Lorsque  x  est  négatif,  y'  est  négatif, 
.y  décroît  de  -|-  oo  à  un  minimum  a. 
Lorsque  x  est  positif,  y'  est  positif, 
y  croît  depuis  a  jusqu'à  -|-  oo. 

Ces  résultats  sont  résumes  dans  le 
tableau  suivant  : 


y 


=  -5-(c  «4-e    «  j;  les 


cuves  étant  reclan- 


X 


00 

0 

+   00 


y 


y 


0 

+ 


-h  « 

décroît 

a  (minimum) 

croît 

-j-  oo 


X' 


Fig.  85. 
On  en  déduit  immédiatement  la  construction  de  la  courbe  correspondante  (fîg.  85) 
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celle-ci  est  appelée  chaînette,  parce  qu'elle  est  la  position  d'éqnilibra  d'un  fil  flexible  pesant 
dont  les  extrémités  sont  fixes. 

À  deux  valeurs  opposées  de  x.  correspond  une  soûle  valeur  de  y  ;  la  droite  Oy  est  donc  un 
axe  de  symétrie  de  la  courbe.  Le  point  A  correspond  &  un  minimum  de  y,  et  la  tangente 
en  ce  point  est  parallèle  à  Ox.  

la  -{•  X 
Exemple  II.  —  Construire  la  courbe  ;  y  =  a-  W ;  len  axes  étant  rectangulaires  et 

a  désignant  une  longueur  donnée  (fig.  86). 

La  fonction  y  n'est  définie  que  si  la  quantité  sous  le  radical  est  positive,  c'est-à-dire  si 
X  varie  dans  l'intervalle  ( —  a,  -\-  a).  La  dérivée  est  : 


Sa 


—  <g*  -|-  ax  -|-  a* 


i  J±±±  (a  -  a;'        («  -  ^)'  sj ^±^  ' 
y  a  —  X  ^  '  y   a  —  X 


les  valeurs  qui  l'annulent  sont  : 

^'  =  -f-(t/s'+i).    x"  =  --|-(v'r-i). 

La  première  est  extérieure  à  l'intervalle  (—  a,  -|-  a),  la  seconde  est  contenue  dans  cet 
intervalle  ;  nous  conserverons  donc  seulement  cette  racine  x". 
Le  dénominateur  de  la  dérivée  étant  toujours  positif,  y'  a  le 
signe  de  son  numérateur.  On  trouve  immédiatement  ce  signe  : 
les  variations  correspondantes  de  y  peuvent  être  résumées  dans 
le  tableau  suivant  : 

X 


—  a 


-t(v^-0 


+  « 


oo 


0 


0 

décroît 


""  T  (V^"~  0  V^V^^—  2  (minimum). 


croît. 


Ajoutons  que,  pour  jr  =  0,  on  a  :  .y  =  0,  j/'  =  1  ;  la  courbe  passe  \l 
<ionc  par  l'origine  et  est  tangente  en  ce  point  à  la  première  bis- 
si'clrice.  Elle  a  la  forme  indiquée  en  trait  plein  sur  la  figure 
(tig.  86). 

Remarquons  que  la  courbe,  qui  a  pour  équation  : 


à  /_£_±jL 


est  symétrique  de  la  première  par  rapport  k  Ox\  elle  est  repré- 
sentée sur  la  figure  en  traits  discontinus.  L'ensemble  de  ces  deux 
arcs  de  courbe  constitue  la  strophoide  droite  dont  l'équation  est  : 


Bl 


Fig.  86. 


.       .  /a  +  ^' 

•>u,  sous  forme  entière  : 

y*{a  —  ar)  =  x*(a  -{-  x). 

142.  Remarque  sur  les  symétries.  —  Lorsqu'on  se  propose  de  construire 
une  courbe  :  y  =  f(x),  il  peut  arriver  qu'avant  d'appliquer  la  marche  indiquée 
au  n*  140,  on  constate  que  la  transformation  de  x  en  —  x  ne  change  pas  y, 
ou  le  change  en  —  y. 

A  tout  point  M(a:,  y)  de  la  courhe  corrospond,  dans  le  premier  cas,  le  point 
M'(— X,  y)  symétrique  de  M  par  rapport  à  Oy,  dans  le  second  cas,  le  point 


.  i,tf^*'  .,«'■■  B"i6  '**  premier 
.,-t*'^  '  '  H  ■>  ''"^(le  est  la  chainetle, 

,  '''V/'"    ,^  m"  141).  Dans  le  second 

'  ".  ,rr''''  ^^rigine  :  telle  est  la  sinusoïde, 

,u»'"Lite  la  courbe,  de  faire  variera:  de 

p,fl  RAPPORT  A  SA  TANGENTE 

nontré  que  la  direction  de  la  tangenle  en 
:  f(x)  est  fixée  parla  valeur  correspor- 
inaisaance  de  la  tangente  en  un  point  ne 
permet  pas,  même  approximativement, 
de  tracer  la  courbe  au  voisinage  de  ce 
point;  il  est  indispensable  de  détermi- 
ner, en  outre,  la  position  de  la  couioe 
par  rapport  îi  la  tangente. 

Considérons,  sur  une  courbe  : 
y  =  f{.x)  (flg.  87)  un  point  M(j;„,  y„). 
L'abscisse  Xa  du  point  M  fait  partie 
d'un  intervalle  dans  lequel  la  fonction 
et  ses  dérivées  sont  définies  et  conti- 
nues; il  en  résulte  que  la  tangente  à  la 
courbe  en  ce  point  a  un  coefficient 
pas  parallÈle  îi  Oj/.  Son  équation  e>t  : 

ncontre  la  courbe  en  P,  la  tangente  en  0, 
apport  à  la  tangenle  est  déterminée  par 

iî_^=:j/  — Y; 

ce  enire  Vordonnée  y  du  point  P  de  la 
I  de  la  tangente  qui  correspondent  à  la 

■  =  fix,)  +  f(x,)(x^x,); 

x)  —  A^o)  —  r(*«'i('^ — ^^y 

le  signe  d'une  fonction  u  de  x,  quand  la 
îlte  fonction  s'annule  pour  x  =  x«,  et  sa 
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X 

u" 

u' 

a 

croît  — 

x« 

+ 

0 
croît  + 

b 

u 


décroît  + 

0 

croît  + 


ule  aussi  pour  x  =  Xo-  La  dérivée  seconde  a  pour  valeur  : 

u"  =  y''  —  Y"  =  f%x)  ; 

elle  est,  en  général,  différente  de  Q  pour  x  =Xo;  supposons,  par  exemple, 

n^o)  >  0. 

La  fonction  u",  étant  continue,  sera  positive  dans  un  intervalle  (a,  b) 
comprenant  la  valeur  Xo;  soit  AB  l'arc  de  courbe  correspondant. 

La  fonction  u',  dont  la  dérivée  f"(x)  est  positive  dans  Tintervalle  (a,  6),  est 

croissante  dans  cet  intervalle;  mais  elle  s'annule  pour  x  =  Xo,  il  en  résulte 

qu'elle  est  négative  dans  l'intervalle  (a,  Xo),  et  positive  dans  l'intervalle  (x'o,  b), 

La  fonction  u,  qui  a  une  dérivée  négative  dans  l'intervalle  (a,  Xo),  est 

décroissante  dans  cet  intervalle;  comme  elle  s'annule  pour  x  =  Xo,  elle  est 

positive  dans  l'intervalle  (a,  Xo). 

On  verrait  de  même  qu'elle  est  positive 
dans  l'intervalle  (Xo,  b).  Ces  résultats  sont 
d'ailleurs  résumés  dans  le  tableau  ci- 
contre. 

La  différence  u  étant  positive  dans  l'in- 
tervalle (a,  b),  l'arc  de  courbe  AB  est 
placé,  par  rapport  h  la  tangente  MT,  dans  la  région  qui  contient  le  point  de 
Oy  dont  l'ordonnée  est  +  «^^  •  On  dit  alors  que  la  courbe  tou7^ne  sa  concavité 
dans  la  direction  Oy. 

Au  contraire,  en  supposant  négative  la  valeur /^'(Xo),  on  établirait  de  même 
que  la  différence  u  est  négative  dans  l'intervalle  (a,  b)  et,  par  suite,  que  l'arc 
de  courbe  AB  est  placé  de  l'autre  côté  de  la  tangente.  Dans  ce  cas,  on  dit  que 
la  courbe  tourne  sa  concavité  dans  la  direction  Oy'. 

Quel  que  soit  le  signe  du  nombre  y'J^  fini  et  différent  de  zéro  par  hypo- 
thèse, l'arc  AB  est  situé  tout  entier  d'un  même  côté  de  la  tangente  MT.  En 
outre,  la  dérivée  seconde,  étant  continue,  garde  un  signe  constant  dans  l'in- 
tervalle (a,  b)  et,  par  suite,  l'arc  AB  est  placé  d'un  même  côté  par  rapport 
aux  tangentes  en  tous  ses  points;  on  dit  alors  que  cet  arc  est  convexe. 

En  résumé,  pour  ^reconnaître  le  sens  de  la  concavité  d'une  courbe  en  un 
point,  on  peut  appliquer,  en  général,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Étant  donnée  une  courbe  :  y  =  f{x),  si  la  dérivée  seconde 
y"  =  r\x)  ne  s'annule  pas  pour  x  —  Xo,  la  courbe  est  convexe  dans  le  voi- 
sinage du  point  d'abscisse  Xo  ;  elle  tourne  sa  concavité  vers  Oy  ou  vers  Oy' 
suivant  que  cotte  dérivée  seconde  est  positive  ou  négative. 


144.  Point  d'inflexion.  —  Reprenons  l'étude  de  la  fonction  u  =  y  —  Y,  dont 
la  dérivée  seconde  est  u"  =  r\x),  et  considérons  maintenant  le  cas  où  l'on 
a,  pour  X  z=z  Xo,  fixa)  =  0  (fig.  88). 

La  dérivée  troisième  de  m  a  pour  valeur  : 
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X 

u'" 

u" 

«' 

u 

a 

Xo 

h 

+ 

croît  — 

0 
croît  + 

décroît  + 

0 
croît  + 

croit  — 

0 
croît  + 

Elle  est,  en  général,  différente  de  zéro,  pour  x  =  x^.  Supposons,  par 
exemple,  f'"(Xo)  >  0.   La  fonction  w'",  étant  continue,  sera  positive  dans 

un  intervalle  (a,  b)  comprenant 
la  valeur  Xoi  soit  AB  l'arc  de 
courbe  correspondant.  En  rai- 
sonnant comme  au  numéro  pré- 
cédent, on  dresse  le  tableau  ci- 
contre. 

La  différence  u  est  négative  dans  l'intervalle  (a,  Xo),  l'arc  AM  est  au- 
dessous  de  la  tangente;  la  différence  u  est  positive  dans  l'intervalle  (Xo,bi 

et  l'arc  MB  est  au-dessus  de  la  tan- 
gente. Donc,  la  courbe  traverse  sa 
tangente  en  M. 

De  plus,  la  fonction  u"  =  i/'  est 
négative  dans  l'intervalle  (a,  x^u 
positive  dans  l'intervalle  (Xo,  b);  on 
a  vu,  au  numéro  précédent,  que 
l'arc  AM  tourne  sa  concavité  vers 
Oy'  et  l'arc  MB  vers  Oy.  Donc,  la 
concavité  change  de  sens  en  M. 

On  énonce  ces  deux  résultats  en 
disant  que  M  est  un  point  ^inflexion 
de  la  courbe.  On  déterminera  les  points  d'inflexion  en  appliquant  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  Étant  donnée  une  courbe  :  y  =  f(x),  si  y"  =  f"{x)  est  nulle 
pour  X  =  Xo,  et  si  y"'  nest  pas  nulle,  la  courbe  a  une  inflexion  au  point 
d'abscisse  Xq. 


Fig.  88. 


145.  Interprétation  géométrique.  —  Remarquons  que  le  signe  de  y"  Indique 
le  sens  de  la  variation  de  y'  lorsque  x  croît.  Donc,  si  un  point  M  décrit  un  arc 
de  courbe  de  façon  que  son  abscisse  croisse,  cet  arc  tourne  sa  concavité  ven 
Oy  ou  vers  Oy'  suivant  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  M  croit 
ou  décroît. 

De  môme,  cet  arc  présente  une  inflexion  si  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum. 

146.  Remarque.  —  Il  reste  à  étudier  la  fonction  u,  en  supposant  r%Xo)  =  0, 
f'''{x^  =  0.  En  toute  généralité,  nous  ferons  les  hypothèses  : 

f'(Xo)  =  r"(Xo)  = =  P^(^o)  =0,  p  +  'iXo)  =/:  0. 

En  distinguant  deux  cas  suivant  le  signe  de  fp  +  ^\Xo),  et  en  remontant 
alors  de  proche  en  proche  comme  dans  les  deux  cas  précédents  (n**  143  et  144), 
on  arrive  aux  conclusions  suivantes  : 
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i^  Si  p  est  impair,  la  courbe  est  convexe  au  point  d'abscisse  Xo;  elle  tourne 
sa  concavité  vers  Oy  ou  vers  Oy'  suivant  que  f^  +  ^K^Oo)  est  positif  ou  négatif. 
2*  Si  p  est  pair,  la  courbe  a  une  inflexion  au  point  d*abscisse  Xo- 

147.  Exemple  I.  —  Construire  la  courbe  définie  par  Véquation  y  =  sin  x.  Cette  courbe 

est  appelée  sinusoïde  (fig.  89). 

L'égalité  sin  {x  -{■  2kn)  =  sin  a.%  dans  laquelle  k  est  un 
entier  arbitraire,  positif  ou  négatif,  montre  que  la  courbe 
est  formée  d'une  infinité  d'arcs  égaux.  Il  suffira  donc  do 
faire  varier  x  dans  un  intervalle  égal  à  Stt,  (Q,  2?:)  par 
exemple,  et,  pour  avoir  toute  la  courbe,  d'effectuer,  le 
long  de  Ox,  toutes  les  translations  égales  à  SArx  sur  l'arc 
obtenu. 

La  fonction  y  et  ses  dérivées  y'  =  cos  j;,  y"  =  —  sin  x 
sont  définies  quel  que  soit  x  :  les  variations  de  y  sont  résu- 
mées dans  le  tableau  ci-contre. 

Il  en  résulte  que  l'arc  OA  (fig.  89)  est  tangent  en  0  à  la 

première  bissectrice  :  au  noint  Al-^.  11.  la  tanf^ente  est 
parallMo  à  Oa;   en 
C(-5^ »""*)'  *  ^*''  ^^  D(27:,Û),  à  la  première  bissectrice. 

En  tous  les  points  de  l'arc  OAB,  on  a  :  y"<0,  et  la  concavité  est  dirigée  vers  Oy'  :  en  tous 
les  points  de  BCD,  on  a  :  y">0,  et  la  concavité  est  dirigée  vers  Oy  ;  0.  B,  D  sont  des  points 
d'inflexion. 

A 


0 

t 
r 

i 


y" 

y 

0 

\ 

— 

+ 

0 

0 

-1 

+ 

— 

0 

+ 

+ 

1 

0 
cr.  4- 

1 

déc.  + 

0 
déc.  — 

—  I 

cr.  — 
û 


arc  UA  (ng.  «»)  esi  langeni  en  u  t 
;  au  point  A  (-4-,  Il  la  tangente 
B(r,  0),  à  la  seeonoe   bissectrice; 


en 


Fig.  89. 

Plus  généralement,  l'égalité  y"  =  —  y  montre  que  tous  les  arcs  de  la  courbe  situés  au- 
dessus  de  Ox  ont  leur  concavité  dirigée  vers  Oy\  et  tous  les  arcs  situés  au-dessous,  vers  Oy. 
Tous  les  points  de  rencontre  avec  Ox  sont  dos  points  d'inflexi(m.  Ce  sont  aussi  des  centres 
'le  symétrie,  car  on  a  :  sin  [kiz  —  a:)  =  —  sin  {km  +  Jt- . 

FlnGn,  de    l'égalité  sin  1  (2^  + 1)  -^  —  a-    ==  sin 
courbe  a  une  infinité  d'axes  de  symétrie  parallèles  à  Oy  et  déllnis  par  îa  formule  : 

x^[tk+\)^. 


(2A  4"  1)  "T"  +  •^*  I .  <*n  déduit  que  la 


1       fx  (x" a*) 

Exemple  II.  —  Construire  la  courbe  :  y  =  -5-  V/ ,  a  étant  une  constante  posi- 
tive (fig.  90).                                                       *  ^          * 
La  fonction  y  et  ses  dérivées  : 


y'== 


3jp*  —  a' 


4  ^ax[x*  —  a*)  ' 


." 


3j:*  —  6a«j;«  —  a' 


y  = 


8  \/ax'(x*  —  atf 

sont  déûnies  et  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  x  satisraisant  à  l'inégalité  : 

X  {x*  —  a*)  ^  (x  —  «)  X  (a;  -f-  «)  >  0  : 

c'estrà-dire  dans  les  intervalles  (—  a,0)  et  (a,  +  »)• 
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a 


Les  racines  de  y'  sont  j,-  =  =h  -rr  ;  la  racine  négative  seule  est  située  dans  Tun  des  inter- 
valles de  continuité.  V/3 
Pour  étudier  le  sens  de  la  concavité,  remarquons  que  y"  a  le  môme  signe  que  le  poly- 


nôme 3a''  —  6a*a;*  —  a*,  dont  une  seule  racine 
intervalle  où  y  est  définie. 
Nous  pouvons  dresser  le  tableau  des  variations  ci-contre  : 


ine  j  =  a  V/  4  +  "7=  est  comprise  dans   un 


X 

y" 

y" 

y 

—  a 
a 

0 

— 

déc.  + 
0 

déc.  — 

—  » 

0 
cr. 

déc. 
0 

^^^^^^^S 

a 

0 

+ 

+     OC 

déc.  + 
cr.  + 

0 
cr. 

cr. 

+  x 

Fig.  90.  A  l'intervalle  (rt,0)  correspond  un  arc  ABO 

(fig.  90);  en  A  et  0,  la  tangente  est  parallèle  à 
Oy  ;  en  B.  elle  est  parallèle  à  Ox.  En  tous  les  points  de  cet  arc,  la  concavité  est  dirigée  versOy'. 
Au  point  C,   la  tangente  est  parallèle  à  Oy,  et  l'arc  Cl  tourne  sa  concavité  vei*s  Oy';  le 

point  I,  défini  par  son  abscisse  <z  V /i  -| — jz  ,  est  un  point  d'inilexion,  et  Tare  ID,  qui  s'étend 

indéfiniment,  tourne  sa  concavité  vers  Oy.  

.1       (,rW--a- 
Nous  avons  représenté  sur  la  figure  en  traits  discontinus  la  courbe  :  y  =  —  ~\/ ' 

symétrique  de  la  précédente  par  rapport  à  Ox. 


BRANCHES  INFINIES  ET  ASYMPTOTES 

148.  —  Lorsqu'un  point  M  décrit  une  branche  de  courbe,  il  peut  arriver 
qu'il  s'éloigne  indéfiniment;  on  dit  alors  que  la  branche  de  courbe  est 
infinie.  Par  exemple,  la  chaînette  et  la  strophoide  droite  (n°  141)  ont,  Tune 
et  Tautre,  deux  branches  infinies. 

Quand  le  point  M  s'éloigne  sur  la  branche  de  courbe,  il  y  a  lieu  de  chercher 
s'il  tend  vers  un  point  à  l'infini  déterminé.  Rappelons  qu'un  point  à  l'jnfini 
est  le  point  commun  à  un  faisceau  de  droites  parallèles  dont  la  direction  est 
ainsi  fixée  par  ce  point  à  l'infini  (n°  74). 

149.  Direction  asymptotique.  —  Lorsqu'une  branche  infinie  a  un  point  à 
l'infini  déterminé,  la  direction  des  parallèles  passant  par  ce  point  est  appelée 
une  direction  asymptotique  de  la  courbe. 

Si  la  courbe  a  une  direction  asymptotique  (fig.  91),  c'est-à-dire  si  le  point  M 
tend  vers  un  point  à  l'infini  déterminé,  la  droite  OM,  joignant  M  à  un  point 


ASYMPTOTES  DE  LA  COURBE  y  =  f{x] 


iâl 


fixe  O  quelconque,  tend  vers  une  position  limite  08  qui  est  la  direction  asymp- 
to  tique. 

Réciproquement,  si  la  droite  variable  OM  a  une  position  limite  OÔ, 
la  courbe  admet  08  comme  direction  asymptotique.  La  détermination  de  la 
direction  asymptotique  est  donc  ramenée  à 
la  recherche  de  la  position  limite  de  la 
droite  OM.  Il  résulte  de  la  défmition  d'un 
point  à  l'infini  que  la  direction  de  08  ne  dé- 
pend pas  du  point  fixe  0;  nous  pourrons 
donc  toujours  supposer  que  ce  point  est 
Torigine  des  coordonnées. 

Théorème.  —   Le  coefficient   angulaire 
dune  direction  asymptotique  est  égal  à  la 

y 

limite  du  rapport  —  ,  lorsque  le  point  {x,  y) 

s'éloigne  indéfiniment  sur  la  branche  infi- 
nie. 
Car  le  coefficient  angulaire  de  la  droite 

y 


Kig.  91. 


variable  OM  est  -^  (fig.  91). 

y  ^ 

Si  —  croît  indéfiniment,  08  a  un  coefficient  angulaire  infini  et  la  direction 
asymptotique  est  parallèle  ta  Oy. 

y 

Si  —  ne  tend  pas  vers  une  limite  déterminée,  la  branche  infinie  n*a  pas  de 

direction  asymptotique. 

En  désignant  par  c  le  coefficient  angulaire  fini  ou  infini  d'une  direction 
asymptotique,  on  a  donc  : 

c  =  limite  —  ,  pour  a?  =  oo. 

X 

Exemple  I.  —  Considérons,  en  axes  rectangulaires,  la  courbe  dont  V équation  est  y  =  yipjc 
et  qui,  associée  à  sa  symétrique  par  rapport  à  Ox\  constitue  la  courbe  appelée  parabole  . 

(fig.  92),  comme  on  le  verra  plus  loin  (n»  251). 

La  fonction  y  =  ^ipx,  définie  et  continue  pour  x  >►  0. 
croît  de  0  à  -|-  ao  quand  x  croit  de  0  à  -{-  oo.  La  courbe 
a  donc  une  branche  infinie;  cherchons  s»  elle  a  une 

direction  asymptotique.  Le  rapport  —  =  — p-  =  V/  ~t 

tend  vers  zéro,  pour  x  =  -|-  »  î  la-  branche  infinie  a 
donc  Ox  pour  direction  asymptotique. 


EXEMPLE  IL 


Considérons  la  courbe  :  y^x . 

''  X 


^  -  -.  ^  D'abord,  on  a  :  y  =  -f-  oo  pour  x  ■=  '\-  oo,  y  =  —  oo 

y                 <ï* 
Fig.  92.  pour  a;  =  —  <x,  et,  dans  les  deux  cas,  ~  =  1 ;j- 

tend  vers  1  :  la  courbe  a  donc  deux  branches  infinies 
ayant  une  direction  asymptotique  commune,  celle  de  la  première  bissectrice. 
Ensuite,  on  a  :  y  =  -f-  «•  lorsque  x  tend  vers  zéro    par  valeurs  positives,  y  =  -f-  oo 

lorsque  X  tend  vers  zéro  par  valeurs  négatives  ;  dans  les  deux  cas,  -^  croft  indéfiniment. 

•4 
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La  courbe  a  donc  doux  autres  branches  infinies  ayant  une  direction  asymptotique  com- 
mune, Oy. 
On  construira  la  courbe  au  n«  150  (iig.  94). 

150.  Asymptote.  —  Après  avoir  défini  le  point  à  Tinfini  sur  une  branche 
de  courbe,  il  est  naturel  de  chercher  ce  que  devient  la  définition  de  la  tan- 
gente appliquée  à  ce  point. 
Joignons  le  point  h,  Tinfini  k  un  point  variable  M  de  la  courbe  (fig.  93), 

c'est-à-dire  menons  par  M  une  parallèle 
(A,)  à  la  direction  asymptotique  0^: 
déplaçons  ensuite  le  point  M  sur  la 
courbe  en  le  faisant  tendre  vers  le 
point  à  rinfmi. 

Si  la  droite  (Aj),  qui  passe  constam- 
ment par  le  point  à  l'infini,  tend  vct-s 
une  position  limite  (A)k  distance  finie, 
cette  droite  (A)  est,  par  définition,  la 
tangente  au  pointa  l'infini.  Lorsque  la 
droite  (A)  existe,  nous  dirons  qu'elle 
est  une  asymptote  de  la  courbe. 
Remarquons  que  la  distance  du 
point  M  à  l'asymptote  (A)  est  égale  à  la  distance  des  deux  parallèles  (A,)  et  (A). 
Il  résulte  donc  de  la  définition  que,  si  une  branche  infinie  a  une  asymptote. 
la  distance  d'un  point  de  la  courbe  à  Vasymptote  tend  vers  0,  lorsque  le 
point  s'éloigne  indéfiniment  sur  cette  branche  infinie. 

a* 
ICxEMPLE.  —  Construire  la  courbe  :  y  =  x (Iig.  94). 


Fig.  93. 


La  fonction  y  et  ses  dérivées  : 


fl' 


y'  =  ^  +  ^.: 


y'=- 


2fl« 

3* 


sont  définies  et  continues  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  sauf  pour 
X  =  0.  Dressons  le  tableau  des 
variations  de  y,  on  en  déduit  les 
résultats  suivants  : 


JL' 

V" 

y' 

II 

X> 

—  oc 

+ 

H- 

croît 

0 

+  » 

00 

— 

+ 

«•roît 

+  « 

+  » 

Lorsque  x  croît  de  —  oc  à  0,  la 
branche  de  courbe  correspon- 
dante est  AC  qui  tourne  sa  con- 
cavité dans  la  direction  Oy.  Fig.  91. 

Lorsque  x  est  positif,  la  bran- 
che   de   courbe  correspondante  est  I)F  qui  tourna  sa  concavité  dans  la  direclton  Oy'. 
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Les  points  B  et  E  où  la  courbe  rencontre  Ox  ont  respectivement  pour  abscisses  —  a  et 
+  a. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  n^  149,  les  deux  branches  infinies  BC  et  ED  ont  Oy  pour 
direction  asymptotique  commune.  Si  un  point  pris  sur  l'une  de  ces  deux  branches  s'éloigne 
indéûniment,  son  abscisse  tend  vers  0  ;  donc  la  droite  X  =:  or,  menée  par  ce  point  parallè- 
lement à  la  direction  asymptotique  Oy,  a  pour  limite  X  =  0.  L'axe  Oy  est  donc,  par  défini- 
tion, asymptote  aux  deux  branches  BC  et  ED. 

De  même,  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  trouvé  au  n«  149  que  les  deux  branches  infinies 
Bâ  et  EF  ont  pour  direction  asymptotique  commune  la  première  bissectrice.  La  parallèle  à 
cette  droite  menée  par  un  point  (x,  y)  pris  sur  BA  ou  sur  EF  est  : 


Y  —  y  =  X  —  X, 


ou 


a* 

Y  +  — =X. 


Lorsque  le  point  {x,  y)  s'éloigne  indéfiniment,  son  abscisse  x  crott  indéfiniment  et  la 
parallèle  à  la  direction  asymptotique  a  pour  position  limite  la  droite  Y  =  X,  qui  est  asymp- 
tote aux  deux  branches  BA  et  EF. 

En  résumé,  la  courbe  a  pour  asymptotes  Oy  et  la  première  bissectrice  ;  chacune  de  ces 
droites  est  asymptote  &  deux  branches  infinies. 


iC 


151.  Branche  paraboliqae.  —  Lorsqu'une  branche  infinie  a  une  direction 
asymptotique  S^  il  peut  arriver  que  (Ai),  parallèle  à  S  menée  par  un  point  M 
de  la  courbe,  n'ait  pas  de  position  limite  et  s'éloigne  indéfiniment  en  même 
temps  que  M.  Dans  ce  cas,  l'asymptote  y 
(A)  est  rejetée  k  l'infini,  c'est-à-dire 
qu'elle  se  confond  avec  la  droite  de 
rinfini.  La  courbe  n'a  plus  d'asymp- 
tote à  distance  finie,  mais  elle  a  une 
direction  asymptotique  et  cette  pro- 
priété lui  impose  une  forme  particu-  - 
lière. 

La  parabole  (fig.  95)  est  un  exemple 
très  simple  d'une  courbe  offrant  cette 
particularité.  Considérons,  en  effet, 
l'arc  de  parabole  :  y  =  ^^px,  qui  a  Ox 
pour  direction  asymptotique  (n**  140). 
Par  un  point  (x,  y)  de  la  courbe  me- 
nons la  droite  (Ai)  parallèle  à  la  direction  asymptotique;  l'équation  de  celte 
droite  est  Y  :=y.  Lorsque  le  point  {x,  y)  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  courbe, 
y  croit  indéfiniment,  et  la  position  limite  de  la  droite  Y  =  y  est  rejetée  k 
l'infini. 

Par  analogie,  si  une  branche  infinie  a  une  direction  asymptotique  ô,  et  si 
son  asymptote  est  rejetée  h  l'infini,  nous  dirons  que  la  courbe  a  une  branche 
parabolique  dans  la  direction  8. 

152.  Détermination  analytique  des  asymptotes.  —  Remarquons  d'abord  que 
la  direction  de  l'asymptote,  c'est-à-dire  la  direction  asymptotique,  est  définie 
analytiquement  par  son  coefficient  angulaire  ;  il  y  a  donc  lieu  de  distinguer 
deux  cas,  suivant  que  la  direction  asymptotique  est  ou  n'est  pas  parallèle 
àOy(no62;. 


Fig.  95. 


114 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


On  en  déduit  un  premier  tracé  approché  de  la  courbe,  comme  le  montrent 
les  remarques  qui  suivent. 

Remarques.  —  1^  Si^  dans  un  intervalle  (a,  b),  la  fonction  y  n'est  pas  définie, 
la  courbe  n*a  aucun  point  entre  les  parallèles  hOy  :  x  =^  a  et  x  =b. 

2**  Dans  un  intervalle  où  la  dérivée  est  positive,  la  fonction  y  est  croissanlp; 
en  tous  les  points  de  Tare  de  courbe  correspondant,  la  tangente  a  un  coefïi- 
cient  angulaire  positif. 

De  même,  dans  un  intervalle  où  la  dérivée  est  négative,  la  fonction  est  dé- 
croissante; en  tous  les  points  de  Tare  de  courbe  corres- 
pondant, la  tangente  a  un  coefficient  angulaire  négatif. 
3**  A  une  racine  de  la  dérivée  correspond,  sur  la 
courbe,  un  point  où  la  tangente  a  un  coefficient  angu- 
laire nul  ;  la  tangente  en  ce  point  est  donc  parallèle  à  Oj;. 
Cette  circonstance  se  présente  lorsque  la  fonction 
passe  par  un  maximum  ou  un  minimum,  sa  dérivée 
restant  continue. 

¥  Lorsque  la  dérivée  est  discontinue,  elle  est,  en 
général,  infiniment  grande;  dans  ce  cas,  la  tangente  à 
la  courbe  au  point  correspondant  est  parallèle  à  0|^. 

5**  Enfin,  si  l'ordonnée  y  croit  indéfiniment  lorsque  x 
'tend  vers  a  (fig.  84),  le  point  Wx,  y)  s'éloigne  indé- 
finiment sur  la  courbe  et  se  rapproche  sans  cesse  de  la 
parallèlle  à  Oy,  (A),  d'abscisse  a.  Nous  verrons  plus  loin  que  la  droite  (A)  est 
dite  alors  une  asymptote  de  la  courbe  (n"  150). 


Fig.  84. 


141.  Exemple  I.  —  Consh^uire  la  courbe 
gulaires  et  a  désignant  une  longueur 
donnée  (fig.  85). 

La  fonction  y  est  définie  et  continue 
pour  toute  valeur  de  a;  ;  sa  dérivée  : 

qui  est  continue  pour  toute  valeur  de  ar, 
s'annule  et  change  de  signe  pour  ^r  =  0. 

Lorsque  x  est  négatif,  y'  est  négatif, 
y  décroît  de  +  »  à  un  minimum  a. 
Lorsque  x  est  positif,  y'  est  positif, 
y  croît  depuis  a  jusqu'à  -|-  <»• 

Ces  résultats  sont  résumes  dans  le 
tableau  suivant  : 


y  =  —  (  c  «  -|-  e~'  «  j  ;  les  axes  étant  recian' 


X 


y 


—  oc 

-f   oc 

— 

décroît 

0 

0 

a  (minimum) 

+ 

croît 

+  « 

+  » 

Fig.  83. 
On  en  déduit  immédiatement  la  construction  de  la  courbe  correspondante  (fig.  ^)  : 


COURBE  DKQUATION  y  =  f{T) 
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celle-ci  est  appelée  chaînette,  parce  qu'elle  est  la  position  d'équilibre  d'un  fil  flexible  pesant 
dont  les  extrémités  sont  fixes. 

k  deux  valeurs  opposées  de  x,  correspond  une  soûle  valeur  de  y  ;  la  droite  Oy  est  donc  un 
axe  de  symétrie  de  la  courbe.  Le  point  A  correspond  à  un  minimum  de  y,  et  la  tangente 
en  ce  point  est  parallèle  à  Ox,  

fa  -\-  X 
Exemple  II.  —  Construire  la  courbe  ;  y  =  a:  W  — ^;;^| —  ;  lee  axes  étant  rectangulaires  et 

a  désignant  une  longueur  donnée  (fig.  86). 

La  fr>ncUon  y  n'est  définie  que  si  la  quantité  sous  le  radical  est  positive,  c'est-à-dire  si 
X  varie  dans  l'intervalle  ( —  a,  -{-  a).  La  dérivée  est  : 


y  =  \/B^+ 


Sa 


—  X*  -\-  ax  -\-  a* 


i  v/iL±JL  (a  -  a-,«        («  -  *■)•  \/^±^  ' 
V   a  —  Jt-   ^  '  y   a  —  X 


les  valeurs  qui  l'annulent  sont  : 

La  première  est  extérieure  à  l'intervalle  (—  a,  -\-  a),  la  seconde  est  contenue  dans  cet 
intervalle  ;  nous  conserverons  donc  seulement  cette  racine  x". 
Le  dénominateur  de  la  dérivée  étant  toujours  positif,  y'  a  le 
signe  de  son  numérateur.  On  trouve  immédiatement  ce  signe  : 
les  variations  correspondantes  de  y  peuvent  être  résumées  dans 
le  taJbleau  suivant  : 

X 


—  a 


0 

4- 


0 
décroît 


—  -j  (v/T—  l)  V^/ô  —  2  (minimum). 


croît. 

+     00 


Ajoutons  que,  pour  x  =  0,  on  a  :  .y  =  0,  y'  =  1  ;  la  courbe  passe  \ 
donc  par  l'origine  et  est  tangente  en  ce  point  à  la  première  bis- 
sectrice. Llle  a  la  forme  indiquée  en  trait  plein  sur  la  figure 
(fig.  86). 

Remarquons  que  la  courbe,  qui  a  pour  équation  : 


e^t  symétrique  de  la  première  par  rapport  à  Ox;  elle  est  repré- 
sentée sur  la  figure  en  traits  discontinus.  L'ensemble  de  ces  deux 
arcs  de  courbe  constitue  la  strophoide  droite  dont  l'équation  est  : 


y  =  ±  a  V/ • 

ou,  sous  forme  entière  : 

y*(a  —  jt)  =  x*{a  -[-  x). 


Fig.  86. 


142.  Remarque  sur  les  sjrmétries.  —  Lorsqu'on  se  propose  de  construire 
une  courbe  :  y  =  f{x),  il  peut  arriver  qu'avant  d'appliquer  la  marche  indiquée 
au  n"*  140,  on  constate  que  la  titans  formation  de  x  en  —  x  ne  change  pas  y, 
ou  le  change  en  —  y, 

A  tout  point  M(a?,  y)  de  la  courhe  correspond,  dans  le  premier  cas,  le  point 
M'( —  X,  y)  symétrique  de  M  par  rapport  à  Oy,  dans  le  second  cas,  le  point 
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Dans  ce  cas,  si  par  le  point  {x,  y)  de  la  courbe  on  mène  la  parallèle  X  =  a;  à 
la  direction  asymptotique,  cette  droite  s'éloigne  indéfiniment  en  même  temps 
que  le  point  {x,  y).  La  courbe  a  donc  une  branche  parabolique  dans  la  direc- 
tion Oy. 

L*abscisse  de  Tasymptote  parallèle  à  0^,  qui  est  alors  infinie,  est  encore, 
dans  ce  cas  particulier,  la  valeur  de  x  qui  rend  y  infini.  On  voit  donc  que  la 
règle  générale  énoncée  au  n®  182  s'applique  dans  tous  les  cas  où  la  direction 
asymptotique  est  Oy. 


Exemple.  —  La  courbe  y  =V/-1 

lorsque  x  tend  vers  -|-  oo.  Le  rapport 


,  construite  au  n*  147,  a  une  branche  infinie 


T  =  \/' 


X*  —  a* 
ax 


croit  indéfiniment  avec  x.  La  courbe,  qui  a  une  direction  asymptotique  parallèle  à  Oy.  a 
donc  une  branche  parabolique. 

156.  Recherche  des  asymptotes  non  parallèles  à  Oy.  —  Considérons  une 
courbe  :  y  =  f(x),  et  soit  c  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  asympto- 
tique OS  d'une  branche  infinie  de  cette 
courbe.   Proposons-nous   de   déterminer 
Tasymptote  parallèle  à  OS. 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire 
et  suffisante pow' que  la  droite  y=:cX'i-d 
soit  une  asymptote  est  que  y  —  cx  tende 
vers  d  quand  x  croît  indéfiniment. 

Supposons,  en  effet  (fig.  98),  que  la 
courbe  ait  une  asymptote  (A),  et  menons 
par  un  point  quelconque  M.(x,  y)  la  paral- 
lèle (Al)  à  Tasymptote  ;  la  droite  (A,)  a  pour 
équation  : 

Y  —  y  =  ciX  —  x), 

Fip.  98.  et  son  ordonnée  à  l'origine  est  y  —  cx. 

Par  définition,  pour  que  (A)  soit  une 
asymptote,  il  faut  et  il  suffît  que  (Aj)  tende  vers  (A)  quand  le  point  M  s'éloigne 
indéfiniment.  Dans  ces  conditions,  on  a  bien  :  y  —  cx  =  d  pour  a?  =  oc, 
d  étant  l'ordonnée  à  l'origine  de  l'asymptote  (A). 
Ce  théorème  conduit  h  la  règle  suivante  : 

RÈr,LE.  — Etant  donnée  une  direction  asymptotique  de  coefficient  angu- 
laire c,  r ordonnée  à  V origine  d  de  V asymptote  parallèle  est  égale  à  la  limite 
de  y  —  cx  quand  x  croît  indéfiniment . 

On  a  donc  : 

d  s  limite  (y  —  cx),  pour  x  s  qo  . 
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157.  Exemple.  —  Construire  la  courbe  :  y  =  i/ (fîg.  99). 

\  X  —  a 


!    Jc" 


La  fonction  y  =  V/  — * ®^  ^^  dérivées  : 

2a-  —  3a  1  /        a- 

V  (A-  —  a)=»  ' 


y"  = 


3a' 


2y/A'(jr  —  a)" 


3a 


+  « 


+ 


0 

+ 


-|-  00 

déf. 

— ^ —  (miniinuni). 
croît. 

-f-  00 


sont  déûnies  et  continues  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  extérieures  à.  l'inter- 
valle (0,  a).  On  établit  sans  difficulté  le 
tableau  des  variations  ci-contre. 

Nous  pourrions  dès  maintenant  cons- 
truire la  courbe  approximativement, 
mais  la  recherche  des  asymptotes  et  de 
la  position  de  la  courbe  par  rapport 
aux  asymptotes  nous  permettra  de  pré- 
ciser le  tracé  de  la  courbe. 

A  la  lecture  du  tableau,  nous  voyons 
que  la  droite  :  a-  =  a  est  une  asymp- 
tote. De  plus,  on  a  :  y  =  4-  00  pour 
j-  =  =fc  00  ;  la  courbe  a  donc  deux  autres 
branches  infinies  HO  et  DG  ;  cherchons 


les   directions   asymptotiques  correspondantes  ;  on  a  : 

!•  si  X  est  positif,  -j  =  y-jrzr^ »       '^"*-  T  =  +  ^'  P""^  a-  =  -f  «> ; 

y  /     •^'  y 

*•  si  jr  est  négatif,  -i-  =  —  W  •^.  _  ^^  ,  lim.  -j  =^\,  pour  x  =r—  oo  . 

La  courbe  a  deux  directions  asymptotiques  parallèles  aux  bissectrices  des  axes  et  cor- 
respondant à  chacune  des  deux  branches  infinies.  Considérons  d'abord  la  direction 
de  coefficient  angulaire  i:  pour  déterminer  l'asymptote  correspondante,  appliquons  la 

U  faut  trouver  la  limite  de  y  —  a-  =  V/  — x,  pour  .r  =  -}-«>  ;  c'est  une  question 

que  Ton  résout  en  Algèbre.  On  peut  écrire  : 


x^ 


«.< 


ax 


.s 


a 


v/^,.  (._„,(v/^+..)  (.-|)(v/3^+,y 


Od  en  déduit  : 


a 


lim.  (y  —  a)  =  -5-  ,  pour  a:  =  -|-  «>. 


La  branche  de  courbe  DG  a  donc  une  asymptote  BC,  dont  l'équation  est  : 

y 

Par  un  calcul  analogue,  on  trouve  : 


a 


lim.  {y  -|-  .r)  = 5-  ,  pour  x  =  —  <x'^ 

et  on  en  conclut  que  la  branche  de  courbe  HO,  dont  la  direction  asymptotique  a  pour 
coefficient  angulaire  —  1,  a  une  asymptote  AB  d'équation  : 


a 


y  =  -^-Y' 

Cela  posé,  la  dérivée  seconde  y"  étant  constamment  positive,  les  deux  branches  HO  et 
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FQ  tourncnl  leur  concavilû  vers  Oy  el,  par  suite,  sont  placées  nécessairement  par  rapport 
à  leurs  asymptotes  du  côté  do  la  direction  Oy. 
On  achèvera  facilement  ensuite  la  construction  de  la  courbe. 


Fig.  99. 
Nous  avons  tracé  en  même  temps  sur  la  figure,  en  traits  discontinus,  la  courbe  : 

-*  V    .r  —  a 

symétrique  de  la  précédente  par  rapport  à  Ox.  Los  deux  asymptotes  AB  et  BC.  étant  elles- 
mêmes  symétriques  par  rapport  à  O.r,  sont  aussi  los  asymptotes  des  branches  D'G'  el  OH' 
de  cette  seconde  courbe. 


158.  Position  d'une  courbe  par  rapport  à  son  asymptote.  —  L'exemple  pré- 
cédent montre  que  le  sens  de  la  concavité  indique  immédiatement  la  position 
d'une  branche  infinie  par  rapport  h  son  asymptote,  de  même  qu'il  indique  la 
position  d'une  courbe  par  rapport  à  sa  tangente.  Cependant,  pour  trouver  la 
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position  d*une  courbe  par  rapport  h,  son  asymptote,  il  vaut  mieux,  en  géné- 
ral, reprendre  sur  chaque  exemple  particulier  le  raisonnement  que  nous  avons 
employé  au  n*  143,  c'esl-à-dire  étudier  le  signe  de  la  différence  entre  les 
ordonnées  du  point  de  la  courbe  et  du  point  de  l'asymptote  qui  ont  la  même 
abcisse  x,  lorsque  x  croît  indéflniment. 

Exemple.  —  Reprenons  la  courbe  :  y  =  V  ~n —  ^^^  ''*^'*^  venons  de  construire,  et  cher- 
chons directement  la  position  de  cette  courbe  par  rapport  à  l'asymptote  :  Y  =  x  -|-  --. ,  par 
exemple. 

Formons  2^  —  Y  et  appliquons  à  cette  di(Térence  la  transformation  que  nous  avons 
employée  dans  la  recherche  de  l'ordonnée  à  l'origine;  on  trouve  : 

^ x"       (    ,  ay 

Lorsque  x  tend  vers  -f-  <^  f  le  dernier  rapport  tend  vers  0  et  ses  deux  termes  sont  posi- 
tifs. La  différence  y  —  Y  est  donc  positive,  c'est-à-dire  que  la  branche  infinie  DG  doit  être 
placée  au-dessus  de  son  asymptote  BC. 

Remarquons,  en  outre,  que  les  valeurs  de  x  qui  annulent  y  —  Y  sont  les  abscisses  des 
points  communs  à  la  courbe  à  son  asymptote. 

Dans  Tcxemple  que  nous  traitons,  la  valeur  or  =  —  ~  ,  qui  annule  y  —  Y,  est  l'abscisse 
du  point  E  j 2_^  ^  V  c'est  le  point  de  rencontre  do  la  courbe  et  de  l'asymptote  BC. 

159.  Cas  de  la  branche  parabolique.  —  Si  Ton  désigne  par  c  le  coefficient 
angulaire  d*une  direction  asymptotique,  la  droite  (Ai),  menée  parallèlement  à 
cette  direction  par  un  point  {x^  y)  de  la  courbe,  a  pour  équation  : 

Y  —  y  =  c  (X  —  ic)  ; 

son  ordonnée  à  l'origine  est  y  —  ex.  Lorsque  le  point  M  s'éloigne  indéfini- 
ment, si  y  —  ex  croit  indéfmiment  en  môme  temps  que  a?,  la  droite  (Ai) 
s'éloigne  indéfiniment  et  la  branche  infinie  est  une  branche  parabolique. 

Exemple.  —  La  courbe  :  y  =1  x  -\~  yax-  a  pour  direction  asymptotique  la  première  bis- 

y 

sectrice,  car  -^  tend  vers  1 ,  pour  a-  =  +  »  .  Mais  la  différence  y  —  x  croît  au  delà  de  toute 

limite  en  même  temps  que  x,  la  courbe  a  donc  une  branche  parabolique  dans  la  direction 
de  la  première  bissectrice. 

160.  Asymptotes  parallèles  à  Ox.  —  Loi*squ'une  asymptote  est  parallèle  à 
()x,  son  coefficient  angulaire  c  est  nul  et,  par  suite,  l'ordonnée  à  l'origine  d 
devient  l'ordonnée  de  l'asymptote.  La  règle  énoncée  au  n""  156  prend  donc, 
dans  ce  cas  particulier,  la  forme  suivante  : 

L'ordonnée  d^une  asymptote  parallèle  à  Ox  est  égale  à  la  limite  de  y 
quand  X  croit  indéfiniment. 

Cette  règle  est  analogue  à  celle  qui  donne  les  abscisses  des  asymptotes  paral- 
lèles à  Oy  (n^  152). 

161.  Exercice.  —  Étudier  les  branches  infinies  de  la  courbe  :  y  =  — — ^,  f{x)  et  g{x)  étant 
lies  polynômes  entiers  en  x^  le  premier  de  degré  m,  le  second  de  degré  p. 

Tri»«c  et  Thybal'T.  Géom^irie  analytique.  9 
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En  supposant  quo  f\x)  el  g{a:)  n'aient  aucun  diviseur  commun,  les  racines  de  l'équa- 
tion g{x)  =  0  rendent  y  inÛni ,  ces  valeurs  sont  les  abscisses  des  asymptotes  parallèles 

à  Oy. 

Pour  étudier  les  branches  inflnies  que  Ton  obtient  en  faisant  croître  x  indéfiniment,  on 
pourrait  appliquer  la  méthode  générale  (n"  i49  et  156).  mais  il  est  plus  simple  d'utiliser 
la  remarque  suivante. 

En  divisant  f^x)  par  f/(x),  on  a  : 

flx)  =  g(x).Q{x)  -h  RM.        fï'où  :        y  =  -^  =  Q{x)  + 


.7K) 


9(^)  ' 


Q^-)  pouvant  être  identiquement  nul,  et  H{x)  étant  de 

degré  inférieur  à  p.  Il  en  résulte  que  — t— r  tend  vers  M, 
pour  x=  oc.  '^^"'^ 

Nous  ferons  alors  deux  hypothèses  : 

i"  m  ^  p  "{-  i  ;  Q(.t)  est  au  plus  du  premier  degré,  cl 
Ton  peut  écrire  : 

Q{x)  ^  ex  +  rf, 

les  constantes  c  et  ^  pouvant  être  nulles. 
La  droite  Y  =  ex  -\-  d  est  alors  une  asymptote,  car 

KU) 

y  —  Y  =  — r-7-  tend  vers  0  pour  x  =  ac   (n*  156).  Df 

plus,  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote 
se  déduit  immédiatement  du  signe  de  cette  ditTércnce 

pour  Jf  =::  00  . 

2»  7«  >•  p  +  1  :  si  l'on  construit  la  courbe  auxiliaire  : 
Y  1=  Q(^),  y  —  Y,  ditTérence  des  ordonnées  des  poinU 
des  deux  courbes  ((ui  ont  même  abscisse  x,  tend 
encore  vers  0  pour  ar  =  œ .  Les  deux  branches  infinie> 
de  cette  courbe  auxiliaire  tendent  donc  à  se  confondît; 
avec  la  courbe  proposée,  do  même  que  rasyniptotc 
d'une  courbe  quelconque  tend  à  se  confondre  avec  elle. 

Pour  cette  raison,  on  dit  que  Y  ;=  Q(.i)  est  une  courbe 
asymptote  de  la  courbe  proposée. 

Par  exempte,  nous  représentons  sur  la  ligure  100.  la 
courbe  : 


y  = 


j.-"  +  a» 


>.« 


«" 


a^v 


a    ~^  X 


>.t 


.qui  admet  pour  courbe  asymptote  la  parabole  :  y  =  —  ,  tracée  en  traits  discontinus.  Lf 
point  I  ( — a,0),  où  la  courbe  rencontre  Ox,  est  un  point  d'inflexion. 


TANGENTE  ET  SOUSTANGENTE,  NORMALE  ET  SOUS-NORMALE 

162.  —  Nous  allons  rattacher  à  une  courbe  quelconque  :  y  =  f{x)  un  certain 
nombre  défilements  géométriques  qui  dépendent,  non  seulement  de  la  foruie 
de  la  courbe,  mais  encore  de  sa  position  par  rapport  h  une  droite  fixe  que 
nous  supposerons  être  Taxe  des  x. 

Équation  de  la  tangente.  —  La  tangente  à  une  courbe  y  =  f{x),  en  uii 

point  M(x,  2/),  a  pour  coefficient  angiUaire  y'  =  f'(x)  ;  son  équation  est 

donc  : 

Y  —  y  =  y'(X  —  X). 


163.  Sous-tangente,  —  Soit  T  le  point  de  rencontre  avec  0:i;  de  la  tan 
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génie  à  la  courbe  au  point  M,  et  soit  m  le  pied  de  l'ordonnée  du  point  M. 
On  nomme  sous-tangente  (fig.  101),  le  segment  mT  compté  sur  Ox. 
Evaluons  ce  segment  ;  on  obtient  Tabscisse  X  du  point  T  en  remplaçant  Y 

par  0 dans  Téquation  delà  tangente,  ce  qui  donne  :  X^o?  —  -^  ,  on  a  donc  : 
sous-tangente  mT  =  ÔT  —  (Im  =  X  —  a;  = U^  . 

y' 

Exemple.  —  Considérons  la  parabole  :  y  =±:  ^ïpx,  qui  admet  Ox  pour  axe  de  symétrie. 
On  a  : 


y 


=^v/^=  . 


y 


sous-tangente  mT  = V  =  —ta-. 


Dans  ce  cas,  la  sous-tangente  est 
donc  un  segment  opposé  au  double  de 
l'abscisse  du  point  de  contact. 

Réciproquement^  cherchons  les  cour- 
bes qui  possèdent  cette  propriété  ;  elles 
sont  définies  par  l'équation  : 


^  =  —  2j:, 


ou  : 


^1 

y 


1 


En  remontant  aux  fonctions  primi- 
tives, et  en  désignant  par  ^tp  une 
constante  arbitraire,  on  obtient  : 

Ly  =  Y  L^  +  L  ^tp  =  L  ^2pa.; 
d'où  : 


Fig.  101 


y  =  v^5î/>-»'. 

On    retrouve  une  parabole  ayant  Ox  pour  axe   de  symétrie. 

164.  Application.  —  Courbes  dont  la  sous-tangente  est  constante  (fig.  102). 
Soit  —  a  la  valeur  constante  de  la  sous-tangente,  on  a  : 

1 


ou  : 


11 

y 


a 


d'où,  en  remontant  aux  primitives  et  en 
désignant  par  xo  une  constante  arbitraire  : 


Lt/  = 


a 


X  —  Jo 


ou  : 


y  =  e 


L'équation  précédente,  renfermant  une 
constante  arbitraire  xo,  représente  une  in- 
finité de  courbes  ;  on  obtient  l'une  d'elles 
en  donnant  a  xo  la  valeur  particulière  0, 
ce  qui  donne  : 

r 


(i) 


y==e 


Si   l'on  déplace  cette  courbe  parallèle- 
ment à  Ox  par  une  translation  égale  à  .^o, 
l'ordonnée  d'un  point  ne  change  pas,  mais 
l'abscisse  diminue  de  oto,  et  l'équation  de  la  courbe  devient  : 


X—X9 


y=c 
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On  obtient  donc  toutes  les  eonrbes  cherchées  en  effectuant  sur  Tune  d'elles  une  transla- 
tion parallèle  àO^t*;  la  propriété  géométrique  de  ces  courbes  étant  indépendante  de  0^, 
ce  résultat  pouvait  éti*e  pt-évu. 

Nous  construisons  la  courbe  représentée  par  l'équation  (1)  en  supposant,  par  exemple, 
que  la  sous-tangente  —  a  soit  négative.  L'ordonnée  y,  qui  est  une  fonction  définie  et  conti- 
nue quel  que  soit  .r,  croft  de  0  à  -[-  oo ,  lorsque  x  croît  de  —  «>  à  -|-  oo . 


165.  Longueur  de  la  tangente.  —  La  longueur  de  la  tangente  (fig.  101)  est 
la  portion  de  tangente,  MT,  comprise  entre  le  point  de  contact  M  et  Ox.  Eva- 
luons cette  longueur  dans  le  triangle  rectangle  MmT;  on  trouve  : 


MT  =  y/Mw*  -+-  Tw*  =  sJy'-  -+-  -^  = 


y' 


t/i  +  y'*. 


Application.  —  Courbes  dont  les  tangentes  sont  égales  (fig.  103). 
Soit  a  la  valeur  constante  de  la  longueur  de  la  tangente  ;  on  a  : 


JL 

.y' 


t/i  + 


y 


a,      d'où  :      y'  =  db 


.y 


y/ a*  —  y»  * 
Remarquons  que  l'ordonnée  y,  considérée  comme  fonction  de  .r,  et  Tabscisse  a\  considé- 


rée  comme  fonction  de  y.  constituent  deux  fonctions  inverses  ;  donc,  d'après  une  propo- 
sition d'Algèbre  bien  connue,  on  peut  écrire  : 


Xy     


y\ 


et,  par  suite. 


^!/  = 


y 


y 


.  Transformons 


Prenons,  par  exemple,  le  signe  -f-  devant  le  radical  et  remarquons  que,  pour  obtenir  a- 

en  fonction  de  y,  il  suflît  de  déterminer  la  fonction  primitive  de  — 
celte  expression,  en  supposant  y  positif,  on  trouve  : 

v'fl*  —  y* a*  —  .y*      _  a*  y  _ 


Xy    = 


a* 


y 


y 


y  v/«' — y*      y  V^«'  —  y*'      v^"*  —  y 


'  v^ 


\/n'-y'*' 


On  connaît  la  fonction  primitive  des  doux  termes  de  la  dernière  différence,  on  peut  donc 
écrire,  en  désignant  par  xo  une  constante  arbitraire  : 

Lorsque  xo  varie,  les  courbes  représentées  par  cette  équation  se  déduisent  toutes  de  Tune 
d'elles  en  déplaçant  celle-ci  parallèlement  à  0.r.  Comme  dans  un  exemple  précédent,  ce 
résultat  pouvait  être  prévu. 
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Donnons  à  av»  Ja  valeur  0,  et  construisons  la  courbe  (flg.  103)  : 


=  yja*  —  y*  —  ai.  ^ ^ ]  • 


y  étant   positif,  pour  que  y/a*  —  y'  soit  dëûui,  il  faut  que  l'on  ait  :  0  <  y  <  a  et  l'on 
raconnatt  facilement  que,  dans  cet  intervalle,  la  fonction  x  est  définie.  Les  dérivées  sont  : 


X'  = 


v/a*  -  y* 


y 


x"  = 


—  a' 


if  \/a*  —  y* 


y 

x" 

x' 

0 

+  » 

— 

+ 

a 

0 

X 


—   00 

croit 
0 


Dans  rintervalle  (0,  a)  on  a  :  x'  >  0,  x"  <  0  ;  on  peut  donc  dresser  le  tableau  ci-contre. 

La  courbe  MA,  qui  tourne  sa  concavité  dans  la 
direction  0^-',  est  asymptote  à  Ox'  et  tangente  à  Oy 
au  point  A(0,a). 

En  prenant  le  signe  —  devant  le  radical  qui  figure 
dans  l'expression  de  Xy^  on  obtient  une  branche  de 
courbe  symétrique  de  la  précédente  par  rapport  à 
Ox.  L'ensemble  de  ces  deux  branches  constitue  la 
courbe  aux  tangentes  égales  ou  Iractrice. 
Dans  les  calculs  que  nous  venons  d'effectuer, 
flous  avons  supposé  y  positif:  si  y  était  négatif,  on  obtiendrait  une  courbe  symétrique 
de  la  précédente  par  rapport  kOx. 

166.  Équation  de  la  normale  {coordonnées  reclangulaires).  —  La  normale  à 

une  courbe  :  y  =  f(x),  en  un  point  M.{x,  y),  a  pour  coefficient  angulaire j  ; 

son  équation  est  donc  :  ^ 

Application.  —  Trouver  les  courbes  dont  les  normales  passent  par  un  point  fixe. 
Prenons  ce  point  pour  origine;  l'équation  de  la  normale  doit  être  vérifiée  par  les  coor- 
données 0,  0  de  ce  point  ;  ce  qui  donne  la  condition  : 


—  y  =y  »      ou  : 


2yy'  +  2a-  =  0. 


En  remontant  aux  primitives,  on  obtient  : 

X*  +  y«  =  C, 

C  étant  une  constante  arbitraire.  L'équation  précédente  représente  l'ensemble  des  cercles 
qui  ont  pour  centre  le  point  fixe  0.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  les  normales  à  l'un  quel- 
conque de  ces  cercles  passent  par  le  centre  0. 


167.  Sou8-normale.  —  Soient  N  le  point  de  rencontre  de  la  normale  MN 
avec  O.X  et  m  le  pied  de  Tordonnée  du  point  M;  on  nomme  sous-normale 
(ïig.  401)  le  segment  mN  compté  sur  Ox. 

Pour  évaluer  ce  segment,  remarquons  que  Ton  obtient  l'abscisse  X  du  point 
N  en  faisant  Y  =  0  dans  Téquation  de  la  normale,  ce  qui  donne  :  X  =  a:  -f-  yy^. 
Un  a  donc  : 

sous-normale  wiN  =  ON  —  Om  =  X  —  a?  =  yy'. 

ExEUPLB.  —  Dans  la  parabole  :  y  =  ±:  ^tpx^  on  a  : 

y'  -=  db  V/—-  ;       sous-normale  mN  --^  yy'  =  p. 
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La  sous-normale  de  la  parabole,  par  rapport  à.  son  axe  de  symétrie,  est  donc  consUnk. 
Réciproquement,  cherchons  les  courbes  dont  la  sous-normale  est  constante, 
p  étant  la  valeur  constante  de  cette  sous-normale,  on  a  : 

.V.y'  =  p.        ou  :        2yy'  =  2p, 
d'où,  en  remontant  aux  primitives,  et  en  désignant  par  x,j  une  constante  quelconque  : 

y*  =  2p(x  —  j:o)- 

Les  courbes  cherchées  s'obtiennent  donc  en  déplaçant,  le  long  de  Taxe  Ox*,  la  parabole  : 
y*  =  ipx. 

168.  Longueur  de  la  normale.  —  La  longueur  de  la  normale  en  M  (fig.  101) 
est  la  portion  de  normale,  MN.  comprise  entre  M  et  Ox.  Évaluons  cette  lon- 
gueur dans  le  triangle  rectangle  MmN  ;  on  trouve  : 

MN  =  V^Mw^  +  mN»  =  v/yHhW*  =  \y\  /^  +y'*- 


Application.  —  Courbes  dont  les  normales  sont  égales. 
Soit  a  la  longueur  constante  de  la  normale,  on  a  : 


.y.v' 


(I)  I//I  V^4  +  y'*-=a.        d'où:  '11 =  1. 

zbyV  — y* 


Le  premier  membre  est  la  dérivée  de  q=\/«*  —  y';  en  désignant  par  a-q  ^i^c  constante 
quelconque,  on  peut  donc  écrire  : 

qp  ^a-  —  y*  =  ar  —  j-©  ,        ou  :        [x  —  Xo)*  +  y*  =  a*- 

Cette  équation  montre  que  les  courbes  cherchées  sont  les  cercles  de  rayon  a,  ayant  lenr 
centre  en  un  point  arbitraire  de  Ox,  11  était  d'ailleurs  évident  que  ces  cercles  répondent 
à  la  question. 

Remarque.  —  Los  cercles  que  nous  avons  trouvés  sont  tangents  aux  deux  parallèles  à 
Oar  :  y  =  =h  a.  Ces  deux  droites  sont  deux  nouvelles  solutions  du  problème,  car  les  nor- 
males à  chacune  d'elles  sont  égales  à  a. 

L'équation  (1),  qui  définit  toutes  les  lignes  cherchées,  est  d'ailleurs  vérifiée  lorsqu'on 
remplace  y  par  dz  a,  car  on  a  dans  ce  cas  :  y'  =  0  ;  mais  cette  solution  a  disparu  lors- 
qu'on a  divisé  par^/a*  —  y*. 

EXERCICES 

1.  Construire  la  courbe  '.  y*  =  x^  -^  px  -^  q\  montrer  qu'elle  a  un  point  d'inflexion  et((uc  ce  poiul  eslccnlre 
de  symétrie. 

2.  Construire  la  courbe  :  w  =  -r  -+-  —    h r  - 

*         j-—  1  X  jr-»-l 

1  ar* 

.3.  Construire  :  1/  =  ^  +  1  +  r-  '.  w  =  x*  +  — r— — :— • 

.r«  —   l  .r^    -  1 

4.  Construire  :  1/  =  — ,  et  discuter   les  diffi'«rcnles  formes   de   la  courbe  suivant   les  valeurs  de 

«  et  ?.  Etudier  la  concavilt-. 

0.  (Construire  :  y  =.  '  ,  «  =  -+-  a*  i  /fLZ— _  , 

±:y/{x-  i)(,x  -2}  "^       ~     \x-î 

y  =  T*-+-  V'x*  -   1,  y  =  Vx*  —  a*  —  m  Vx*  —  6«, 

1               1  1 

V*  =  —   f    7   +•••  + 


XX  —  1  X  —  n 

{/Ccole  des  Minvs  de  Saint-Ktienne,  Oral,  1890.) 
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6.  Construire  les  courbes  déGiiics  par  les  éijuatioiis  suivantes  ol  étudier  leur  concavité  : 

X* 

7.  G)nslruire  et  discuter  les  courbes  : 

y  =  ±:  Vjc»  H-  px«  +  VJC  +  r,        y  =  ±  V^x*  +-  2ax'  +  b. 
Étudier  la  concavité. 

8.  CoDslruire  et  discuter  la  courbe  :  

montrer  qu'elle  a  trois  axes  de  symétrie. 

1K  Construire  :  y  :=  x  kl      ~  ^*'    .  Concavité.  Asymptotes.  Trouver  les  points  de  contact  des  tangentes  pa* 

\  [X  -¥■  a)* 
rallèlcs  à  la  première  bissectrice. 

10.  Étudier  les  variations  de  la  fonction  : 

2(x  —  1)* 

V'^x»  —  4a:  cos  O  4-  1  ' 

2« 
3     '  {École  Navale,  1891.) 

11.  Étant  donnée  la  courbe  y*  =  x  +  1  -i r-  ,  trouver  un  point  tel  que  la  normale  en  ce  point  soit 

tangente  à  la  courbe  en  un  autre  point. 

{École  des  Mines  de  Saint-Etienne ^  Oral  1895.) 

1 


y  = 

i^nstruire  la  courbe  dans  le  cas  où  O  = 


12.  Construire  la  courbe  :y=   y^x*  —  3x-+-i-+-  17 


y  X»  —  3x  +  2 

[École  Polytechnique,  Oral,  189C.) 

13.  Construire  la  ligne  S  représentée,  en  coordonnées  rectangulaires,  par  ré(|ualion  : 

201/  =  3x*  —  8x3  —  lia;»  H-  34x. 

{Ecole  Centrale,  1903.) 

14.  Étant  données  deux  circonférences  égales  (C)  et  (C),  trouver  le  lieu  du  point  M  tel  que  les  cordes  de  con- 
tact des  tangentes  à  (C)  et  (C),  issues  de  M,  se  cou|ient  sur  (C).  ^ 

15.  Construire  les  courbes  : 

1  n,-  .'.     

y  =z  e^ ,  y  =z  e^'    ,  y  z=  e  ^  yj x  -¥■  *  (/.   Tanncry)  ; 

<*t  étudier  la  concavité  do  ces  courbes. 

le.  Construire  :  y  =  x  e"^  .  Asymptote.  Concavité. 

17.  Construire  :  m  =  sin  —  ;        m  =  x  sin  —  . 

X  X 

-1       L-l) 

18.  Construire  :  y  =  x  c  sin  «  *  "'^  ' ,  en  supposant  :  0  «C[  «  <1  -j"  • 

X* 

lî».  Construire  :  y  =  -5 (1  +  o)x  +  aLx.  Concavité. 

20.  Construire  :   y=L     —7  -h— x*  — 2x.   Concavité.   Déterminer   le   coefficient    angulaire  de   la   lan- 

X  —  1         8 
xenle  (T)  au  point  d'abscisse  —  2  et  les  abscisses  des  points  do  la  courbe  où  la  tangente  est  parallèle  à  (T). 

21.  Construire  la  courbe  :  y  =  arc  sin  Lr.  Concavité.  Délorminor  le  point  d'inflexion  et  la  tangente  en  ce 

point. 

{Het^e  dfl  Math.  Spêc.) 

22.  Étant  donnés  deux  axes  Ox,  Oy,  déterminer  une  courbe  telle  que  chacun  do  ses  points.  M,  soit  le  milieu 
de  la  portion  de  la  tangente  en  M  qui  est  comprise  entre  les  deux  axes. 

23.  Résoudre  le  môme  problème  en  remplaçant  la  tangente  par  la  normale,  les  axes  étant  rectangulaires. 

24.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'ordonnée  soit  moyenne  pro{>orlionncllc  entre  la  normale  et  la  sous-nor- 
male. 

{Ecole  Polytechnique,  Oral,  181>6.) 

ij.  Étant  donnée  une  courbe  (C)  :   y  =  f{x),  déterminer  une  courbe  ((V)  telle  qu'en   deux  points  M,  M'  do 
même  abs4ris!»e.  respectivement  sur  (C)  et  (C;  : 


1 
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1°  Los  doux  courbes  aient  de»  sous-Uugenles  égales,  ou  des  sous- tangentes  oppo$i<Seâ. 
2°  Les  deuK  courbes  aient  des  sous-norinaics  (égales,  ou  des  Aous-normales  opposées. 

Application.  -—  Connaissant  un  point  M  de  (C)  et  la  tangente  en  ce  point,  construire  le  |»oinl  correspondant 
M'  de  (Cy)  et  la  tangente  en  ce  point. 

30.  Étant  donnée  une  chainette  :  ij  =■  -â~  l'^"  "^  ^     '  /  ("^  ^^^)-,   on    mène  l'ordonnée    M?»  d'uu  poiot 

({Uelconque  M,  et  l'on  projette  en  P,  sur  la  tangente  en  M,  le  point  m  situé  sur  Ox. 
1°  Montrer  que  la  longueur  i/iP  est  égale  à  a. 

1*  Réciproquement,  déterminer  les  courbes  pour  lesquelles  on  a  :  »/iP  =  a. 
3<*  Construire  le  lieu  du  |K>iut  m  {tractriec).  Montrer  que  la  droite  Pm  est  tangente  en  P  à  ce  lieu. 

27.  On  considère  une  courbe  (C),  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires,  et  un  |H>int  M  quelconque  de  eHlc 
courbe.  I^  tangente  en  M  rencontre  Ojc  et  ()//  en  A  et  B  :  la  perpendiculaire  on  M  à  OM  rencontre  les  axes  eii 
A'  et  B'.  Déterminer  la  courbe  de  manière  que  les  |>oints  A',  B',  A',  fi  soient  sur  un  cercle. 

{École  Polytechnique,  Oral,  1903.) 

38.  Étant  donnée  la  courbe  :  y  =  afl,  trouver  une  relation  entre  les  abscisses  de  trois  i>oinl8  de  celle  courbe 
situés  en  ligne  droite.  On  mène  les  tangentes  A  A',  BB'.  CC  en  trois  points  A,  B,  C  situés  en  ligue  droite;  cr« 
tangentes  coupent  la  courbe  respectivement  en  trois  autres  points  A',  B',  C  Démontrer  que  A'.  B',  C  sont  en 
ligne  droite.  Trouver  l'équation  de  la  droite  A'B'C  connaissant  l'équation  de  la  droite  ABC. 

{École  Normal^  Supérieure,  Oral,  1891.) 


COURBURE  DES  COURBES  PLANES  «3<)rt 


APPENDICE  AU  LIVRE   III.  CHAPITRE  PREMIER 


Courbure  des  courbes  planes  *. 

Courbure  d'une  circoniérence.  —  Considérons  d'abord,  sur  une  circonférence  de  rayon  K. 
deux  points  quelconques  M  et  M'.  Soit  a  =  (MT,  MTO  l'angle  des  deux  demi-droites  MT,  M'T' 
obtenues  en  prolongeant,  sur  les  tangentes  à  la  circonférence  en  ces  deux  points,  un  sens 
lie  parcours  choisi  sur  la  circonférence;  Tare  MM'  a  pour  longueur  Ra  et,  par  suite,  le  rap- 
port 

(MT,  MT')  ai 

arc  MM'     ~"  Ra  ~  R 

est  conslant,  quels  que  soient  les  points  M  et  M'.  Ce  rapport  constant  est  appelé  courbure 
(le  la  circonférence  :  la  courbure  est  donc  d'autant  plus  grande  que  le  rayon  de  la  circon- 
fiTence  est  plus-  petit;  elle  devient  nulle  quand  la  circonférence  se  réduit  à  une  droite. 

Courbure  moyenne  d'un  arc  de  courbe,  —  Considérons  un  arc  MM'  d'une  courbe  (C). 

Choisissons  un  sens  de  parcours  sur  la  courbe  et  menons,  dans  ce  sens,  les  tangentes 
on  M  et  M':  soit  a  =  (MT,  M'T')  l'angle,  positif  ei  plus  petit  que  tc,  des  deux  demi-droites 
ainsi  obtenues,  angle  qui  est  d'ailleurs  indépendant  du  sens  choisi.  D'autre  part,  soit 
/  :=  arc  M)!'  la  longueur  de  l'arc  de  courbe  MM\  nombre  qui  est  aussi  positif.  Par  analogie 
avec  la  couj*bure  de  la  circonférence»  on  appelle  courbure  moyei\ne  de  Varc  MM'  le  rap- 
port-j-  . 

Courbure  en  un  point.  —  On  appelle  courbure  de  la  courbe  (C)  au  point  M.  la  valeur 
limite  c  de  cette  courbure  moyenne,  quand  le  point  M'  tend  à  se  confondre  avec  M. 

Si  Ton  remarque  que,  a  et  Z  tendant  simultanément  vers  zéro,  les  rapports  — ÎL_  ,  _iL  . 

corde  MM'  ^''^  ^     '^  ^ 
j tendent  tous  vers  l'unité*,  on  peut  donner  de  la  courbure  c  les  trois  expressions 

î^uivantes  : 

,.        a                      sin  a  tg  a 

;1)  f  =  lim.  -r  =  bni. ; — ttstî  =  "'«• 


l    ~  '"  •    corde  MM'  ~~  corde  MM' 

Enfin,   la    courbure  étant  définie  comme  l'inverse  d'une  longueur,   on   appelle  rayo^^ 

1 
de  courbure  d'une  courbe  (C)  au  point  M,  l'inverse  R  =  —  de  la  courbure  en  ce  point. 

Les  nombres  a  et  f  étant  essentiellement  positifs,  il  en  est  de  m^*mc  de  la  courbure  et  du 
rayon  de  courbure. 

Expression  du  rayon  de  courbure  (coordonnées  rectangulaires).  —  Définissons  la  courbe 
C)  par  son  équation  y  =  f{x)y  rapportée  à  des  axes  ractangulaires  ;  et  soit  M{a;,y)  un 
point  de  cetto  courbe. 

Soit  M'(j:  -f  Ax,  y  +  Ay)  un  point  voisin;  les  tangentes  MT.  M'T' ont  pour  coefficients 
angulaires  in»  438)  :  y'  =  /'(a)  et  y'  -\-  Ay'  =  f{j:  -f-  Ax)  (la  tangente  MT  étant  supposée 

'  Ces  Dolcs  odI  pour  but  do  répondre  aux  modifications  nouvelles  apportées  récemment  (35  novembre  1904) 
an  programme  d'admission  à  TÉcoîe  centrale. 

'  En  nous  conformant  au  nouveau  programme,  nous  admeUrons  que  le  rapport  de  la  corde  k  l'arc  lend  \er<* 
runîté;  de  même,  nous  n'avons  pas  précisé,  plus  haut,  ce  que  Ton  entend  par  longueur  d'un  arc  de  courbe. 
On  pourrait  tourner  celte  double  difficulté  en  adoptant  comme  déiinilion  de  la  courbure  les  deux  dpmicre.H 
expressions  qui  figurent  dans  les  formules  (1),  les  seules  utiles  dans  les  calculs  qui  suivent. 


u»n  j^.*^»-»*  * 'Vx    On  îr*»i7*  iJi«'i!V'iâ.T-iL»*i-  «a  --iLi'pjji':  •!  Ab*3rd  que  l'angle  x  «"sl 


i  —  y    .y   —  -5-/  l  -s-  y*—  y  Ay 


r^f*  MM   =  *  A--*  ^  \i\ 


'..•  .  >M»i  %i--^A'r*     .    .       ^  \   *        '   Ar  ^     . 

-^   r l  -U  y*  ^  ^  A,      ^  — ; |  -f  ,;•«  -f  y'A»/  - 

t  ^        .  /•    Ay  t^n  i  T-î-'s  z.:r-..  -r—  Tfrî  >  .  -r-7  Ter>  >    =  f  j.  . 

ïi  *,,>••«  ^-  r.,'*^ri":--n    i  .  !■?  rivva  •i»^  .*.:i"  i"-  àa  f-.  r/.  M  a  «ionc  pour  expression  : 

^  R  :=  ; - 

t 

9 

M  ;»i'*  »"i...;r.  ••  M  »r«t  on  po»nt  ./ >  «,*»'     •■«     -i  1    t.*  lii    :  y'  =  0:  le  rayon  de  oonr- 

^,r^<^•./.<,  —  I*  fMn^  îe  r;ift  .i'ani-  <i.-    «ri.!   r.  ■    1-  nv^ri  'i,  l'c>{uatîon  de  la  courbe  i>?ul 
'^  r„    ».•»•  *r/T-  U  forme  jr*  -|-  y*  ='r:  md  ►n  •:•  nit  : 

X                                I   -{-  V  * 
^    *    VV  '^-  1  -1-  »«     -i-  *,■:     =  M.  1,    zz ,         y"  =  — . 


Km  *',Hii|ii»'  j^i^int.  le  riv^n  il».*  «îonrbur»'  il^  Id  oir.-  •niVri.'ii^e  csl  donc  constant  et  égal  au 

CoAfbqre  de  la  cbainette.  —  Dans  le  ca--  •!•■  i.i  tf^i'u-^ife    n*  141),  on  a  successivement  : 

//       -     i  ^  «  4.  p     "  ),        »/'  =  — - 1  e'j  —  f»      1  ).        V  '  =  -T—  \  p  «  4-  <'     «  )  =  ^  , 
1  z  sa  '^ 

1  -I-  y  ■  ^  -7?  • 


'  î  '  /,'ir. 


//' 


„  ^  iC  .  ^  =  ^ 


On  f"in«ii<|ii':ru  r|Uf;  co  ravon  do  courbiTiv  c>t  égal  à  \'d  lonfjueur  de  la  normale  [n'*  1'»^ 
M'^.  *',nt\,t'ï'f  i-nlrr!  M  ut  l'axe  Ox  ; 


MN   -=  iv.  M  -^.v*-.-^ 


« 


Cflntre  de  courbure;  cercle  de  courbure.  —  On  appelle  centre  de  courbure  d'une  couibr 
«  I»  iifi  p'urit  M»  r<'\trémité  G  de  la  longueur  MC  éf^ale  au  rayon  de  courbure,  portée  sur  la 
wtim,i\*'  a  la  rourbe  a  partir  du  point  Si,  dans  le  sous  de  sa  concavité.  —  Le  cercle  de  cour- 
hun'  t;%\.  \f  vvrc.U'.  qui  a  pour  centre  et  rayon  le  «'iMitro  et  ra>on  de  courbure. 

l'n  ('.'ï\('\\\  facile  «^induit,  d'après  cette  définition,  à  l'expression  des  coordonnées  du 
«'<  iiIm'  t\i:  courbure  en  un  point  M  d'unt'  courbe  //  =  /*ur). 

(y  fi'^iillut  permet  d'établir  ridentité  du  cercle  de  courbure  et  du  cercle  osculaleur  en  M  : 
«'*  bii  Ci  t'4\,  \tir  définition,  la  position  limite  d'un  cercle  qui  touche  la  courbe  en  M  et  U 
*nti\u-  en  un  aulre  point  M',  lorsque  M'  tond  à  se  confondre  avec  M.  Cette  propriété  fail 
n'.i-orhi-  l'aviintaKe  qu'il  y  a,  dans  le  tracé  d'une  courbe  dans  le  voisinage  d'un  point,  à 
»,'.iiib'r  ilii  iu'.ri'\t*  do  courluire  en  ce  point. 


CHAPITRE  II 

COURBE  DÉFINIE  PAR  LES  ÉQUATIONS  :  j- =z  f{t),  y  =  g{t) 


169.  Dans  le  chapitre  prëcëdent,  nous  avons  établi  une  correspondance 
entre  une  courbe  plane  et  une  équation  y  =  fix).  A  une  valeur  x  de  la 
variable,  correspondent  une  valeur  y  de  la  fonction  et  un  point  (x,  y)  de  la 
courbe;  en  d'autres  termes,  un  point  de  la  courbe  est  bien  déterminé,  lors- 
qu'on donne  son  abscisse  x  =  Cm. 

Plus  généralement,  une  courbe  étant  donnée,  on  peut  imaginer  qu'un  point 
quelconque  M  de  cette  courbe  est  défini  par  un  élément  géométrique,  ou  tout 
autre  paramètre,  dont  la  valeur  fixe  la  position  du  point  M  sur  la  courbe  ;  ce 
sera,  par  exemple,  soit,  comme  dans  le  chapitre  précédent,  l'abscisse  x  du 
point  M  ou  son  ordonnée,  soit  l'angle  de  Ox  avec  OM  ou  une  ligne  trigono- 
métrique  de  cet  angle.  En  Cinématique,  ce  paramètre  est  le  temps,  toute 
courbe  pouvant  être  considérée  comme  la  trajectoire  d'un  point  mobile  dont 
la  position  est  fixée  pour  chaque  valeur  t  du  temps. 

Quel  que  soit  ce  paramètre,  que  nous  désignerons  par  /,  les  coordonnées 
X,  y  du  point  M  sont  déterminées  pour  chaque  valeur  de  ^,  ce  sont  donc  des 
fonctions  de  t  : 

rt  j  X  =  fit),        y  =  g(t)  ; 

et,  en  faisant  varier  /  dans  les  équations  précédentes,  on  obtient  successive- 
ment tous  les  points  de  la  courbe. 

Exemples.  —  1.  —  Étant  donnée  une  droite,  nous  avons  vu  que  les  coordonnées  Ji*,  y  d'un 
quelconque  de  ses  points.  M,  pouvaient  ôtre  représentées  soit  par  les  formules  (n»  39)  : 

X  =  oTo  +  pp.        y  =  y„  +  9p. 
soit  pai'  les  formules  (n«  40)  : 


1  +  X    '      -^  ■-    1  +  X 

A  chaque  valeur  du  paramètre  p  ou  X,  correspond  un  point  M  de  la  droite. 

II.  —  Etant  donnée  une  circonférence  rapportée  à  deux  diaraèlres  rectangulaires  Oa*,  0.v, 
la  position  d'un  point  M  de  cette  circonférence  est  déterminée  pai*  la  valeur  de  l'angle 
i  =  (Oar,  OM),  et  les  coordonnées  de  M  sont  exprimées  en  fonction  de  t  par  les  formules  : 

a-  =  R  cos  /,        3y  =  R  sin  /. 
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i70.  RÉCIPROQUEMENT,  supposons  données  deux  fonctions  définies  et  conti- 
nues dans  un  intervalle  (^i,  k)  : 

(i)  X  =  f{t),        y  =  g(t). 

Désignons  par  t  une  valeur  quelconque  de  la  variable  comprise  dans  cet 
intervalle  et  considérons  le  point  M  de  coordonnées  x,  y. 

Lorsque  t  croît  de  U  k  1%,  x  et  y  varient  d*une  manière  continue,  donc  le 
point  M  correspondant  se  déplace  d'un  mouvement  continu  et  décrit  un  arc 
de  courbe. 

De  même,  si  Ton  fait  varier  t  dans  tous  les  intervalles  où  les  fonctions  f{l) 
et  g{t)  sont  défmies  et  continues,  on  obtient  plusieurs  arcs  de  courbe  dont 
Tensemble  constitue  une  courbe  (C). 

Nous  dirons  que  les  équations  (1)  représentent  la  courbe  (G). 

Exemple.  —  Les  axes  étant  rectangulaires,  construisons  la  courbe  représentée  par  les 
équations  : 

x  =  a  cos  t,        y  =  à  sin  /  ; 

a  et  6  étant  deux  nombres  positifs,  mesures  de  deux  longueurs  (fig.  ^04). 


0 


t: 
27: 


./.' 


a 
déc. 

0 
dér. 

—  a 
cr. 

0 

cr. 

a 


0 
cr. 

b 
déc. 

0 
déc. 

—  6 

cr. 

0 


Les  fonctions  x  et  y  sont  définies  et  continues 
quel  que  soit^;  mais  l'on  obtient  tous  les  points  de 
la  courbe,  en  faisant  varier/  dans  Pinlervalle  (0,  àz' 
seulement,  car  a-  et  y  reprennent  les  mf>mes  valeurs 
lors(|u'on  ajoute  2t  au  paramètre  /.  Les  variations 
de  .7-  et  y  sont  indiquées  dans  le  tableau  ci-contiv. 

On  en  déduit  un  traci*  approximatif  de  la  courbe. 

Par  exemple,  t  variant  de  0  à  -3-  ,  le  point  M  décrit 
l'arc  AB,  partant  de  A  (a,  0)  et  terminé  en  B(0,  b). 


171.  Tangente.  — Prenons  sur  une  courbe  : 

X  =  fit),  y  =  g(t)  un  point  M(xo,  yo)  cor- 
respondant h  la  valeur  L  du  paramètre  et  un  point  Mi(x„  +  Axo,  yo  +  ^yo^ 
correspondant  à  la  valeur  /«  +  A/^. 
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Le  coefficient  angulaire  de  la  sécante  MMj  est  : 

(Xo  +  ^Xo)  —  Xo  AoTo  ^to     '      ^t 

Supposons  que  le  point  Mi  se  rapproche  indéfiniment  de  M  ;  les  accroisse- 

^X        Al/ 
ments  Mo,  ^o,  ^Vo  tendent  vers  0  et  les  rapports  —rr^  ,  -r^^  tendent  respec- 

tivement  vers  f'{to)  et  p'(/o),  valeurs  des  dérivées  de  f{t)  et  g(t)  pour  t  =  to. 
Si  ces  valeurs  ne  sont  pas  toutes  deux  nulles,  la  tangente  MT,  qui  est  la  posi- 
tion limite  de  la  sécante  MMj,  a  donc  un  coefficient  angulaire  égal  à  }.  °  • 
D*oii  la  conclusion  suivante  : 

Théorbue.  —  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  une  courbe  : 

^  =  M^  y  =  g{^)  ««^  ^9<^^  à  la  valeur  du  rapport  -^njrr  pour  la  valeur 
de  t  qui  correspond  au  point  de  contact. 

En  particulier,  les  racines  de  Téquation  gf{t)  =  0,  qui  n'annulent  pas  f(t), 
correspondent  aux  points  de  la  courbe  où  la  tangente  est  parallèle  à  Ox. 

De  même,  les  racines  de  Téquation  /*'(/)  =0,  qui  n'annulent  pas  g'{t),  cor- 
respondent aux  points  de  la  courbe  où  la  tangente  est  parallèle  à  Oy. 

Exemple.  —  Ck}nsidérons  de  nouveau  la  courbe  :  x  =  a  cost,y  =  b  sin  /,  construite  pré- 
cédemment (fig.  104).  On  a  : 

y't  h  cos  /  h 

^=  --asinl  =--7C0tg/. 

Au  point  A,  qui  correspond  à  f  =  0,  la  tangente  est  parallèle  à  Oy.  Au  point  B,  qui 

correspond  à  /  =:  ~  ,  la  tangente  est  parallèle  à  Ox.  Considérons  encore  le  point  M  corres- 

<^ 
pondant  à  /  =  -j-  ;  on  a,  en  ce  point  : 

/:         «  V  2  Tî         6  ^2  ij't  b       ^     tz        b 

x  =  acosj=-^,        y  =  ôsm-j.  =  -5-.         _  =  «_- cotg-^  =- . 

On  en  déduit  que  le  point  M  se  trouve  sur  la  diagonale  OC  du  rectangle  OAGB  dont  les 
côtés  sont  OA  et  OB,  que  OM  = ^ —  ,  et  que  la  tangente  en  M  est  parallèle  à  AB. 

172.  Marche  à  suivre  pour  construire  une  courbe  x  =  f{t),  y  =  g(t).  — 
On  étudie  successivement  les  variations  des  deux  fonctions  x  =  f{t)  et 
y  =  g[t)  en  employant  la  méthode  indiquée  au  n*  140.  Il  est  utile  de  réunir 
les  deux  tableaux  qui  résument  cette  double  étude  en  un  seul  tableau  à  cinq 
colonnes  ;  la  première  renfermant  les  valeurs  particulières  de  t,  deux  autres 
contenant  les  signes  des  dérivées  a?',  y',  et  deux  autres  indiquant  les  varia- 
tions et  les  valeurs  particulières  de  x  et  y. 

L'ensemble  des  valeurs  de  /,  de  —  oo  à  +  oo,  est  alors  partagé  en  intervalles 
consécutifs;  dans  les  uns,  les  fonctions  a;  et  y  ne  sont  pas  toutes  deux  définies  et 
il  ne  leur  correspond  aucun  point  de  la  courbe;  dans  les  autres,  les  deux  fonc- 
tions sont  continues  et  chacune  d'elles  varie  constamment  dans  le  môme  sens. 


140 
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De  plus,  si  pour  une  valeur  t  =  to,  x  passe  par  un  maximum  ou  an 
minimum^  sa  dérivée  arj  change  de  signe  et  s'annule  en  général.  La  tangente 

en  ce  point,  ayant  pour  coeffîcient  angulaire  -^  ,  est,  en  général,  parallèle 

àOy. 

On  montrerait  de  même  que  la  tangente  en  un  point  qui  correspond  à  un 
minimum  de  y  est,  en  général,  parallèle  à  Ox. 

173.  EXEMPLE.  — Construisons  la  courbe,  appelée  cycloide,  dëcinte  par  un  point  M  d'une 
circonférence  qui  roule^sans  glisser,  sur  une  droite  fixe  (fig.  105). 

Nous  prendrons  pour  axo  des  x  la  droite  fixe,  pour  direction  O.r  la  direction  du  mouve- 
ment, et  pour  origine  l'un  des  points  de  Ox  qui  coïncident  avec  M  dans  le  roulement.  Nouâ 
supposerons  les  axes  rectangulaires  et  Taxe  Oy  dirigé  du  côté  de  la  circonférence. 


ifir.  105. 


Joignons  le  centre  m  du  cercle  au  point  de  contact  A  et  au  point  M.  Remarquons  que 
lo  rayon  toM,  issu  du  centre,  est  dirigé  versOy'  lorsque  M  est  en  0  et  que,  dans  le  mouve- 
ment, ce  rayon  tourne  dans  le  sens  rétrograde.  Nous  prendrons  comme  paramètre 
variable  t  l'angle  ((oM,  a)A),  dont  a  tourné  (i)M,  et  nous  chercherons  à  exprimer  en  fonc- 
tion de  t  les  coordonnées  x  et  y  du  point  M. 

Pour  cela,  projetons  sur  Ox  et  sur  Oy  le  contour  OAwM  et  sa  résultante  CM,  on  obtient  : 


(») 


a-  =  OA  -f  R  cos  (wM,  Ox),  y  =  R  +  R  cos  (ojM,  Oy). 


Pour  évaluer  ()A,  remarquons  que  le  cercle  (w)  roulant  sans  glisser  sur  Ox,  la  longueur  OA 
est  égale  à  l'arc  AM,  c'est-à-dire  à  R/.  Calculons  cos  (wM,  Ox)  et  cos  (wM,  Oy)  ;  on  a  : 

(wM,  Oj.)  =  (Oy',  Ox)  —  (Oy',  wM)  +  2A-7:  =  -^  +  i  -f  2Ar. 

(wM,  Oy)  =  (Oy',  Oy)  —  (Oy',  wM)  +  ikr.  =  r.  -{- 1  +  2kr. ', 

d'où  l'on  déduit: 

cos  (toM,  Ox)  =  cos  1  — JJ — |-  / 1  r=  —  sin  /, 

cos  (toM,  Oy)  =  cos  (77  +  /)  =  —  cos  t. 

En  remplaçant  dans  les  formules  (1),  on  obtient  les  deux  équations  : 
(2)  X  =  R(/  —  sin  f),        y  =  R(i  —  cos  t), 

qui  représentent  la  cycloide. 

Pour  la  construire,  appliquons  à  ces  équations  la  mélhode  indiquée. 

Les  fonctions  .r  et  y  sont  définies  et  continues  quelle  que  soit  la  valeur  de  t.  De  plus,  si 
l'on  donne  à  /  un  accroissiMuent  égal  à  2;:,  y  no  change  pas  et  x  augmente  de  27:R:  il  en 
résulte  que  la  cycloïde  est  formée  d'une  infinité  d'arcs  égaux  qui  se  déduisent  tous  de  l'un 
d'eux  par  une  translation  parallèle  à  Ox  et  égale  à  thnK  [k  étant  un  nombre  entier). 

Ce  résultat  se  déduit  d'ailleurs  immédiatement  de  la  définition  géon)ctrique  de  la  courbr. 
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Lorsque  le  cercle  (ii>),  en  roulant  8ur  Oxy  fait  un  tour  complet  autour  de  son  centre,  le  point 
M  décrit  un  arc  de  courbe  partant  de  0  et  aboutissant  en  un  point  O'  situé  sur  Ojc  :  la  lon- 
gueur 00'  est  égale  à  Ja  longueur  SttR  de  la  circonférence  et,  à  partir  du  point  0',  le  point  M 
décrit  ensuite  un  arc  identique.  Les  dérivées  de  x  et  de  y  sont  : 


(3) 


..' 


R  (1  —  cos  /).        y'  =  R  sin  /, 


y 


et  l'on  drosse  san:(  diffieulu^  le  tableau  des  variations  ci-contre,  limité,  pour  /,  à  l'intervalle 

(0.2r). 

On  en  déduit  que  la  courbe  OCO'  est  formée  de 
deux  arcs,  l'un  OC  allant  de  0  en  C(t:R,  2R),  l'autre 
CO'  allant  de  C  en  0'. 

Remarquons  que  si  l'on  associe  au  point  [x,  y), 
correspondant  &  la  valeur  /  du  paramètre,  le  point 
(^•'»  y')»  correspondant  à  la  valeur  de  2ir  —  /,  on  dé- 
duit des  formules  (2)  les  relations  : 

x'  =  2itR  —  x„        y'  =  y. 


i 


0 


x' 

X 

y' 

0 

0 

0 

.t 

crott 
rR 

0 

+ 

croît 
2rR 

0 

croît 
2R 


déc. 
U 


La  droite  CD,  définie  par  l'équation  x  =  icR,  est 
donc  un  axe  de  symétrie  de  la  courbe.  Plus  généralement,  on  vérifie  sans  difficulté  que 
les  droites  définies  par  l'équation  générale  x  =■  AricR,  dans  laquelle  k  peut  prendre  toutes 
les  valeurs  entières  positives  ou  négatives,  sont  des  axes  de  symétrie  de  la  cyclolde. 
On  déduit  des  formules  (3)  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  : 


R  sin  t 


R(l  —  cos  t) 


l 

=  COtg  -;5- 


Aux  points  O  et  0\  qui  correspondent  respectivement  aux  valeurs  0  et  ^ti  du  paramètre, 
la  tangente  est  parallèle  à  Oy.  Au  point  C,  correspondant  à  /  =  ir,  la  tangente  est  parallèle 

En  un  point  quelconque  M,  l'angle  (loM.toA)  étant  égal  à  t,  l'une  des  déterminations  de 
l'angle  (BM,  Bo>),  ou  de  l'angle  (MB,  Oy),  sera  -3- .  Il  en  résulte  que  l'un  des  angles  (Ox,  MB) 

est  -5-  — 3  »  ^'^  ^**®  ^^  ^  pour  coefficient  angulaire  tg  (  -3-  —  -5-  )=  cotg  -^  et,  par  suite, 

>o  confond  avec  la  tangente  en  M.  Donc,  la  tangente  en  un  point  de  la  cycloide  passe  par 
le  point  diamétralement  opposé  nu  point  de  contact  correspondant  du  cercle  va7*iable  avec 
la  droite  fixe. 

474.  Remarques  sur  les  symétries.  —  Dans  certains  cas,  des  considérations 
de  symétrie  permettent.  d*abréger  la  marche  à  suivre  pour  construire  la 

courbe  : 

X  =  /•(/),        y  =  g(t). 

1*  Si  Ton  peut  associer,  h  chaque  valeur  t  du  paramètre,  une  valeur  /'  satis- 
faisant aux  conditions  : 

AO  =  -  m.       gif)  ==  (/(/), 

a  tout  point  U(x,y)  de  la  courbe  correspond  le  point  M'( —  x,  y)  et  la  courbe 
est  symétrique  par  rapport  à  Oy. 
^  De  même,  si  Ton  a  : 

nn = nt),    gu')  =  -  ?(o. 

la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Ox. 
3**  Enlln,  si  Ton  a  : 


I 
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à  tout  point  M{x,  y)  de  la  courbe  correspond  le  point  M'( —  x,  —  y)  et  la 
courbe  est  symétrique  par  rapport  à  V origine. 

Dans  les  trois  cas,  on  peut  restreindre  Tintervalle  dans  lequel  doit  variera- 
on  construit  alors  une  partie  de  la  courbe  et  Ton  achève  celle-ci  en  tenant 
compte  des  symétries. 

Exemple.  —  Reprenons  la  courbe  : 

x  =  a  C08  t,       y  =  à  sin  /, 

déjà  étudiée  au  n»  170,  que  l'on  construit  tout  entière  en  faisant  varier  /  dans  un  inier\'alU' 
égal  à  27r. 

Associons  au  point  M(j',v),  correspondant  à  la  valeur  /,  le  point  M'(j'',y').  correspondant 
à,  la  valeur  tz  -{-  i.  On  a  : 

x'  =  a  cos  (it  +  /)  ^  —  a  cos  /  =  —  x,        y'  =  6  sin  (ir  +  /)  =  —  6  sin  /  =  —  y, 

et,  par  suite,  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Vorigine,  Il  suffirait  donc,  en  tenant 
compte  de  cette  symétrie,  de  faire  varier  t  dans  un  intervalle  quelconque  égal  à  t. 
hnsuite,  associons  au  point  M  le  point  W\x",y"),  correspondant  à  la  valeur  —  /.  On  a: 

x"  =  a  cos  ( —  /)  =  a  cos  /  =  x,        y"  =  6  sin  (  —  /)  =  —  b  sin  t  =  —  y, 

et  la  courbe  est  symétrique  par  rapporta  Ox.  11  suffit,  en  vertu  de  cette  symétrie,  de  faiiv 
varier  /  de  0  à  -g-  . 

Enfin,  si  Ton  associe  au  point  M  le  point  M'"  (a.'",  y'"),  correspondant  &  la  valeur  n—  /. 
on  a  : 

x"'  =  a  cos  {tz  —  /)  =  —  a  cos  /  =  —  .r,        y'"  =  6  sin  (ir  —  /)  =  6  sin  /  =  y, 

et  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Oy.  Mais  cela  ne  permet  pas  de  restreindre  Tin- 
tervi«lle  (O,  -ih  les  deux  valeurs  /  et  tt  — /ne  pouvant  iHre  placées  toutes  deux  dans  cpl 

intervalle. 

Cela  résulte  d'ailleurs  de  ce  que  toute  courbe,  symétrique  par  rapport  à.  0  et  Ox,  l'est 
aussi  par  rapport  à.  l'axe  perpendiculaire  Oy, 


POSITION  D'UNE  COURBE  PAR  RAPPORT  A  SA  TANGENTE 

175.  Concavité.  —  Si  la  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  n'est  pas 
parallèle  à  Oy,  on  peut  considérer,  au  voisinage  de  M,  Tordonnée  y  d'un  point 
de  la  courbe  comme  une  fonction  continue  de  son  abscisse  x.  Dans  ces  condi- 
tions, nous  avons  établi  au  n*  145  que  la  courbe  tourne  au  point  M  sa  conca- 
vité vers  Oy  ou  vers  Oy',  suivant  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
varie  dans  le  môme  sens  que  l'abscisse  du  point  de  contact  ou  varie  en  sens 
contraire. 

Supposons  que  la  courbe  soit  définie  par  les  équations  :  x  =  f(l),  y  =  g{t}, 
et  cherchons  à  déterminer  analytiquement  le  sens  de  la  concavité  en  l'un  de 
ses  points  M{Xofyo),  où  la  tangente  n'est  pas  parallèle  à  Oy  ;  soit  to  la  valeur 
correspondante  de  L 

Le  sens  de  la  variation  de  x  dépend  du  signe  de  x't.  =  AM»  ^^^  ^^'^^t  pas 
nul,  sans  quoi  la  tangente  en  M  serait  parallèle  à  Oy. 

Le  sens  de  la  variation  du  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  ^^  =  m{t), 
dépend  du  signe  de  la  dérivée  w'(/o)t  '  ^^ 
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Si  f'ilo)  et  fn'{to)  sont  de  même  signe,  a:  et  m  varient  dans  le  môme  sens 
et  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  Oy, 

De  môme,  si  f'{to)  et  m'(/o)  sont  de  signes  contraires,  la  courbe  tourne  sa 
concavité  vers  Oif. 

Il  reste  à  étudier  le  cas  où  la  tangente  au  point  M{Xo,  yS)  est  parallèle  à  Oy  ; 
nous  chercherons  alors  si,  en  ce  point,  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  Ox 
ou  vers  Ox'.  Il  suffit  pour  cela  d'échanger  les  rôles  de  x  et  de  y,  c'est-à-dire  de 
remplacer,  dans  le  résultat  précédent,  f'[t^  par  çf{l^  et  m\t^  par  n'[t^,  en 
appelant  n[t)  l'inverse  du  coefficient  angulaire. 

176.  Points  d'inflexion.  —  En  raisonnant  comme  au  début  du  n""  175,  on 
voit  que  les  points  d'inflexion,  où  la  tangente  n'est  pas  parallèle  à  Oy,  corres- 
pondent aux  valeurs  de  t  pour  lesquelles  le  coefficient  angulaire  m(t)  de  la 
tangente  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum.  On  obtiendra  donc  les 
points  d'inflexion  en  construisant  les  points  qui  correspondent  aux  valeurs 
de  t  pour  lesquelles  m'(t)  s  annule  en  changeant  de  signe. 

Cette  méthode  ne  s'applique  pas  aux  points  d'inflexion  où  la  tangente  est 
parallèle  à  Oy,  On  reconnaîtra  l'existence  de  ces  points  en  échangeant,  dans  le 
résultat  précédent,  les  rôles  de  x  et  de  y;  c'est-à-dire  en  substituant  au  coeffi- 
cient angulaire  m{t)  son  inverse  n{t)  et  en  cherchant  s'il  existe  des  valeurs 
de  I  qui  annulent  simultanément  ^'(0  ^^  ^  (0- 

Rem.vrque.  —  Il  peut  arriver  que  certaines  valeurs  annulant  m'{t)  rendent 
infinie  l'une  au  moins  des  deux  coordonnées  x,  y.  Ces  valeurs  devront  être 
rejetées,  car  elles  nç  correspondent  à  aucun  point  à  distance  finie  de  la  courbe. 
11  sera  donc  bon  de  s'assurer  si  les  valeurs  de  t  qui  rendent  infini  x  o\x  y 
vérifient  l'équation  m'(t)  =  0  et,  s'il  en  est  ainsi,  il  faudra  les  écarter. 


177.  Exemple.  —  Construire  la  courbe  : 

X  =  a  cosf  ^  4-  "gf  )  » 
ael  b  étant  des  nombres  positifs  (flg.  106). 


j/  =  6  sin  2/; 


Les  fonctions  x,  y  et  leurs  dérivées  : 

«' =  —  a  Bin  U  + -j- j , 


y'  =  ïb  cos  21, 
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sont  défînicfl  et  continues  par  toutes  les  valeurs  de  /.  Si  l'on  augmente  de  2i;  la  valeur  de 
/  qui  correspond  au  point  {j:,y),  on  reti-ouve  les  mêmes  valeurs  de  x  et  de  y  et,  par  suite, 
le  môme  point  de  la  courbe.  On  obtiendra  donc  toute  la  courbe  en  faisant  varier  t  dans 
un  intervalle  égal  k  Su. 
Remarquons  de  plus  que  si  l'on  associe  au  point  {a;,y),  correspondent  &  la  valeur  /  da 

paramètre,  le  point  {x^y  yj,  correspondant 


/ 

x' 

0 

r 

"ÏÏ" 

7C 

4 

T 

T 

2ir 
3 

0 

371 

+ 

4 

•K 

X 

y' 

y 

a 

0 

2 

dér.. 

+ 

croît. 

0 

h\/ï 

2 

déc. 

croît. 

T^ 

-asm  ^g 

0 

b 

déc. 

déc. 

a^'i 

0 

~      2 

déc. 

déc. 

—  a 

w^ 

~      2 

croît. 

déc. 

ic 

—  a  cos  -73- 

0 

—  A 

croît. 

+ 

croît. 

a 

2 

0 

à  la  valeur  /  -|-  ir,  on  a  : 


x.  =  —  jr. 


y^  =  y' 


Il  en  résulte  que  0.v  est  un  axe  de 
symétrie  de  la  courbe  et  qu'il  suffit,  en 
tenant  compte  de  cette  symétrie,  de  faire 
varier  /  dans  un  intervalle  égal  à  it,  (0,< 
par  exemple. 

Les  variations  de  x  et  de  y  sont  indi- 
quées dans  le  tableau  ci-contre. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
en  un  point  est  : 

y'  2A         cos  2/ 

m)  =77=  ~  — 


"  ^'"0  +  t) 


Pour  construire  la  courbe,  traçons  d'a- 
bord* le  rectangle  ABCD  dont  les  côtés 
sont  définis  par  les  équations  :  x^=±:a, 
y  r=z  ±  b.  Au  point  E,  qui  correspond  à 
/  =  0,  on  peut  construire  facilement  la 

tangente  dont  le  coefficient  angulaire  est 

ib 
7= .  La  courbe  traverse  Oy  au  point 

«\/3  ^ 

F  et  la  tangente  en  ce  point  est  parallèle  à  OB.  Puis,  la  courbe  touche  AB  au  point  G  et 

46 
traverse  Ox  au  point  H  où  la  tangente  a  pour  coefficient  angulaire .  Enfin,  lacourbe, 

tangente  en  J  à  BC  et  en  K  à  CD,  aboutit  au  point  L  où  la  tangente  est  symétrique  de  la 
tangente  en  E. 

On  complète  la  courbe  en  traçant  la  partie  symétrique  par  rapport  à  Oy. 

Pour  étudier  la  concavité  de  la  courbe,  calculons  m\t).  On  a: 


26 

m\t)  =  — 


2  8in  f/  +  YJ  sin2/  +  cos2/cosn  +  yj       ^  3  cos  N  —  y)"*^®^  (s^ +^  ) 

-•  ('  +  7)  ^"         -•('+f) 

et  il  suffit  d'étudier  le  signe  de  son  numérateur  : 

5=3  cos  (  / i"  )  "~  *'os  (3/  +  "î"  )  • 

Sa  dérivée  est  : 

;:'  =  _  3  sin[/  —-j  W  3  sin^S/  +  ~)  =  6  sin  (t  +  -|)  cos  2/  : 

T     2ir    Stt 
elle  s'annule,  dans  l'intervalle  (0,?:),  pour  les  valeurs  -7-  »  -5-'  t  • 
décr.  +  4      0* 

Les  fonctions  z  et  2'  étant  continues  dans  cet  intervalle,  on  en 


/ 

•• 

M 

m0 

0 

1 

T 

2?: 

3 
3:t 

+ 
0 

0 

cr.  + 

décr.  + 
1 

+ 

0 

cr.  + 

4 

décroît 

1. 

—  t 

déduit  le  tableau  des  variations  ci-contre. 


3:: 


Donc,  z  s'annule  pour  une  valeur  <  =  a,  comprise  entre  -r 

et  t:,  et  correspondant  au  point  I  de  la  courbe  situé  sur  l'arc  KL: 
de  plus,  la  fonction  z  est  positive  de  0  à  a,  négative  de  a  à  r, 
et  elle  donne  son  signe  à  m'[t). 
On  connaît,  d'autre  part,  le  signe  de  x'  donné  dans  le  premier  tableau.  Donc,  l'arc  de 


J 
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oourbe  ËGJ,  qui  correspond  à  Tintervalle  (0.  J^\  pour  lequel  on  a  :  a'  <0  et  m'  >0,  tourne 

sa  concavité  vers  \0y'  ;  Parc  JKI,  correspondant  k  l'intervaUe  i  !11 ,  a  j ,  tourne  sa  concavité 

vei-s  Oy  ;  enOn  Tare  IL,  correspondant  à  l'intervalle  (a,/t),  tourne  sa  concavité  vers  Oy'. 
La  courbe  a  deux  points  d'infleiion  :  I  et  son  symétriiiue  par  rapport  ù  Oy. 


BRANCHES  INFINIES  ET  ASYMPTOTES 

178.  Etant  donnée  une  courbe  définie  par  les  équations  :  x  =  f{t),  y  =  g{t), 
si  Tune  au  moins  des  coordonnées  x,  y  d'un  point  croît  indéfiniment  lorsque 
/  tend  vers  une  valeur  ti,  ou  lorsque  /  augmente  indéfiniment,  la  courbe  a  une 
branche  infinie.  En  d'autres  termes,  à  la  valeur  ti  du  paramètre,  valeur  qui 
peut  être  infinie,  correspond  sur  la  courbe  un  point  à  l'infini. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  que  (  tend  vers  une  valeur  finie  h  ;  tout 
ce  que  nous  dirons  s'applique  sans  modifications  au  cas  où  l  croît  indéfini- 
ment, c'est-à-dire  où  Ton  a  :  ti  =  oo  . 

Pour  déterminer  analytiquenient  la  direction  asymptotique  et  l'asymptote, 
nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  Tune  des  deux  coordonnées  ou  toutes 
les  deux  croissent  indéfiniment. 

1**  Lorsque  t  tend  vers  ii,  supposons  que  l'une  des  coordonnées,  y  par 
exemple,  croisse  indéfiniment.  Vautre  coordonnée  x  tendant  vers  une  valeur 
finie  a. 

Dans  ce  cas,  il  résulte  de  la  règle  du  n**  152  que  la  parallèle  à  Oy,  x  =  a,  est 
une  asymptote.  De  plus,  la  marche  h  suivre  indiquée  au  n°  172  pour  la  cons- 
truction do  la  courbe  fait  connaître  les  signes  de  x —  a  et  dey  lorsque  t  tend 
vers  ti.  Il  en  résulte  que  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote 
X  =  a  sera  connue  sans  aucune  recherche  particulière. 

Le  même  raisonnement  étant  applicable  aux  asymptotes  parallèles  à  Ox,  on 
voit  que  la  construction  d'une  courbe,  définie  par  les  équations  :  x  =  f(t), 
y  =  gît),  permet  de  déterminer  immédiatement  les  asymptotes  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées  et  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  ces  asymp- 
totes. 

2®  Supposons  maintenant  que  les  deux  coordonnées  a;,  y  croissent  indéfini- 
ment pour  /  =  ti,  La  courbe  a  une  branche  infinie  et,  en  appliquant  la  règle 
énoncée  au  n""  149,  on  trouvera  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  asymp- 
totique en  cherchant  la  limite  de  :  ^  =  %-^  ,  pour  x  =  oo ,  c'est-à-dire 
pour/  =  /|.  '^^ 

Si,  pour  /  =  ^1,  on  a,  soit  ^-^  =  oc,  soit  lim.  ?r-  =  0,  la  direction  asympto- 
tique est  parallèle  à  Oy  ou  à  Ox.  Dans  ce  cas,  x  et  y  croissant  tous  deux 
indéfiniment,  l'asymptote,  parallèle  àOy  ou  à  Ox,  est  rejetée  à  l'infini  et  la 
courbe  aune  branche  parabolique  dans  la  direction  de  l'un  des  axes. 

Si,  pour/  =  /i,  on  a  :  lim.  jh:  =  c  ^0,  la  direction  asymptotique  a  pour 
coefficient  angulaire  c  et,  en  appliquant  la  règle  énoncée  au  n°  lo6,  on  trou- 

Treme  kt  Thybaut.  Géométrie  aDalylique.  10 


i4G 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


vera  Vordonnée  à  l'origine  de  l  asymptote  coiTcspondanle  en  cherchant  la 
limite  de  y-^  ex  =:  git)  —  cf{t),  pour  a;  =  ao  ,  c'est-à-dire  pour  t  =  êi. 

Si  :  lira.  g{t)  —  cf(t)  =  d,  pour  t  =  ti,  la  droite  y  =  cj?  +  d  est  asymptote; 

Si  :  g(t)  —  cf{t)  =  30 ,  pour  t  =  ti,  l'asymptote  est  rejetée  à  l'infini  et  la 
courbe  a  une  branche  parabolique  dans  la  direction  de  coefûcient  angu- 
laire c. 

On  a  vu,  au  n*158,  que  pour  étudier  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à 
Tasymptote  :  y  =  ex  +  d,  ii  faut  chercher  le  signe  de  y  —  ex  —  d  lorsque 
X  croît  indéfiniment.  Cette  règle  nous  conduit  h  chercher  le  signe  de 
g{t)  —  cf{t)  —  d,  lorsque  t  tend  })ers  la  valeur  It  qui  rend  x  ely  infinis. 


179.  1*'  Exemple.  —  Construire  la  courbe  définie  par  les  équations  : 

t*  /« 


X 


2a 


{i-'sy-(t^i)  ' 


y  ^  a 


^  — 1 


dans  lesquelles  a  est  positif  (fig.  107). 
Les  fonctions  x  et  y  et  leui*s  dérivées  : 


jc'  =  2a 


/•{9  —  7/) 


'-.    <(^--2) 


(/_3)»(^-i)«    '       ^  —^    (t  —  \)* 


sont  délinies  et  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  /,  sauf  pour  /  =  1  et  /  =  3.  Les  varia- 
tions de  X  et  de  y  sont  résumées  dans  le  tableau 
ci-conti*e. 

On  peut  déjà  construire  approximativement  la 
courbe.  Lorsque  t  croît  de  —  oo  à  0,  le  point  cor- 
l'espondant  décrit  Tare  AO  asymptote  à  la  droite 
X  =-.  2a.  Pour  déterminer  la  tangente  à  Tare  AO 
au  point  0,  qui  correspond  à  la  valeur  0  du  para- 
mètre, on  peut  chercher  la  valeur  que  prend, 
pour  /  =  0,  soit  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  en  un  point  quelconque  : 
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x' 
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y' 
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00 
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00 

déc. 

+ 

croît 

0 

0 

0 

0 
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déc. 
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déc. 
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déc. 
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déc. 

â 

16a 
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croît 
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(1er. 
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croît 
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±a 
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(/  —  2)(/  —  3)» 
.  2/(9  —  70 


soit  in»  139)  le  rapport  -^  = 57 .  On  trouve  : 

-^  =  -^  =  00,  poui  /  =  0:  Tare  AO  est  donc 

tangent  à  Oy>  au  point  0. 

Lorsque  /  croît  de  0  à  1,  on  obtient  la  branche 
infinie  OB  tangente  en  0  a  Oy. 

Pour  /  croissant  do  1  à  3,  on  trouve  lare  illimité  CKGH  tangent  en  E(  /  =  -^  J  à  la  para- 
U'ie  à  Oy,  tangent  en  G  (/  =  2)  à  la  parallèle  îi  0.r,  puis  asymptote  à  la  droite  : 
y  -^-j-all  --^  3). 

Enfin,  à  l'intervalle  (3,  +  œ)  correspond  l'arc  de  courbe  KL  asymptote  aux  droite»  : 

y  =  -7-  a  et  x  ~.  2a{l  =  oc) . 

On  peut  constater  que  la  discussion  précédenU^  a  mis  en  évidence  les  asymptotes  parallèles 
aux  axes  et  la  po^ilion  de  la  courbe  par  rapport  à  ces  as.\  inptotes. 
Concavité.  —  La  dérivée  de  m  est  : 


m'  = 


\W  +  20/-  -f  48/  —  m 
2/«(îl  —  7/)* 
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son  signe  est  celui  de  son  numérateur.  On  constate  d'abord,  suivant  la  remarque  du  n«  176, 
que  celui-ci  s'annule  pour  ta  valeur  /  =  1  (|ui  i-end  x  et  y  infinis.  La  dërivée  m*  a  donc  le 
signe  du  produit  [t  —  1)  ( —  11*  -)-  3/  +  27):  elle  s  annule,  en  changeant  de  signe,  pour 

les  valeurs  :  1,  a  =  — H— ,  p  =  —il 2. ,  a  et  p  ëtant  les  racines  du  second  facteur. 

14  14  9 

D'autre  part,  la  dérivée  x'  change  de  signe  pour  les  valeurs  -=-  et  3  ;  et  toutes  ces  valeurs, 

9 
rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante,  sont  :  x,  1,  >-- ,  p,  3.  Les  deux  dérivées  m'  et  jc' 

sont  de  même  signe  dans  les  intervalles  :  {«.  1),  f-—,  pV  (3,  -|-oo),  et  de  signes  contraires 

dans  les  intervalles  :  (—  « ,  a),  (  1,  -y)  ,  (3,  3). 

Si  l'on  désigne  par  I  le  point  de  la  courbe  qui  correspond  à  /  =  a.  ce  point  est  situé  sur 
l'arc  OA  ;  de  nn^me  le  point  I',  qui  correspond  à  /  =  p,  est  situé  sur  l'arc  GH. 


Fig.  107. 


II  résulte  de  co  qui  précède  que  les  aires  AI,  CE,  l'H  tournent  leur  concavité  vers  0^',  taudis 
que  les  arcs  10,  OB,  EGF  et  KL  sont  concaves  vers  Oy. 

Les  points  I  et  V  sont  les  points  d'inflexion  de  la  courbe. 

Asymptote .  —  La  courbe  a  deux  branches  infinies  OB,  EC  qui  correspondent  à  des 
valeurs  de  /  tendant  vers  1  en  croissant  ou  en  décroissant.  Or,  on  a  : 

lim.  —  ==lim.  -i — ; — L.  =  2,      pour  ^  =  1  ; 
X  tt 

les  deux  branches  infinies  OB  et  EC  ont  donc  une  même  direction  asymptotique  de  coeffi- 
cient angulaire  2.  Formons  ensuite  la  différence  : 

En  y  faisant  :  /  =  1,  les  deux  termes  s'annulent  ;  on  a  donc  : 

U  limito  de  cette  expression,  pour  /  =  1,  est  :  ti  =  —  2a  ;  l'asymptote  est  donc  la  droite  : 

1/  =z  u-  —  Sa. 
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Position  de  la  courbe  par  rapport  à  Vasymptote.  —  La  connaissance  du  sens  de  la  con- 
cavité suffît  pour  placer  la  courbe  par  rapport  à  son  asymptote  :  mais  il  est  facile  de  fairt' 
directement  celte  recherche.  Étudions  le  signe  de  la  différence  y  —  kx  -{-  2fl,  ijui  s'annule 
pour  <  ^  1 .  On  a  : 

•^  ^  {t  —  '6)*     ^  (/  —  3)* 

«(/«_6/— 18)                                     ,      ,                23a 
Lorsque  i  tend  vers  1,  le  facteur ..  ^  ^.i .  Q^i  est  contmu  et  tend  vers j- . 

est  négatif;  par  conséquent,  la  différence  est  do  signe  contraire  à  /  —  1.  Pour  t<i\,  elle  est 
positive,  ce  qui  montre  que  l'arc  OB  est  au-dessus  de  l'asymptote  ;  pour  ^>i,  elle  est  néga- 
tive, ce  qui  montre  que  l'arc  EC  est  au-dessous. 

Enfin,  on  peut  remarquer  que  l'expression  y  —  kx  -{-  ta  s'annule  pour  les  deux  racines 
/  =  3(1  ±  y^3),  de  l'équation  /•—  6^  —  18  =  0.  A  ces  deux  valeurs  de  l  correspondent, 
sur  la  courbe,  les  deux  points  de  rencontre  M  et  N  de  la  courbe  et  de  l'asymptote. 

Point  double.  — On  voit  sur  la  figure  que  deux  branches  de  la  courbe  se  croisent  en  un 
point  D  ;  dans  ces  conditions  on  dit  que  D  est  un  point  double  de  la  courbe. 

Calculons  les  coordonnées  du  point  D.  Nous  remarquerons  pour  cela  que.  sur  l'arc  CKG, 
le  poinl  D  correspond  à  une  valeur  de  i  comprise  entre  1  et  2  et,  sur  l'arc  KL,  le  même 
point  correspond  à  une  valeur  do  t  supérieure  à  3. 

Exprimons  donc  qu'en  attribuant  au  paramètre  deux  valeurs  distinctes  t  et  /',  on  obtient 
deux  valeurs  égales  pour  x  et  deux  valeurs  égales  pour  y;  nous  obtiendi-ons  les  conditions  : 

2^  2/'»  /*  f* 


(/ —  3)«(^  __  1)"  —    (^'»  — 3)«(f'_  i)    »  /  — 1         /'  — 1 

Si  Ton  rend  entières  les  équations  précédentes  et  si  l'on  enlève  la  solution  t  =  t'y  qui  les 
transforme  en  identité,  elles  deviennent  : 

ItW*  ^{m'(t  +  t')  +  9(t*  +  tt'-\-t'*)=0,        tt'  =  t  +  t'. 

En  remplaçant,  dans  la  première,  t  -^  t'  par  tt'  et  en  simplifiant,  on  obtient  : 
(/-|_/')«_9(/4.r)  =0;  d'où  les  deux  sysUmies  :  //'=/  + r  ==  0,    //' ==  t  +  t'  =  9. 

La  premièi*e  solution  est  :  ^  ==/'=:  0,  elle  correspond  à  l'origine.  Il  convient  do  rciuar- 
({uer  qu'en  ce  point  aboutissent  deux  branches  de  courbes  tangentes  entre  elles,  aussi 
l'origine  est-elle  un  point  double  de  la  courbe.  La  forme  particulière  de  ce  point  double 
lui  fait  donner  le  nom  de  point  de  rebroussenient. 

La  seconde  solution  correspond  au  point  double  D.  Les  deux  valeurs  de  l  qui  correspon- 
dent à  ce  point  sont  les  racines  de  l'équation  : 

(1)  /*_9/  +  9  =  0, 

9  it  3 1/5" 
qui  sont  :  t  =  — ^- —  .  On  obtient  immédiatement  les  coordonnées  du  point  D,  en 

remarquant  que  l'équation  (1)  peut  prendre  les  deux  formes  : 

(t  —  3)*=  3/,        /•  =  9(/  —  1): 

i 
d'où  l'on  déduit  :  j:  =  2a.  -^ .  9  =  6fl,  y  =  9a. 

Nous  vérifions  bien  que.  pour  les  deux  racines  distinctes  de  l'équation  (1).  x  et  y  pren- 
nent, l'une  et  l'autre,  une  seule  valeur.  On  vérifiera  de  plus  que  la  courbe  coupe  son  asymp- 
tote parallèle  à  Ox  en  un  point  F(  6a,  -^  o)  ayant  môme  abscisse  que  D. 

180.  2«  Exemple.  —  Construire  la  courbe  (flg.  108}  représentée  parles  équations  : 

X  =;  at[t  —  3)*,        y  =  a(^  —  2)  (/  +  1)«. 

Les  fondions  x,  y  et  leurs  dérivées  : 

a'=:3a((  —  i^^—  3),         y'  =  '6a{t-  ^  I) 
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sont  définies  et  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  /.  Dressons  le  tableau  des  variations  : 

y  J 


/ 

x' 

X 

y' 

00 

00 

croît 

+ 

—  1 

—  46fl 

u 

+ 

croîl 

0 

0 
croît 

— - 

1 

0 

4â 
décroît 

0 

2 

2« 
décroît 

3 

0 

0 

+ 

+ 

croît 

+    00 

+  =e 

00 

croît 

0 
décroît 

—  2fl 
décroît 

—  4a 
croît 

0 

croît 

i(kz 

croît 


A  rintorvalle  (— «.  —  1)  du  para- 
iiii'-tre.  correspond  la  brandie  infinie 
AB,  tangente  à  Ox  au  point  B  (—  16a,  0). 

A  l'intervalle  ( —  1.  +  1),  correspond 
l'arc  BR  qui  coupe  Taxe  des  y  au  point 
C  (0,  —  ta).  AuT  intervalles  suivants, 
correspond  l'arc  RDKF  qui  coupe  Oa* 
en  D  (2a.  0),  est  tangent  à  Oy  on  E 
(0, 16a)  et  s'étend  ensuite  indéfiniment. 

Au  point  R.  qui  correspond  à  /  =  1, 
on  trouve  a,'  =  2/'  =  0  ;  le  coefficient 
angulaire  de  la  tangente,  qui  a  pour 

y' 

valeur  — p  ,  se  présente  donc  sous  une 

forme  indéterminée.  Mais  on  a  : 

j^ /*—  I  /  +  \ 

x'  '~   ^/  —  1)  (^  —  3}  ■"  ^  —  3 


B 


Fig.  108. 


•j  » 


d'où 


y 


lim.  "hr  =  —  ^»  pour  / 


1. 


Les  deux  arcs  RC  et  RD  sont  donc  tangents  en  R  à  la  seconde  bissectrice  OR,  et  R  est 
un  point  de  rebroussement. 

Symétrie.  —  D'après  la  forme  de  la  courbe,  la  seconde  bissectrice  OR  peut  être  un  axe 
de  synnétrie.  On  vérifie  qu'il  on  est  ainsi  en  remarquant  que  le  point  R  correspond  à 
la  valeur  /  =  1  et  en  substituant  à  /  le  paramètre  6  =  /  —  1.  Les  expressions  de  x  et  de  y 

deviennent  : 

X  =  a(e  +  1)  (6  —  2)*,        X  =  a{%  —  1)  (8  +  2)\ 

En  associant  au  point  Mfa*.  y),  qui  correspond  à  la  valeur  8.  le  point  M'(x',  y'),  qui  cor- 
Hispond  à  la  valeur  —  8,  on  trouve  : 


x'  =  —  y, 


y  =  —  ^'> 


et  l'on  vérifie  aisément  M  et  M'  sont  symétriques  par  rapport  à  la  seconde  bissectrice  ;  ce 
n:'sultat  sera  d'ailleurs  établi  au  n»  ±10. 

On  peut  remarquer,  si  Ton  tient  compte  de  cette  symétrie,  qu'il  suffit,  dans  la  construc- 
tion de  la  courbe,  de  faire  varier  8  de  0  à  +  œ  et,  par  conséquent,  /  de  1  à  -f-  oc. 

Concavité.  —   Le  coefficient  angulaire   de  la  tangente   est  :  m  =   .       !.  ;  sa  dérivée 

m'  =  —  — ;r-i  est  toujours  négative.  Il  en  résulte  que  les  arcs  AR  et  KF,  correspondant 

[t   à) 

à  jr'  >  0,  sont  concaves  vers  Oy',  tandis  que  l'arc  RE  est  concave  vers  Oy. 

La  courbe  n'a  aucun  point  d'inflexion. 

Points  à  l'infini.  —  La  courbe  a  deux  branches  infinies  EF  et  B.V.  correspondant  à 
/  =  -{-«  et /=  —  00.  Or,  on  a  : 

i,m. nm.        ^  ^,  _  3,. 


.r 


pour  / 


y  ^  x  =  a[(/  — 2)U-f  1)«  — /(/  — 3)T  =  2fl(3/«  — 6^-1); 


'  =  -: r  »       y  = 


Concavité.  Asymptotes.  Point  doiiblp.  Moner  par  l'origino  une  tan^enlo  à  la  courbe  et  déterminer  le^  coor- 
données du  point  de  contact. 

2.  Construire  la  courbe  : 

•^=  TTF  •      ^=     i-t*   ' 

{Ecole  Polytechnique,  187?.} 

3.  Construire  la  courbe  : 

t(3l*—2)  l* 

I  -  -  /*  '  *  1   —  /* 

Concavité.  Asymptotes.  Points  doubles. 

Trouver  l'équation  de  la  tangente  en  un  |M)int.  Mener  des  tangentes  à  la  courbe  :  I*  par  un  point  de  Oy 
2*  parallèlement  à  une  direction  donnée  ;  3°  par  un  point  de  la  courbe. 

4.  Construire  la  courbe  : 

(/--l)«U-H)(<-t-3)  _    (f-i)(<-t-3) 

' trri         •     y irn 

Oincavilé.  Asymptotes.  Point  double. 

5.  Construire  la  courbe  : 

_        ^at  _    nt*{V  —  <«) 

^  ~   (1  +  /«)*  '      ^  -     (I  -j-  iv    • 

Déterminer  les  points  de  rebrousse  ment.  Disposition  de  la  courbe  au  point  (Û,  a).  Uener  ftar  un  point  donné 

des  tangentes  à  la  courbe. 

{Kcole  Normale  Supérieure,  Oral,  1898.) 

f».  Construire  et  discuter  suivant  les  dilTérenles  valeurs  de  a  et  6  la  courbe  : 

^  =  7  +  *(3'  -  >  )-       y  =  «'  -^  \j  -  <»)• 

7.  Construire  les  courbes  définies  par  les  équations  : 

t  -4-  l  îl 


jr  = .  ,        »/  -— 


/  —  1  '        •'  /*  —  1 

<*  /»(/«  -h  2) 


•r  =  -: TT'        y  = 


1  —  <*  '  1  —  f* 

(/  _  1^/1)  —  2)  •        *'         <«  -  1 

/«  +  2/  +  2  /»  —  4/  —  4 

in.  jr= — ,  ,   .   ^ ,  y  = 


2/(1  —  .1/*)  /«;/*  -  6<«  +  1) 

H.  J"  =  — . .    .    ,, ,      t        y  = 


(/•  -  1)  (/*  +4/«+  \)  n 


(,/*  +  I)  .y*  --  4r«  +  i)  '  ^         (ï«  +  Il  (/*  —  4/«  +  1) 

(/  —2^  (V—  1)  (/  —  3)  (2/  —  1) 

13.  .r  r-r: > ,  1/   =-t    -i . 

14.  I^  lettre  /  représentant  un  paramétre»  réel  arbitraire,  on  considère  le  point  M  du  plan  dont  les  coordon- 
nées rectangulaire^  sont  : 

t*  4^1  S/  —  1 

'  =  -17-'      y —• 
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Jos  deux  branches  inflnies  BA  cl  EF  ont  donc  la  première  bissectrice  pour  dircction  asymp-        i 
fotique  commune.  Formons  ensuite  la  différence  : 


I 


cotte  expression  crott  indéOniment  avec  t;  l'asymptote  correspondante  est  donc  rejetée  à  I 
rinfini  ;  en  d'autres  termes,  la  courbe  a,  dans  la  direction  de  la  première  bissectrice,  deui  * 
branches  paraboliques  BA  et  KF. 

EXERCICES 

1.  Construire  la  courbe  définie  |mr  les  équations  :  | 

t*  t 


X 

t 

» 

,_.'-- 

-  1 

T. 

—  ftiii  3^ 

.V  = 

=  6  cofi/  —  rosS/ 

u 

'  » 

1  - 

J'-i  +  z 

L/ 

t  +  f- 

\À 

-W 

If*     • 

t 

% 

y 

/ 

l-e' 

e-'~ 

1 

L/ 

» 

y  =  tu. 

COURBE  D'KQUATIONS  x  =  f{l),  y  =-  gd)  loi 

1*  Étudier  l«s  variation»  de  x.  et  aussi  celles  de  y.  lorsque  i  croit  de  —  x  à  +  <»  ■ 

>  Coii»idôrant  la  ligiio  S,  lieu  du  point  M,  donner  la  formule  du  coofficirnl  angulaire  de  la  lanf^rnte  en  fonc- 

liou  do  la  valeur  t^  du  paramètre  f|ui  détermine  le  |ioint  de  contact. 
Appliquer  cette  furniule  aux  i)oint«  remarquable**  :  point  d'inflexion,  point  de  rehroii««emont.  A^ymploten  de 

la  ligne  S.  Tracer  la  courbe  S. 

{^A'eoie  Centrale,  t-  se»8iou,  19U2.) 

13.  Lieu  du  sommet  de  Tangle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  a  une  longueur  constante  ot 
parcourt  une  droite  donnée,  lan<lis  que  Tun  des  côtés  de  l'angle  droit  tourne  autour  d'un  point  li^e. 

{/i^vup  dp  Math.  Sf^c,  janvier  IHUS.) 
Ifi.  (k>n«truire  les  courbes  définies  par  les  équations  : 


«T. 

19. 

20.  Construire  la  courbe 


Concavité,  points  d'inflexion.  Montrer  que  la  courbe  a  un  axe  de  symétrie  ;  déterminer  cet  axe. 

(/.  liocguel.) 

21.  Sur  une  circonférence  (C)  de  rayon  K,  on  prend  un  poiut  fixe  A  et,  par  un  point  variable  P  do  la  circon- 
férence, on  même  mie  demi-<iroile  P;  parallèle  au  rayon  AC  et  de  même  sens;  sur  Pj  on  considère  le  (loint  M 
tel  que  l'on  ait  :  aP  -»-  PM  —  2R.  Construire  le  lieu  du  point  M. 

(/.  Boequet.) 

3i.  Ou  donne  deux  circonférences  concentriques  ((')cl  {(\')  de  rayons  R  et  R'  ;  un  point  mobile  M  se  déplace 
»ur  (Cj  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w  ;  de  même,  un  point  mobile  11'  se  déplace  sur  (C)  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  2w.  Construire  la  courbe  décrite  par  le  milieu  de  MH'  sachant  qu'à  l'instant  initial 
les  deuK  mobiles  sont  placés  sur  un  même  rayon. 

i'i.  Une  ligne  droite  et  une  circonférence  tournent  chacune  d'un  mouvement  uniforme  auiour  d'un  |ioiut  fixe 

commun  aux  deux  lignes  ;  on  connaît  le  rapport  m  des  vitesses  angulaires,  rapport  affecté  du  signe  4-  ou  du 

<«igne  —,  suivant  que  les  rotations  sont  de  même  sous  ou  de  sens  contraires  ;  on  demande  le  lieu  décrit  par  le 

point  de  rencontre  des  deux  lignes. 

3  3 

On  appliquera  aux  cas  particuliers  suivants  :  !•  mi  =:   ■—  ,  ou  m  =r^  —  [limaçon  de  Pascal);  i*  m  =  —  1, 

ou  /A  =  •:-  {roêace  à  quatre  branches);  3o  m  =  —  -r- ,  ou  m  =  -r-  ;  4«  w  =  2,  ou  m  =  -- . 

24.  Même  quesliou  en  prenaut  pour  lignes  mobiles  deux  circonférences  égales,  tournant  autour  d'un  |H>int  fixe 
(|tti  leur  est  commun. 
Applications  :  1»  m  ~  2,  limaçon  de  Pascal;  2«  wi  =  3,  msacc  à  quatre  branches;  3«  »«  =—  2, 

[ffriot  et  Bouquet.) 

3ô.  Courlic  décrite  iiar  un  poiut  d'un  cercle  mobile  de  rajou  9  qui  rouie  sans  glisser  sur  un  cercle  fixe  de 
rayon  R. 

Lors(|uc  le  cercle  mobile  est  tangent  extérieurement  au  cercle  fixe,  la  courbe  est  appelée  épieycloUle.  Exa- 
miner le  cas  oit  l'on  a  :  R'  =  R  {cardioidp*, 

Ijorsque  le  cercle  mobile  est  tangent  intérieurement,  la  courbe  est  appelée  hypocycloïde.  Examiner  le  cas  oii 

R  R 

l'on  a  :  R/  =    _    {ligne  droite);  W  =■  -—  {hypocycloïde  à  trois  rebroussements). 

26.  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  la  cyclo'i'de. 

27.  L'niil  étant  enroulé  autour  d'une  circonférence,  on  .déroule  le  (il  eu  le  supposant  toujours  (endu;  quelle 
r«^t  la  courbe  (Ci  décrite  par  son  extrémité? 

Montrer  qu'en  un  point  quelconque  M  de  (C),  la  direction  du  fil  qui  aboutit  en  M  est  normale  à  'C)  en  ce 
point. 
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181.  Représentation  d'une  courbe.  —  La  mdthodc  que  nous  avons  suivie 
pour  représenter  une  courbe  en  coordonnées  rectiligncs  s'applique  encofe  en 
coordonnées  polaires  ;  en  reprenant  les  mêmes  raisonnements  qu'au  n°  135, 
on   voit  immédiatement  qu'étant  donnée  une  courbe,   ou  mieux  un  arc 

2  de   courbe   convenablement   limité  (d 

(fig.  i09),  à  chaque  valeur  de  w,  com- 
prise dans  un  intervalle  déterminé,  cor- 
/ç\  /  respond  un  axe  0-3  qui  rencontre  (C)  en 

un  point  M  et  un  seul  ;  le  rayon  vecteur 
p  =  OM  de  ce  point  est  donc  une  fonction 
de  w  : 

(1)  ?  =  M. 

bien  définie  dans  Tintervalle;  invene- 
ment,  à  toute  fonction  p  =  /"(w),  définie 
dans    un    intervalle,    correspond    une 


Fig.  109. 


courbe  ou  un  arc  de  courbe  (G),  lieu  du  point  M  dont  les  coordonnées  po- 
laires w,  p  sont  liées  par  la  relation  (1). 
Cette  relation  (1)  est  appelée  équation  de  la  courbe  (C). 

182.  Tangente.  —  Soient  une  courbe  (C),  d'équation  : 

(1)  p  ==  M^ 

et  un  point  M  de  cette  courbe,  dont  les  coordonnées  sont  a  et  r  =  fi^\ 
(fig.  110).  On  définit  la  position  de  la  tangente  MT,  en  un  point  M  de  la 
courbe  (C),  par  l'angle  de  deux  droites  (n°  88)  : 

V  =^  (OM,  Mï), 

que  fait  cette  tangente  avec  le  rayon  vecteur  du  point  M. 
Cet  angle  est  déterminé  parla  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Vangle  V  de  la  tangeiile  à  une  courbe  avec  le  rayon  vecteur 
du  point  de  contact  est  défini  par  la  formule  : 


tg  V  =  -^ 
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p  et  [j  étant  les  valeurs  que  prennent  y  pour  V  angle  polaire  du  point  de  con- 
tact, le  rayon  vecteur  et  sa  dérivée  par  rapport  à  cet  angle  polaire. 

Considérons,  en  effet,  deux  axes  rectangulaires  OX,OY,  issus  du  pùle  : 
l'un  OX,  d'angle  polaire  a,  est  le  rayon 
vecleur  du   point  M,   l'autre  OY'   est 
directement  perpendiculaire  sur  ()X. 

On  sait  que  les  coordonn<^esd'un  point        \  T^^Ov  ^  X 

quelconque  de  la  courbe,  par  rapport 
à  ces  axes,  sont  (n**  54)  :  • 

X  =  p  cos(w  —  a),     Y  =  p  sin(w  —  a)  ; 

p  étant  fonction  de  w,  ces  deux  coor- 
données sont  des  fonctions  d'un  môme  Fig.  140. 
paramètre  ci>.  Dans  ces  conditions,  on 

sait  (n*  171)  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  quelconque 
de  la  courbe  est  égal  au  quotient  des  dérivées  : 

Y' p  cos  (w  —  a)  +  p'  sin  (ci)  —  a) 

X'       —  p  sin  (tt)  —  a)  +  p'  cos  (<i>  —  aj  ' 

En  particulier,  on  aura  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  M,  cVst- 
h-dire  tg  V,  puisque  V  est  l'angle  de  cette  tangente  avec  OX  (n^  89),  en  fai- 
sant :  o)  =  a  et,  par  suite,  p  =  /*(»),  p'  =  /"'(a)  ;  ce  qui  donne  : 


tgV  = 


C.  0.  F.  D. 


183.  Tangente  au  pôle.  —  Supposons  que  la  courbe  :  p  =  /(w)  passe  par  le 
pôle  (fîg..  111),  c'est-à-dire  que,  pour  une  valeur  particulière  w  =  a,  on  ait 

/*(a)  =  0.  En  général,  on  aura  :  /"'(a)  :^  0,  et  la  for- 
mule qui  vient  d'ôtre  établie  donne  : 

tgV  =  0; 

ce  qui  montre  que  la  tangente  au  pôle  est  con- 
fondue avec  l'axe  OX,  d'angle  polaire  a. 
(]e  résultat  est  d'ailleurs  général  et  se  démontre 
^  immédiatement.  En  effet,  considérons  une  sécante 
OM  joignant  le  pôle  à  un  point  variable  M  de  la 
courbe  ;  lorsque  M  tend  vers  le  pôle,  l'angle  po- 
laire ti)  de  ce  point  tend  vers  a,  valeur  qui  annule  p  ; 
la  position  limite  de  OM,  c'est-à-dire  la  tangente 
au  pôle,  est  donc  bien  confondue  avec  l'axe  OX 
d'angle  polaire  a;  d'où  la  règle  : 

Lorsqu'une  courbe  passe  par  le  pôle,  la  tangente  en  ce  point  a  pour  angle 
polaire  la  valeur  de  cet  angle  qui  annule  le  rayon  vecteur. 


Fi«.  4ii. 


loi 
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184.  £xEHacE.  —  Trouver  une  coicrhe  qui  coupe  tous  ses  rayons  vecteurs  sous  vn  angk 
constant  (fi g.  112). 
Soient  0  cet  angle  constant  et  p  =;  /*((o)  la  courbe  cherchée. 
D'après  ce  qui  précède,  on  doit  avoir,  pour  toute  valeur  de  to  : 


fr=i«e. 


ou  : 


£_ 


cotgO  =»i, 


m  étant  une  constante  donnée.  En  remontant  aux  primitives,  on  en  déduit 

Lp  =  m  ((0  —  a),        ou  :        p  =  p"'^"  -  «), 

a  étant  une  constante  arbitraire. 
On  a  ainsi  Téquation  de  la  courbe  cherchée:  elle  dépend  d'une  arbiti'aii'e  a,  sous  une 

forme  ({ui  montre  que  toutes  les 
solutions  du  problème  s'obtiennent 
en  faisant  tourner  Tune  quelconque 
d'entre  elles  d'un  angle  arbitraire  s 
autour  du  p(Me:  ce  résultat  était 
évident,  a  priori,  d'après  l'énoncé 
du  problème.  Il  suiTit  donc  d'étudier 
l'une  des  solutions,  par  exemple  la 


courbe  : 


P  = 


.m  M 


Fig.  112. 


Cette  courbe  est  appelée  fpirale 
logarithmique.  On  la  construit  sans 
difficulté,  car,  si  l'on  fait  croître  w 
de  —  00  à  -(-  00,  p  croit  constamuienl 
(m  positif)  de  0  à  +  ^^  1&  courfoc 
(fig.  112)  est  donc  formée  d'une  infi- 
nité de  spiivs  tournant  autour  du 
pôle  ;  les  unes,  correspondant  à 
w  =  -|-  ao ,  s'écartent  indéfiniment 
du  pôle,  les  autres,  correspondant 
à  eu  =  —  ao  ,  s'en  rapprochent  indé- 
finiment. 

Dans  le  cas  particulier  :  8  =  -5-  » 


on  a  :  m  =  0  et  l'équation  C_  =3  m  donne  :  p'  =  0,  ou  p  -=  const.  La  courbe  se  réduit  à 
une  circonférence  ayant  son  centre  au  pôle.  On  retrouve  ainsi  le  résultat  du  n«  466. 


185.  Concavité.  Points  d'inflexion.  —  Etant  donnée  une  courbe  (G),  d*équa- 
tion  : 

(1)  o  =  f(^), 

et,  sur  cette  courbe,  un  point  M  de  coordonnées  polaires  a  et  r  =  /'(a)  ;  pro- 
posons-nous d'étudier  le  sens  de  la  concavité  de  la  courbe  en  ce  point  M. 

Pour  cela,  considérons  les  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY  issus  du  pôle 
(fig.  1 13)  ;  l'un  OX,  d'angle  polaire  <x,  est  le  rayon  vecteur  du  point  M,  l'autre  OY 
est  directement  perpendiculaire  sur  OX.  On  sait  que  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe,  par  rapport  h  ces  axes,  sont  (n*  54)  : 

X  =  p  cos  (w  —  aj,         Y  =  p  sin  (<i>  —  a)  ; 

p  étant  fonction  de  ta,  ces  deux  coordonnées  sont  donc  fonctions  d*ua  même 
paramètre  w.  Dans  ces  conditions,  on  a  vu  (n**  175)  que  la  courbe,  autour  du 
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point  M,  est  concave  ou  convexe  dans  la  direction  OX,  suivant  que  l'inverse 
du  coeiTicient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  croit  ou  décroît  quand  Y 
croît  ;  cet  inverse  n  est  d'ailleurs  donnc^  par  la  formule  : 

X'  p'  cos  (w  —  a)  —  p  sin  fct)  —  a) 

Y'         p'  sin  (Cl)  —  a)  +  p  cos  (w  —  aj 

(Cherchons  donc,  pour  w  =  a,  les  dérivées  de  Y  et  de  w  ;  désignons  par 
r  =  /Ta),  1'^  =  /"'(a),  !•"  =  f"((x)  les  valeurs,  pour  &>=:«,  du  rayon  vecteur  p 
cl  de  ses  deux  premières  dérivées  et  remarquons  que,  pour  cette  valeur  «, 
on  a  :  cos  (w  —  a)  =  i,  sin  (w  —  a)  =  0  ;  on  trouve  alors,  pour  les  dérivées 
de  Y  et  de  n,  les  valeurs  suivantes  : 

(Y').  =  7-,        (n%  =  y,  [r(r"  —  r)  —  r'ir'  +  r')]  =  4  C^t"  —  H  —  âr'*). 

De  là  les  conclusions  suivantes  : 

Supposons  d'abord  :  T^r^'  —  i-^  —  2;.'a  >  q  .  alors,  si  Ton  a  :  r  >  0  (fig.  113, 1), 
Y'  et  w'  sont  de  même  signe  pour  w  =  a  et  la  courbe  tourne  sa  concavité 

,Y 


dans  la  direction  OX  ;  en  d'autres  termes,  r  étant  positif,  la  courbe  touitie 
sa  convexité  vers  le  pôle.  Si  l'on  a  :  /'  <  0  (fig.  113,  II),  Y'  et  n!  sont  de  signes 
contraires,  la  courbe  tourne  sa  concavité  dans  la  direction  opposée  à  OX  ;  en 
d*autres  termes,  r  étant  négatif,  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  le  pôle. 
La  conclusion  est  donc  la  même  dans  les  deux  cas. 

De  même,  dans  l'hypothèse  :  n^'  —  r'  —  2»''-  <  0,  on  montrera  que  la  courbe 
tourne  sa  concavité  ver&  le  pôle. 

Enfin,  si  l'on  a  :  rr''  —  r^  —7  ir^^  =  0,  il  y  aura,  en  général,  inflexion  au 
point  M. 

La  concavité  en  un  point  quelconque  dépend  donc  du  signe  de  la  fonction 
qq"  —  p^  —  2p'-^;  on  peut  d'ailleurs  lui  donner  une  forme  plus  pratique  qui 
résulte  de  l'égalité,  facile  à  vérifier  : 


7 -(7^"= 


Le 


produit  —  I f-  (  —  )    I  est  constamment  de  si 

?  l?        \  ?/   J 


gne  contraire  à  l'ex- 


456  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUK 

pression  considérée  et  nous  sommes  ainsi  conduits  h  la  conclusion  suivante  : 

Théorème.  — En  un  point  quelconque,  une  courbe  tourne  sa  concavité  ou 
sa  convexité  vers  le  pôle  suivant  que,  pour  les  coordonnées  de  ce  point, 

Vune  quelconque  des  expressions  f  +  2p'- —  pp",  — h  (  — )  est  posi- 
tive ou  négative. 

CONSTRUCTION   D'UNE  COURBE  EN  COORDONNÉES  POLAIRES 

186.  IntervaUe  dans  lequel  doit  varier  Tangle  polaire.  —  Une  courbe  (Ci 
étant  définie  par  l'équation  : 

(1.)  ?  =  fi^)f 

tout  point  de  la  courbe  peut  être  représenté  par  des  systèmes  de  coordonnées 
polaires  différents  (n**  51),  mais  vérifiant  tous  l'équation  (1).  Par  exemple,  si 
nous  considérons  l'équation  de  la  droite  (n°101),  elle  est  vérifiée  par  tout  sys- 
tème de  coordonnées  polaires  d'un  point  de  la  droite  ;  par  suite,  pour  déduire 
de  cette  équation  tous  les  points  de  la  droite,  il  suffirait  de  chercher  seulement 
les  valeurs  de  w  comprises  entre  0  et  Stc  et  les  valeurs  positives  de  p  qui 
vérifient  cette  équation. 

Pour  une  équation  quelconque,  il  y  a  donc  lieu  de  déterminer  d'abord  dans 
quel  intei^valle  il  suffit  de  faire  varier  w  pour  décrire  toute  la  courbe.  Nous 
associerons  h.  cette  recherche  celle  des  symétries  delà  courbe  par  i^apport  au 
pôle,  ou  à  un  axe  issu  du  pôle,  car  une  telle  symétrie  permet,  en  ne  construi- 
sant qu'une  partie  de  la  courbe,  d'en  déduire  immédiatement  la  courbe  entière. 

D'abord,  si  w  figure  dans  l'équation  autrement  que  par  des  lignes  trigono- 
métriques,  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  les  équations  : 


,»|W  _    «w 


p  =  e    ,        p  =  a,        p  =  a>  —  sin  w, 

il  est  évident  que  toute  transformation  de  w  en  w  +  2/cic  ou  en  w  +  (^k-\-  i)  r, 
qui  ramène  un  rayon  vecteur  sur  lui-même  ou  sur  la  direction  opposée,  altère 
la  valeur  absolue  de  p  ;  dans  ces  conditions,  on  ne  peut  décrire  une  telle  courbe 
qu'en  faisant  varier  w  de  — ooà+oc.  Elle  est  donc  formée  d'une  infînité 
d'arcs,  appelés  spires,  décrits  chacun  dans  une  rotation  du  rayon  vecteur 
autour  du  pôle;  une  telle  courbe  est  appelée  spirale.  Dans  tout  ce  qui  suit, 
nous  laisserons  ces  courbes  de  côté  et  nous  supposerons  que  l'angle  co  ne 
figure  dans  l'équation  que  par  ses  lignes  trigonométriques  ou  celles  de  ses 
multiples  et  sous-multiples. 

Dans  ces  conditions,  nous  commencerons  toujours  l'étude  de  la  courbe 
par  la  recherche  du  plus  multiple  de  2?:,  âfeîc,  qui,  ajouté  à  w,  ne  change  pas 
la  valeur  de  ^.  Il  suffit  alors,  pour  décrire  toute  la  courbe ,  de  faire  varier 
0)  dans  un  inlervalle  atc  plus  égal  à  "ik-r:,  quel  que  soit  d'ailleurs  cet  inter- 
valle ;  toutes  les  autres  valeurs  de  w  conduisent,  en  effet,  aux  m<?mes  points. 
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Par  exemple,  si  w  ne  figure  dans  V équation  que  par  ses  lignes  trigonométriques.  ou  celles 
de  ses  multiples,  le  chanfcement  de  lo  en  to -|-  2t  ne  change  pas  la  valeur  de  p.  C'est  le  cas 
des  équations  de  la  droite  ot  do  la  circonférence,  ainsi  que  des  suivantes  : 

p  =  a  cos  2(i>  -f  ^  sin  2u),        p  =  a  cos  u)  +  ^• 

Pour  une  telle  courbe  il  suflit  donc,  au  maximum,  d'un  intervalle  égal  à  2::.  ^^ 

Si  ta  figure  dans  Véquation  par  les  lignes  trigonomélriques  de  ses  sous-multiples,  p  — » 

Cl)  w  P     P'     7'"  ^ 

p' — j ,  p"—n  , ...  etc.,  on  réduit  les  fractions  —  ,  — 7 ,  — rr  ...  à  leur  plus  petit  commun  dénomi- 

^  q"^  q"  q    q    q  ^     ^  to 

nateur  d  ;  de  cette  façon,  co  ne  figure  plus  que  par  les  lignes  trigonométriques  de  l'angle  -y 

et,   par  suite,  le  changement  de  ta  en  to  -{-  2^/?:  ne  change  pas  les  valeui^  do  p.  Il  suffit 
alors,  au  maximum,  d'un  inteiTalle  égal  ù.  tdTz. 

Cela  pose,  soit  SAr  la  longueur  de  rintervalle  ainsi  déterminé  ;  on  fait  dans 
réquation  la  transformation  de  w  en  w  +  feir,  ce  qui  revient  à  ramener  un 
axe  quelconque  issu  du  pôle  sur  lui  même  ou  sur  son  opposé,  suivant  que  k 
est  pair  ou  impair. 

Trois  cas  sont  alors  h  distinguer  : 

l**  La  transformation  ne  change  pas  la  Dateur  de  p.  Alors  k  est  nécessaire- 
ment impair,  sans  quoi  le  plus  petit  multiple  de  27c,  qui,  ajouté  à  o>,  ne  chan- 
gerait pas  p,  serait  au  maximum  kr.  et  non  pas  2/cz.  Par  conséquent,  à  tout 
point  M  de  la  courbe  correspond  le  point  M'  symétrique  par  rapport  au  pôle. 
La  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  au  pôle  et  il  suffit,  en  utilisant 
cette  symétrie,  de  faire  varier  w  dans  un  intervalle  égal  à  Ait  seulement. 

2"*  La  transformation  change  p  en  —  p.  Alors,  si  k  est  impair,  le  change- 
ment de  w  en  tù-\-  ktz  donne  le  même  point  de  la  courbe  et  il  suffît  de  faire 
varier  w  dans  un  intervalle  égal  à  /ctt  pour  décrire  toute  la  courbe. 

Si  k  est  pair,  on  voit,  comme  plus  haut,  que  la  courbe  est  symétrique  par 
rapport  au  pôle  et,  pour  les  mômes  raisons,  il  suffit,  en  tenant  compte  de 
cette  symétrie,  de  faire  varier  w  dans  un  intervalle  égal  à  feir  seulement. 

3*  La  transformation  altère  la  valeur  absolue  de  p.  Dans  ce  cas,  il  n*y 
a  pas  lieu  de  restreindre  l'intervalle  égal 

à2A7r. 

Les  recherches  précédentes  étant  efï'ec- 
tuées,  on  déterminera  en  dernier  lieu  s'il 
existe  une  valeur  de  Vangle  ol,  telle  que 
la  transformation  de  ij^  en  cl  —  w  ne 
change  pas  la  valeur  absolue  de  p.  Nous 
allons  montrer  que  la  courbe  admet  alors 
un  axe  de  symétrie  et  qu'il  est  possible, 
en  tenant  compte  de  cette  symétrie,  de 
restreindre  l'intervalle  dans  lequel  on  fera  varier  w. 

Soient,  en  effet  (fig.  114),  0^  Taxe  d'angle  polaire  a  issu  du  pôle,  0$  la 
bissectrice  intérieure  de  l'angle  des  demi-droites  Ox,  Oxi,  et  Or,  la  bissectrice 
extérieure.  Changer  w  en  a  —  w,  c'est  remplacer  un  axe  Oz,  issu  du  pôle, 
par  son  symétrique  O^i  par  rapport  à  01;  cela  étant,  distinguons  deux  cas  : 

i*»  La  transformation  ne  change  pas  la  valeur  de  ç.  k  tout  point  M  de  la 


Fig.  114. 
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courbe  correspond  alors  le  point  Mi  symétrique  par  rapport  à  01  et,  par  con- 
séquent, la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  0;. 

2**  La  transformation  change  ^  en  —  p.  On  voit,  de  la  même  manière,  que 
la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Or,, 

S'il  résulte  alors  des  recherches  antérieures  que  l'on  doit  faire  varier  w  dans 
un  intervalle  quelconque  égal  à  kr:,  on  choisira  celui  qui  est  compris  entre 

-^ }çJL  et  -^  +  kr^  ,  car  il  est  formé  de  deux  moitiés,  (-^  — A-^,  -^ 

et  ( -^ ,  -î-  +  ^-s- )  •  telles  que  Ton  passe  de  Tune  à  l'autre  par  la  transforma- 
tion de  a  en  a  —  w.  11  suffit  alors,  en  tenant  compte  de  la  symétrie  obtenue, 
de  faire  varier  w  dans  l'une  de  ces  moitiés,  par  exemple  de  —  —  k^  à  -j- 

On  observera  que  le  choix  de  cet  intervalle  ne  dépend  que  de  la  nature 
de  la  transformation  effectuée  sur  «d,  et  non  p(is  de  Vaxe  de  symétrie 
obtenu. 

Quant  à  la  détermination  de  l'angle  a,  il  est  inutile  d'entrer  dans  aucune 
règle  générale  à  ce  sujet  ;  elle  résultera  de  la  forme  de  l'équation  et  des  trans- 
formations connues  des  lignes  trigonométriques  d'un  angle.  Elle  se  fera,  le 
plus  souvent,  à  l'aide  d'une  suite  d'essais  ;  les  transformations  les  plus  fré- 
quemment employées  seront  celles  de  w  en  —  w,  en  2ir  —  w,  en  ic  —  w  et  en 

"—   —  (i). 

2 

Résumé.  —  On  procédera  dans  l'ordre  suivant  : 

1**  Déterminer  le  plus  petit  multiple  de  2i:,  2fc7c,  qui^  ajouté  à  w,  ne  change 
pas  les  valeurs  de  p. 

2"  Étudier  les  transformations  de  «o  en  w  +  kn. 

3*  Rechercher  les  transformations  de  oi  en  cl  —  w  qui  ne  changent  pas  la 
valeur  absolue  de  p. 

Exemples.  —  !•  Soient  les  équations  : 

,    ,                 a  cos  (0  -I-  A                                ,    -                 a  sin  10  -|-  A 
p  =  a  cos  (t>  4- 6,        p= : ,        p  =  a  sm  (jj  4- 0,        p= -— — » 

où  a  et  6  sont  ditTérenls  do  zéro.  La  transformation  de  w  en  eu  -f  2ir  ne  change  pas  le? 
valeurs  de  p,  celle  de  lo  en  a>  -|-  ir  altère  leurs  valeurs  absolues  ;  Tintervalle  sera  donc 
égal  à  an. 

La  transformation  de  a>  en  —  co  ne  change  pas  la  valeur  de  p  pour  la  première  équa- 
tion, la  change  en  —  p  pour  la  seconde,  altère  sa  valeur  absolue  pour  les  deux  autres  :  par 
suite,  la  premiôro  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  polaire  Oo;,  la  seconde  par 
rapport  à  l'axe  Oy  ;  il  suffît  donc  pour  ces  deux  courbes,  en  tenant  compte  de  cette  symé- 
trie, de  choisir  l'intervalle  ( —  ?:,  +  '^)  ^^  ^^  ^^^^^  varier  <d  dans  l'une  des  moitiés,  par 
exemple  do  0  à  tt. 

De  même,  la  transformation  de  (d  en  t:  —  (d  altère  la  valeur  absolue  de  p  pour  les  deux 
premières  équations,  ne  change  pas  p  pour  la  troisième,  le  change  en —  p  pour  la  quatrième: 
par  conséquent,  la  troisième  courbe  est  symétrique  par  rapport  à.  Oy,  la  quath^me  par  rap- 
port àO-t-  et  il  suffît  pour  chacune  d'elles,  en  tenant  compte  de  cette  symétrie,  de  choisir 

l'intervalle  (  -^  —  t^j  'é'  +  ~  )  et  de  faire  varier  to  dans  Tune  de  ses  moitiés,  par  exemple 
do  —  -5-  a  +  -â  . 


COURBES  EN  COORDONNÉES  POLAIRES  159 

2«  Soient  enfin  les  équations  : 

.    3(1)  2c«i  .    3oi    .    ,    .      (I)  2(1)  2a) 

p  =z  a  sin -j- -r  à  sin  -y  .        p  =  a  sin  -g-  +  6  sm  -j-,        p  =  a  sin  -r-  +  6  sin  y  . 

4         1 
En  réduisant  les  fractions  "t  et  -r-  à  leur  plus  petit  dénominateur  commun,  ces  équations 
deviennent  : 

p  =  a  8m^+  6sin  -jg-,       p  =  asmjj^+6smjg-.        p  =  a  sin^  +  6  sm-^; 

les  valeurs  de  p  ne  changent  pas  quand  on  augmente  -r-r-  de  2ir  et  par  suite  co  de  3077, 
l'intci-valle  maximum  à  choisir  est  donc  égal  à  SOir. 

Ensuite,  la  transformation  de  (i>  en  ci>  4-  ^otz,  qui  remplace  un  axe  issu  du  pôle  par  Taxe 
opposé,  altère  la  valeur  absolue  de  p  dans  la  première  équation,  change  p  en  —  p  dans  la 
seconde,  ne  change  pas  p  dans  la  troisième  ;  par  conséquent,  pour  décrire  toute  la  première 
courbe,  on  choisira  un  intervalle  égal  à  30  n,  et  pour  la  seconde,  un  intervalle  égal  à  15r  ;  la 
troisième  courbe  est  symétrique  par  rapport  au  pôle  et,  en  tenant  compte  de  cette  symé- 
trie, il  suffit  encore  d'un  intervalle  égal  k  15tc. 

En  dernier  lieu,  la  transformation  de  co  en  —  co  change  les  trois  valeurs  de  p  en  valeurs 
opposées;  les  trois  courbes  sont  donc  symétriques  par  rapport  à.  Oy:  en  tenant  compte 
des  symétries  obtenues,  on  feiu  donc  varier  co  do  0  à  15t;  pour  la  première  courbe,  et  de  0  à 

13—  pour  les  deux  autres. 

187.  Marche  à  suivre  pour  construire  une  courbe  :  p  »=  fiaù).  —  Le  pro- 
blème se  ramène  à  Tétude  d'une  fonction  de  la  variable  «o  ;  par  suite,  les  opé- 
rations à  effectuer  sont  les  suivantes  : 

1®  D'abord,  on  détermine  Vintervalle  dans  lequel  il  faut  faire  varier  w 
pour  décrire  toute  la  courbe,  ou  une  partie  si  elle  a  des  symétries. 

^^  On  cherche,  dans  cet  intervalle,  pour  quelles  valeurs  de  cd  la  fonction  p 
cesse  d^étre  définie  et  continue. 

3*^  A  cause  du  rôle  particulier  que  joue  le  pôle  dans  remploi  des  coordon- 
nées polaires,  on  cherche,  dans  cet  intervalle,  pour  quelles  valeurs  de  w 
p  s'annule. 

4"  On  peut  calculer  la  dérivée  de  p  et  chercher  les  valeurs  de  w  pour  les- 
quelles elle  cesse  d'être  définie  et  continue,  ainsi  que  les  valeurs  de  co  qui 
lannulent.  Mais  cette  recherche  n'est  pas  indispensable  ici,  le  sens  de  la 
variation  de  p  ne  correspondant  pas  à  un  caractère  géométrique  simple  de  la 
courbe. 

5**  On  peut,  de  même,  en  vue  d'étudier  la  concavité  de  la  courbe,  lorsque 

les  calculs  ne  sont  pas  trop   compliqués,  calculer  l'une  des  expressions 

1        /1  \'' 
p*  -f-  2p'^  —  pp''  ou h  I  —  )  ,  puis  chercher  les  valeurs  de  w  pour  lesquelles 

elle  cesse  d'être  définie  et  continue  et  celles  pour  lesquelles  elle  s'annule. 

6*  Les  calculs  effectués,  on  range  toutes  les  valeurs  particulières  de  w 
ainsi  obtenues  par  ordre  de  grandeur  croissante,  ce  qui  partage  l'intervalle 
primitif  en  une  série  d'autres  intervalles.  Pour  les  uns,  la  fonction  p  n'est 
pas  définie  et  il  ne  leur  correspond  aucun  point  de  la  courbe.  Dans  les 
autres,  la  fonction  p  est  définie,  continue  et  ne  s'annule  pas  ;  elle  a  donc  un 
signe  constant  que  Von  détermine,  en  même  temps  que  l'on  cherche  ce  que 
devient  cotte  fonction  p  quand  w  tend  vers  chacune  des  extrémités  de  l'interr 
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valle  ;  h  chacun  de  ces  intervalles  correspond  alors  une  branche  de  courbe 
ayant  une  allure  bien  déterminée. 

Remarques.  I.  —  Les  valeurs  de  w  qui  annulent  p  correspondent  à  des 

branches  de  la  courbe  passant  par  le  pôle  ;  ces  valeurs  sont  égales  aux  angles 

polaires  des  tangentes  en  ce  point. 

II.  —  Les  valeurs  de  w  qui  annulent  la  dérivée  p'  correspondent  à  des  points 

p 
pour   lesquels  tg  V  =  -^  est,  en  général,  infinie  ;  aux  points  correspondants, 

la  courbe  est  donc  normale  au  rayon  vecteur. 

1        /  1  \  " 
m.  —  Enfin,  les  valeurs  de  w  qui  annulent h  I — )    correspondent  à 

des  points  d'inflexion. 

188.  Exemple  I.  —  Rosaoeà  quatre  branches.  —  Lorsque  les  extrémilés  d'une  droite  PQ, 
de  longueur  constante,  décrivent  les  deu.v  cùtûs  d'un  angle  droit,  la  projection  du  som- 
met 0  de  cet  angle  sur  la  droite  PQ  décrit  une  courbe  appelée  rosace  à  quatre  branches 
(fig.  115). 

L'axe  polaire  Ox-  étant  l'un  des  C(Hés  de  Tangle  et  le  pôle  le  sommet  do  l'angle,  si  l'on 
désigne  par  2a  la  longueur  constante  PQ,  on  a  immédiatement,  en  fonction  de  Pangle 
polaire  (u  : 

OQ  =  2a  cos  to»        OP  =  2a  sin  w,        et        ^ap  =  4a*  cos  tu  sin  w  ; 


d'où  l'équation  de  la  courbe  : 


Q  =  a  sin  Ètii. 


Ici,  (fuand  on  augmente  (o  de  ?:,  p  ne  change  pas:  par  suite,  la  courbe  admet  le  pôle 

comme  centime  de  symétrie,  de  sorte  qu'il  sullirait 
déjà  de  faire  varier  o)  dans  un  intervalle  égal  à  '. 
Puis,  le  changement  de  w  en  —  w  change  p  eu 
—  p,  de  sorte  que  Oy  est  axe  do  symétrie  et  que 

l'on  peut  se  restreindre  à  l'intervalle  (0,  -Jr)" 
Mais,  de  plus,  si  l'on  change  2uj  on  r  —  2b>.  c'est- 

à-dire  (o  en  -^ u),  p  ne  change  pas,  do  sorte 

z 

que  la  prcmi<>re  bissectrice  est  un  nouvel  axe  tle 
symétrie  et  qu'on  peut  encore  se  restreindre  à 

l'intervalle  (0,  y  )  • 

Dans  cet  intervalle,  p  est  toujours  fini,  con- 
tinu, positif  et  s'annule  pour  w  ==  0  ;  sa  dérivée 
p'  =  2a  cos  2a)  est  toujours  positive  et  s''anDule 

para)  =  -7-;  entin,  l'expression  :  p*+  2p'* — Pp'',  qui 

(\st  égale  à  a*  sin*  2w  -f-  8a*  cos*  2a)  +  4a*  sin*  2tD. 
ivsto  toiijoure  positive. 

On  trouve  donc  un  arc  de  courbe  OA.  part^uit 
du  pôle  tangentiellement  à  l'axe  polaire,  abou- 
tissant en  A  sur  la  bissectrice  à  une  distance  du 
pôle  égale  à  a  :  la  courbe  est  normale  en  ct^ 
point  au  rayon  vecteur,  et  la  concavité  de  cet 
arc  est  constamment  dirigée  vers  le  pôle. 
On  achève  la  courbe  en  prenant  d'abord  un 
arc  symétrique  de  OA  par  rapport  à  la  bissectrice,  ce  (lui  donne  une  première  boucle  de  la 
courbe,  puis,  la  symélriijue  do  rotlc  boucle  par  rapport  à  Oy,  enfin,  les  symétriques  de» 
parties  pi-écédcntes  par  rapport  au  pôle. 


Fig.  Ho. 


COURBES  EN  COORDONNÉES  POLAIRES 


46t 


189.  Exemple  fl.  —  Limaçon  de  Pascal.  —  Lo  limaçon  de  Pascal  est  la  courbe  obtenue 
en  prolongeant  d'une  quantité  constante  k  les  rayons  vecteurs  d'une  circonférence  passant 
par  le  pôle. 

.  L'axe  polaire  étant  le  diamètre  de  la  circonférence  qui  passe  par  le  pôle,  et  a  la  longueur 
de  ce  diamètre,  Téquation  de  la  circonférence  est  :  p  =  a  eos  co  (n*  114),  celle  du  limaçon 
est  donc  : 

p  =  a  cos  0)  +  ^• 

!•  Nous  avons  vu  précédemment  (n»  186)  que  cotte  courbe  est  symétrique  par  rapport  à. 
Taxe  Ox  et  qu'il  suffit  de  faire  varier  u>  de  0  à  i7  pour  décrire  une  partie  de  la  courbe 
que  Ton  complète  ensuite  par  symétrie.  Cela  posé  : 

2*  p  est  toujours  fini  et  continu. 

3*  Four  A  >  a,  p  ne  s'annule  pas  ;  pour  k  <.  a,  il  s'annule,  entre  0  et  ir,  pour  une  seulo^ 

valeur  de  co,  co  =  a,  (Jéfînie  par  la  relation  :  cos  a  = ;  pour  A  =  a,  p  s'annule  pan^ 

«  =  i:.  ^ 

4*  La  dérivée  de  p,  p'  =  ^  a  sin  ta,  est  toujours  négative  dans  l'intervalle,  sauf  pour  les 
valeurs  exti'èmes  0  et  n  pour  lesquelles  elle  s'annule. 

5«  On  a  :  p»  +  2p'*  —  pp"  —  2a*  +  3aifc  cos  eu  +  k*.  Dans  l'hypothèse  : 

2a*  +  A*  <  3aA,        ou  :       k*  —  Zak  +  2a*  <  0.        ou  :       a  <  A  <  la, 
cette  expression  s'annule  entre  0  et  tc  pour  une  valeur  et  une  seule,  a>  =:  B,  définie  par  la 

2a*  -h  ifc*  r  r 

relation  cos  p  = j-r —  ;  dans  le  cas  contraire,  elle  est  toujours  positive. 

De  là  plusieurs  cas  à  distinguer. 

!•  ib  ^  2a  (fîg.  116)  ;  p.  toujours  positif,  décroît  deA  +  aàAr  —  a  quand  o)  croît  de  0  à  -n, 
ce  qui  donne  un  arc  de  courbe  AB  allant  d'un  point  Â((u  =  0,  p  :=  a-\-k)  à  un  point  B 


Fig.  116. 


Fig.  117. 


,u>  =  "ït.  p  =  k  —  a),  les  tangentes  en  A  et  B  étant  perpendicularres  à  0.r  :  cet  arc  tourne  con- 
stamment sa  concavité  vers  le  pôle. 

L'arc  symétrique  par  rapport  à  Ox  complète  la  courbe 

2»  2a  >  Ar  >  a  (fig.  117) .  Le  résultat  est  le  môme,  avec  cette  particularité  que  l'arc  AB' 
présente  une  inflexion  en  un  point  C  d'angle  polaire  p,  qu'il  est  concave  vers  le  pôle 
entre  A  et  G,  convexe  vers  le  pôle  entre  CetB. 


Trk9«b  st  Trtbaut.  Géométrie  analytique. 
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3*  /r=  a  (lig.  118)  ;  p,  toujours  positif,  décroît  de  2a  à  0,  ce  qui  correspond  à  un  &rc  de 
eourbe  AO  allant  d'un  point  A(0,  2a)  au  p()le«  où  il  arrive  tangentiellement  à  Ox  ;  cet  an- 
tourne  constamment  sa  concavité  vers  le  pAIe. 

■'-'La-  courbe,  complétée  par  l'arc  symclriquo  par  rapport  à  Ox,  présente  donc  un  rebrouâ- 
Sèment  au  pôle;  on  l'appelle  alors  cardioide. 

k'»  k  <ia  (fig.  119)  ;  p,  d'abord  positif,  décroît  de  a  -{-  ^  ù,  0  quand  eu  croît  de  0  à  i, 
puis,  devient  négatif  et  décroît  de  0  à  A  —  a  quand  a>  croît  de  a  à  it;  d'où  un  premitr 
arc  de  courbe  AO,  situé  au-dessus  de  Qx  et  allant  du  point  A{0,  a  -f-  ^')  au  p^ile, 
suivi  d'un  arc  OB,  situé  au-dessous   de  0.r  et  allant  du  pôle  au  point   B(7:,  k  —  a\. 


Fig.  118. 


Fig.  nu. 


La  tangente  au  pôle  a  pour  angle  polaire  a,  ce  qui  coiTcspond  à  un  rayon  voct»»ur  de  la 

if 
circonférence  égal  à  :  a  cos  a  r=  —  a  —  =:  —  A\  Lorsqu'on  complète  la  courbe  par  la 


a 


partie  symétrique,  on  voit  que  le  pôle  est  un  point  double  ;  les  tangentes  en  ce  point  pas- 
sent par  l'intersection  de  la  circonférence  avec  une  autre  circonférence  de  centre  O  et  de 
rayon  k. 


BRANCHES   INFINIES  ET  ASYMPTOTES 


490.  Une  courbe  ne  peut  avoir  une  branche  infinie  que  si  le  rayon 

vecteur  o  d'un  de  ses  points  croît  indt^ininiont  quand  w  tend  vers  une  valeur 
déterminée  a,  ou  quand  eu  croît  indéfiniment.  Ce  dernier  cas  ne  peut  st» 
présenter  que  si  la  courbe  estime  spirale  (n°  186);  nous  le  laisserons  de 

côté. 

Tout  revient  donc  h  étudier  une  fonction  p  =  f(tù),  dans  le  voisinage  de  lu 
valeur  w  =  a  qui  rend  p  infinie,  valeur  mise  en  évidence  dans  la  marche 
suivie  pour  construire  la  courbe  (n°  187). 

Nous  considérerons  pour  cela  les  axes  rectangulaires  OX,  OY  (fig.  150;. 
l'un  OX  d'angle  polaire  a,  l'autre  OY  directement  perpendiculaire;  dans  ce 
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système,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la  couçbe  sont  (n**  54)  : 

X  =  p  cos  (<o  —  a),         Y  =  p  sin  (w  —  a) 

et,  par  suite,  sont  fonctions  d'un  m(*nie  paramètre  w. 

191.  Direction  asymptotique.  —  D'abord,  on  sait  (n**  149)  que  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  direction  asymptotique  est  la  limite  du  rapport  : 

Y sin  (cD  —  a) 

X        cos  (w  —  a) 


=  tg  (o)  —  a). 


?\fr.    420. 


lorsque  M  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  courbe,  c'est-à-dire  pour  w  =  a.  Cette 
limite  est  tg  0  =  0  et,  par 
suite,  la  direction  asympto- 
tique est  OX  ;  nous  pouvons 
donc  énoncer  la  règle  suivante  : 
La  direction  asymptotique 
de  la  courbe  est  parallèle  à 
Vaxe  ayant  pour  angle  polaire 
la  valeur  de  w  qui  rend  p  in- 
fini. 

Position  de  l'asymptote.  — 

\a  direction  asymptotique 
étant  parallèle  à  OX,  la  position  de  l'asymptote  est  définie  par  son  ordonnée, 
r'est-îi-dire  par  son  rayon  vecteur  porté  sur  l'axe  OY  directement  per- 
pendiculaire à  OX.  Cette  ordonnée  d  est  égale  (n°  160)  à  la  limite  de 
Y  ==  p  sin  (w —  a),  lorsque  M  s'éloigne  indéfiniment,  c'esl-h-dire  pour  w  =  a  ; 
d'où  la  règle  : 
Lorsque  p  est  infini  pour  b}=  x,le  rayon  vecteur  de  V asymptote,  porté  sur 

taxe  d^ angle  polaire  a  +  -3- ,  es/  : 

d  as  lim.  p  sin  (a>  —  a),        pour  (i>  =:  a. 

Dans  le  cas  oii  ce  produit  croît  indéfiniment  pour  «»>  =  a,  on  sait  que 
l'asymptote  est  rejetée  à  l'infini,  ou  encore  que  la  courbe  a  une  branche 
parabolique  dans  la  direction  d'angle  polaire  a. 

Position  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote.  —  L'asymptote  étant 
la  parallèle  à  OX,  Y  =  c/,  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote 
s'obtient  en  étudiant,  dans  le  voisinage  de  w  =  a,  la  différence  entre  l'ordon- 
née d'un  point  de  la  courbe,  p  sin  (w  —  a),  et  celle  d'un  point  de  l'asymptote, 
celle-ci  étant  constante  et  égale  à  d  (n°  158j.  Posons  donc  : 

u  =  p  sin  (w  —  a)  —  d\ 


l 
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si  cette  différence  est  positive,  la  courbe  est,  par  rapport  à  rasymptole,  du 
côté  de  OY;  si  elle  est  négative,  la  courbe  est  du  côté  opposé. 


491.  Exemple.  —  Construire  la  courbe  ;  p  =  a  a       m  —  \  '*^^'  *^*' ' 
D'abord,  p  ne  dépendant  que  de  slna>  et  cosiu.  on  décrit  toute  la  courbe  en  faisant  varier 
(u  dans  un   intervalle  égal  à  2?:  :  puis,  la  transformation  de  (o  <^n  co  -l-  ^^  altère  la  valeur 

absolue  de  p,  et  celle  de  w  en  —  to  change  p 
en  —  p.  La  courbe  est  donc  symétrique  par 
rapport  à  0^  et  il  suffit,  en  tenant  compte  de 
cette  symétrie,  de  faire  varier  w  dans  l'inter- 
valle (0.  T)  seulement. 


ir 


0 

0 

+ 

ir 

+  0C 

3 

—  oc 

0 


Dans  cet  intervalle,  p  est  continu,  sauf  pour 
cos  to  t=  -]5:  ou  to  =  -T-  :  ensuite  p  s'annule 
pour  sin  w  =  0,  c'est-à-dire  w  =  0  et  w  =  r. 
Entre  0  et  — ,  on  a  cos  w  >  —  et  p  est  po- 


Tt 


sitif  ;  entre  —.  et  -ît,  p  est  négatif.  Par  suite. 


Fig.  424. 

si  nous  menons  l'axe  OX  d'angle  polaire 
■^ ,  à  l'intervalle  (o.  ô-)  correspond  un  arc  de  courbe  OB  compris  dans  l'angle  des  demi- 
droites  Ox,  OX  (p  >  0),  partant  du  pAle  tangontiellement  à  Ox-  (p  =0  pour  lo  =  0)  et  s'éloi- 
gnant  indéfiniment  dans  la  dirocfion  OX  lp=  œ  pour  to=~  ).  A  l'intervalle  (  ^»  '^  ) 

correspond  un  arc  de  courbe  GO  compris  dans  l'angle  opposé  par  le  sommet  à  celui  de^ 
demi-droites  OX,  0.r',  c'est-à-dire  dans  l'angle  X'Ox  (p  <  0).   partant  du  pôle  tangentiel- 
lement  à  Oj:  (p  =  0  pour  w  _^  x)   et  s'éloignant   encore    indéfiniment   dans  la  diret*- 
tion  OX. 
Il  y  a  donc  lieu  de  chercher  s'il  y  a  une  asymptote  parallèle  à  OX.  Pour  cela,  calculons. 

pour  a  =  -^  ,  la  valeur  de  l'expression  : 

•     ^**  —  ^  co  —  g 

,       a          sin  10           .    ^           ^       a  sin  w        ^^^^      2       ^^^^  ~T~" 
p  sm  (lo  —  a)  =  -5- sm  (w  —  a)  =  — ^ X 


a 


sm  b)  cos 


2 


tu  —  a 


2  sin  — s —  sm  — à — 


sm 


tii-f-  3t 


pour  w  =  a,  elle  a  une  limite  :  cl  =^  —  -5-  .  Il  y  a  donc  une  asymptote  (A)  parallèle  à  0\ 
et  rencontrant  Taxe  OY,  directement  perpendiculaire  sur  OX,  en  un  point  P  tel  qti^ 

5p  =  -|-. 
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Ënûn,  pour  avoir  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  cette  asymptote  (A),  calculons 

la  différence  : 

o)  —  «'"i                   to-4-at  to  —  a 

sin  0)  C08  — s —  I  sin  — s sin  u)  cos  — s— ^ 


u  =  p  sin  (b>  —  a) — d  =  -T-l  1 i I  ="3 r-z 


sin  — ± —       I  sm 


2 


que  l'on. peut  écrire,  en  tenant  compte  de  l'égalité  :  — x —  =  w 3 — ■ 


o>  —  a 
cos  (I)  sin 


a                         2 
M  =  p  sin  (a>  —  ol)  —  d  = 5 s 


Rin 


2 
Tv     .    ^    .        a      cos  w 

sin      9 


Dans  le  voisinage  de  la  valeur  tu  =  a  =  -^  ,  le  facteur  7; '■ ; —  est  positif  et  la  diffé- 


rence  a  le  signe  de  —  sin  — 3 —  :  pour  to  •<  -x-  elle  est  donc  positive,  ce  qui  montre  que 
l'arc  OB  est  situé,  par  rapport  à  l'asymptote  (A),  du  côté  de  OY  ;  pour  to  >  —  ,  la  différence 

est  négative,  ce  qui  montre  que  l'arc  OC  est  situé,  par  rapport  à  (A),  du  côté  opposé  à  OY. 
On   peut  remarquer    ((ue    la    différence    u   ne    s'annule,    en    dehors    de  b>  =  a,  que 

pour  cos  w  =   0,    ou    w   ^^  -k  ■  Ceci  veut  dire  que,  pour  cette  valeur,  la  courbe  coupe 

son  aiîymptote,  ou  encore  que  la  courbe  traverse  son  asymptote  en  un  point  A  situé  sur  Oy 
lÔÂ  =  —  ai. 

Enfin,  rappelons  que  la  courbe  est  complétée  par  les  arcs  OB'  et  OC  symétriques  de  OB  et 
OC  par  rapport  k  0.y,  asymptotes  à.  la  droite  (A')  symétrique  de  (A).  Il  en  résulte  que  les 
deu.ï  asymptotes  se  coupent  en  A  sur  l'axe  de  symétrie  et  que  ce  point  A  est  un  point 
double  de  la  courbe. 

Rexarol'e.  —  Dans  l'exemple  précédent,  nous  avons  employé  des  transformations  trigono- 
métriques,  soit  pour  chercher  la  limite  de  p  sin  (w  —  a),  soit  pour  étudier  le  signe  de  la 
différence  p  sin  (w  —  a)  —  d.  Dans  un  problème,  lorsqu'on  peut  faire  facilement  de  pareilles 
transformations,  il  faut  les  utiliser;  mais  il  convient  do  remarquer  ({ue  l'on  peut  aussi 
résoudre  ces  deux  questions  par  les  méthodes  générales  "de  l'Algèbre. 

Par  exemple,  dans  le  cas  particulier  qui  vient  d'être  traité,  reprenons  la  recherche  de  la 
limite  du  produit 

^    .,  ,  a  sinio         .    ,  >  .  ^^   sin  (to  —  a) 

p  sm  (ci>  —  a)  =  ~ sin  (w  —  a)  =  a  sm  lu  x  rr r-  , 

^        ^  '        2cosw  — 1         ^  '  2cos(i>  — 1 

pour  w  =  a  =  -^  .  Cette  expression  se  présente  sous  la  forme  d'un  produit  de  deux  facteurs, 

^  0 

le  premier  qui  a  pour  limite  a  sin  2,  le  second  qui  se  présente  sous  la  forme  -^  ;  on  sait, 

d'après  la  règle  de  l'Hôpital,  que  ce  second  facteur  a  même  limite  (|ue  le  quotient  des 

dérivées  :  ^r— = ,  c'est-à-dire  que  sa  limite  est  —  -^r-: .  La  limite  de  p  sin  (a>  —  a) 

—  2smto  *  2sm  a  r        \  ' 

est  donc  : 

1  a 

a  sin  a  X s~~: ^^ s-  • 

2sm  a  2 

c'est  bien  ce  que  nous  avions  trouvé  plus  haut. 
Etadions  ensuite,  dans  le  voisinage  de  (o  =  a,  le  signe  de  la  différence  : 

^  .    ,  ,       ,        a  sin  to  sin  (to  —  a)     ,    a 

^       ^  '  2  cos  w  —  1  ^2 

Ici  encore,  la  théorie  des  dérivées  peut  s'appli([uer  ;  il  suffirait  de  chercher,  pour  w  =  a, 

le  signe  de  la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas.  Ecrivons  colle  expression  sous  la  forme 

d'un  quotient  : 

^  „•    /         -,.       ^          [2  sin  w  sin  (oj  —  a)  +  2  cos  w  —  il 
u  =  p  sm  (o)  —  a)  —  a  =  a  i 1— i — . L  . 

*  2  (2  eus  w  —  1) 


] 
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Nous  conn&issuns  lo  signo  du  dénominateur  dans  lo  voisinage  de  co  =  a  =  ~  ,  car 

sa  dérivée  est  négative  pour  lu  =  a,  étant  égale  à  —  4sin  a  ;  comme  ce  dénoniinalear 
s'annule  pour  o)  =  a,  il  est  positif  pour  (o  <*  a,  négatif  pour  a>  >-  x.  Quant  au  numéi*atcur, 
il  s'annule  également  pour  a>  =  a  :  sa  dérivée  première  est  : 

2  cos  a>  sin  (uj  —  a)  -f  2  sin  w  cos  iui  —  a)  —  2  sin  w, 

et  s'annule  pour  a>  =  a,  ce  qui  est  un  fait  général  :  sa  dérivée  seconde,  pour  o)  =  a,  est  : 

2  cos  a  -(-  2  cos  a  —  2  cos  a  =  2  cos  a, 

elle  est  donc  positive  ;  on  sait,  dans  ces  conditions,  que  le  numérateur  est  constamment 
positif  dans  le  voisinage  de  a>  .=  a.  Donc,  pour  a>  <  «,  la  différence  «  est  positive; 
pour  u)  >  a,  elle  est  négative.  C'est  bien  encore  le  résultat  trouvé  plus  haut. 

POINTS  MULTIPLES 

192.  —  Soit  une  courbe  quelconque  (G)  définie  par  Téquation  : 

Cette  courbe  pourra  présenter  un  point  multiple  A  lorsque,  en  faisant 
varier  w  de  façon  à  décrire  toute  la  courbe,  on  passera  deux  fois  par  le 
niJ^me  point  A.  Cette  particularité  peut  cHre  rencontrée  dans  deux  cas  :  ou 
bien  lorsque  le  rayon  vecteur  Oz  qui  porte  ce  point  revient  sur  lui-même, 
ce  qui  exige  que  pour  deux  valeurs  particulières  de  w,  différant  entre  elles 
de  2/C7C,  p  prenne  la  môme  valeur;  ou  bien  lorsque  le  rayon  vecteur  0-  vient 
occuper  la  position  opposée  0^,  ce  qui  exige  que,  pour  deux  valeurs  parti- 
culières de  iù  différant  entre  elles  de  (2/c  +  1)7:,  p  prenne  deux  valeurs 
opposées.  En  résumé,  on  aura  toutes  les  valeurs  de  Vangle  polaire  w,  qui 
correspondent  aux  points  multiples  de  la  courbe,  en  résolvant  séparément 
les  deux  équations  : 

Dans  ces  équations,  on  donnera  à  l'entier  k  toutes  les  valeurs  telles  que  les 
.ircroissements  S/ct:  et  (2fe  -j-  ^)  ^  soient  positifs  et  plus  petits  que  l'intervalle 
dans  lequel  on  fait  varier  w  pour  décrire  toute  la  courbe. 

Toutes  les  solutions  de  c^s  équations  devront  d'ailleurs  s'associer  deux  à 
deux,  deux  solutions  d'un  même  couple  correspondant  a  un  point  double.  En 
particulier,  lorsque  la  courbe  est  décrite  tout  entière  en  faisant  varier  w  dans 
un  intervalle  égal  h  'îr.,  il  suffira  de  résoudre  la  seule  équation  : 

(i  cos  iù'-\-  b  sin  {ji>  4-  c 

193.  E.XEMPLE.  —  Déterminer  les  points  doubles  de  la  courbe  :  p  ^^  — ; ; — r^-r \ — ^^• 

(U\  décrit  toute  celte  courbe  en  faisant  varier  w  dans  un  intervalle  égal  à  ïtt.  Nous  résou- 
drons donc  ré([uation  : 

a   cos  (oj  -{-  t:)  -]-  b  sin  ((d  -f-  "'  -r  t-'  «  ^'^*^  ^'^  +  ^   ^^^  ^'^  ~f-  <* 


a'  cos  (w  -f-  -j  -|-  A'  bin  ito  -^  t.)  -\-  r'  a'  cu>  (o  -f-  '>'  sin  co  -f-  c' 
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qui,  tous  calculs  effectués,  se  réduit  à  : 

(a  cos  (I)  4-  ^  s  in  w)  («'  cos  tû  -{-  b'  sin  lo)  —  ce'  =  0 

el  se  ramène  à  une  équation  du  second  degré  en  tgu;  elle  donne  deux  valeurs  de  tgio, 
chacune  d'elles  correspondant  à  deux  angles  qui  diffèrent  entre  eux  de  -n  et,  par  suite 
correspondent  à  un  point  double.  La  courbe  considérée  a  donc  deux poinls  doubles  distincts 

^"  P^^^-                                                                                sin  to 
Par  exemple,  la  courbe  étudiée  plus  haut,  q  =  a  -^ r  »  conduit  à  l'équation  : 

sin  a>  X  2  cos  lu  =  0, 

ce  qui  donne  :  ou  (i>  =  0,  a>  =  ir,  avec  p  =  0;  ouw='^,(ii  =  -^  ,  avec  p  =  ±  «.  La 

première  solution  montre  que  le  premier  point  double  est  venu  au  pôle,  la  seconde  donne 
un  second  point  double  A,  situé  sur  Oy. 


APPLICATIONS 

194.  Équation  de  la  tangente.  —  Soient  une  courbe  (C)  :  p  =  /"(w)  et  un 
point  M  de  cette  courbe,  de  coordonnées  a  et  r  =  /"(a)  (fig.  122).  Nous 
poserons  i^  =  f'{(t). 

(Considérons  les  axes  rectangulaires  OX,  OY  que  nous  avons  dëjà  employés  : 
Tun  OX,  d'angle  polaire  a,  coïncidant  avec  le  rayon  vecteur  du  point  M, 
l'autre  OY  directement  perpendiculaire  sur  OX.  La  tangente  MT  est  alors 
une  droite  passant  par  le  point  M  situé  sur  OX  et  d'abscisse  r  ;  son  coefficient 

angulaire  est  tg  V  =  -^  (n<*  182).  L'équation  de  MT  est  donc  : 
ou,  en  coordonnée  polaires  : 

V 

p  sin  (o)  —  a)  =  —  [p  cos  (co  —  a)  —  r]  ; 

c'est-à-dire,  en  résolvant  par  rapport  à —  : 

1         i  ?•' 

—  =  ~  cos  (w  —  a) ^  sin  (w  —  a). 

195.  Équation  de  la  normale.  —  Dans  les  mêmes  conditions,  la  normale  en  M 

est  une  droite  passant  par  le  même  point  M  et  dont  le  coefficient  angulaire 

1                r' 
est  :  -7 — y  = r  ,  de  sorte  que  son  équation  est  : 

Y=--(X-r), 

ou,  en  coordonnées  polaires  : 

r' 

p  sin  (w  —  a)  = [p  cos  (w  —  a)  —  r\  ; 

c  est-à-dire,  en  résolvant  par  rapport  à  —  : 

II,  ^     1     . 

"7  =  7  cos  (o)  —  a)  +  ^  sin  (0)  —  a). 


1 
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196.  Sous-tangente  et  sous-normale  polaires  (iig.  122).  —  On  appelle  sous- 
tangente  polaire,  en  un  point  M  d'une  courbe  (C),  le  rayon  vecteur  de  la  tan- 
gente en  M  pris  sur  Taxe  directement  per- 
pendiculaire à  Taxe  passant  par  ce  point  M. 

De  même,  on  appeWe  sous-normale  polaire 
au  point  M,  le  rayon  vecteur  de  la  normale 
en  M  pris  sur  le  même  axe  que  la  sous-tan- 
gente. 

Ces  deux  éléments,  s,  et  s„,  sont  donc  des 
segments  dont  on  aura  la  valeur  en  faisant: 

w  =  a  +  -^  dans  l'équation  de  la  tangente 
ou  de  la  normale  ;  ce  qui  donne  : 


r 
7' 


i         1 

et         —  =  — 7  » 


ou  : 


Sn  =  r'. 


Remarque.  —  11  est  bon  d'observer  que  ces  éléments  ne  dépendent  pas 
seulement  de  la  courbe  (C),  mais  aussi  du  pôle. 

497.  Applications,  l.  —  Courbe  dont  la  sous-tangente  polaire  est  constante. 
Soit  a  celte  constante.  On  a  : 

P'  P'        * 
^=a,      ou:      — •4"  —  —  î 

P  P*        « 


d'où,  en  remontant  aux  primitives  : 


P 


(u  —  g 
a 


a  étant  une  constante  arbitraire.  Le  problème  admet  donc  une  infinité  de  solutions  qui  se 


Fig.  123. 


déduisent  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  en  faisant  une  rotation  d'angle  quelconque  a, 
autour  du  pôle.  Il  suflit.  par  suite,  d'étudier  l'une  quelconque  d'entre  elles  : 

1   ^ CD  a 

"p         a    '  *       P        Cl) 
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Cette  courbe  est  appelée  «ptra/e  hyperbolique  (Hg.  123). 

Pour  la  construire,  remarquons  que  le  changement  de  u>  en  —  co  transforme  p  en  —  p, 
de  telle  sorte  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Oy  et  qu'il  suffit,  en  tenant  compte 
de  cette  symétrie,  de  faire  varier  co  de  0  à  -{-  oo.  Dans  ces  conditions,  p  est  constamment 
positif  et  décroît  de  4-  ^  i^^  0  :  il  y  a  une  asymptote  parallèle  à  0.r  dont  l'ordonnée  est  : 

d  =  lim.  —  sin  (o  =  o.  pour  tu  —  o. 

La  courbe,  se  détachant  de  son  asymptote,  décrit  une  infinité  de  spires  autour  du  pôle  en 
s'en  rapprochant  constamment  et  indéfiniment;  la  partie  symétrique  par  rapport  à  Oy, 
tracée  en  traits  discontinus  sur  la  figura,  complète  la  courbe  de  telle  sorte  ({ue  celle-ci  a 
une  infinité  de  points  doubles  tels  que  A,  situés  sur  Taxe  de  symétrie  Oy. 

198.  H.  —  Courbe  dont  la  sous-normaie  est  constante. 
Soit  a  cette  constante.  On  a  : 

p'  =  a. 

et,  par  suite  :  p  =  a  (co  —  a),  a  étant  une  constante  arbitraire.  Ici  encore,  il  y  a  une  infinité 
de  solutions,  toutes  égales  entre  elles  ;  il  suffit  d'étudier  l'une  d'elles  : 

p  =  ato. 
Cette  courbe  est  appelée  spirale  cTArchimède  (fig.  12i).  Comme  la  pivcédenle.  elle  est 


/  f 

H 

h-S 

0 

; 

N 


Fig.  124. 

symétrique  par  l'apport  à  Oy.  et.  quand  co  varie  do  0  à  4-  » ,  p  croît  de  0  à  +  œ  ;  la 
courbe  part  donc  du  pôle,  tangontiellement  à  Ox,  et  décrit  une  infinité  do  spires  autour  du 
pôle  dont  elle  s'éloigne  constamment  et  indéfiniment. 

La  partie  symétrique  par  rapport  à  Oy  complète  la  courbe,  et  il  y  a  encore  une  infinité 
de  points  doubles  situés  sur  Oy. 


199.  Courbes  homothétiques.  —  Deux  courbes  (C),  (Ci)  sont  homothétiques 

par  rapport  à  un  point  0,  lorsqu'elles  se  correspondent  point  par  point,  deux 

points  correspondants  M,  Mi  étant  en  ligne  droite  avec  0  et  satisfaisant  à  la 

OM 
condition   J-!  =  k,  k  étant  une  constante  positive  ou  négative  (lig.  125). 
OM 
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Le  point  0  est  appelé  centre  d'homothétie,  et  la  constante  k,  rapport  dko- 
molhéiie. 
En  coordonnées  polaires,  lorsque  le  centre  d'homothétie  coïncide  avec  le 

pôle,  le  point  Mi,  homothétique 

de  M  (w,  p),  a  même  angle  polaire  w 

et  son  rayon  vecteur  est  tp  ;  de 

'     sorte  que  si  (C)  a  pour  équation: 


Fig.  125. 

p  =  A  /*((«)),       ou  : 


la  courbe  homothétique  (d)  aura 
pour  équation  : 


Par  exemple,  la  courbe  homothétique  d'une  droite  (D)  : 

1 

^       a  cos  o>  -{-  b  sin  w 
8  pour  équation  : 

k  \ 

P       a  cos  (o  -f-  6  sin  (u        a  ,    b  * 

-T-  cos  co  +  -T-  sin  tu 

c'est  donc  une  droite  (DJ  parallèle  à  (D)  (n<>  102). 
La  courbe  hoinothétiriue  d'une  circonférence  (C)  : 

p*  —  2p  (a  cos  to  +  P  sin  to)  +  ^  =  0, 
a  pour  équation  : 

P*         2p 
'^i j-  (a  cos  o)  4-  p  sin  w)  4-  0  =  0,      ou  :      p*  —  2p  {ak  cos  w  +  bk  sin  w)  +  8i'  =  0; 

c'est  donc  une  autre  circonférence  (C,)  (n«  113). 

Théorème.  —  Les  tangentes  à  deux  courbes  homothétiques,  en  d^spoinU 
homologues,  sont  parallèles. 
Soient,  en  effet  : 

P  =  A^).       p  =  f^f(^) 

deux  courbes  (G),  (Ci),  homothétiques  par  rapport  au  pôle  (fig.  12oj.  En  deux 
points  homologues  M,  Mi,  de  même  angle  polaiie  m,  ces  courbes  coupent  le 
rayon  vecteur  commun  Oz  sous  des  angles  V,  Vi  donnés  par  les  formules 

(no  182): 


A;  f((si) 


les  deux  tangentes  MT,  Mïi  sont  donc  parallèles. 

Corollaires.  I.  —  Lorsque  deux  courbes  sont  tangentes,  il  en  est  de  même 
de  leurs  homothétiques, 

II.  —  Lorsque  deux  courbes  sont  orthogonales,  il  en  est  de  même  de  leurs 
homothétiques. 
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200.  Courbes  inverses.  — Deux  courbes  (C),  (Ci)  sont  inverses  par  rapport 
à  un  point  0,  lorsqu'elles  se  correspondent  point  par  point,  deux  points  cor- 
respondants M,  Ml  étant  en  ligne  droite  avec  0  et  satisfaisant  à  la  condition 
OM  X  OMi  =  11,    [1.   étant  une  T' 

constante   positive  ou   négative 
(fig.  126). 

Le  point  0  est  appelé  pôle 
(ï inversion  y  et  la  constante  ^, 
puissance  d'inversion. 

En  coordonnées  polaires,  lors- 
que le  pôle  d'inversion  coïncide 
avec  le  pôle,  le  point  Mi,  inverse  ^ 
du  point  M(w,  p),  a  même  angle 

polaire  w  et  son  rayon  vecteur  est 
équation  : 


a 


Fîg.  126. 

de  sorte  que  si  la  courbe  (G)  a  pour 


la  courbe  inverse  (Ci)  a  pour  équation  : 


P  = 


fH  ' 


ou:        Ji-  = /*((!)). 


Par  exemple,  la  courbe  inverse  dune  droite  (D)  : 

1 


0  = 


a  pour  équation  : 


a  cos  (i>  -{-  6  sin  (0 

p  =  |x(a  ces  (u  4"  *  sin  w)  ; 

c'est  donc  une  circonférence  passant  par  le  pôle  (n«  114). 
La  figure  inverse  d'une  circonférence  (G)  : 

p*  —  2p(a  C03  CD  +  P  sin  cj>)  +  ^  =  ^ 

a  pour  équation  : 

IX*         2u  ^ 

-î-|  —  —--  (a  cos  a>  +  ?  si'^  '*^)  "f"  û  =  ^» 

P  r 

Pour  p  =  0,  cette  équation  devient  : 

—  =  a  cos  w  +  p  sin  ta  ; 

P 

ce  qui  montre  que  la  courbe  inverse  cV une  circonférence  passant  par  le  pôle  est  une  droite. 
Pour  o  :^  0,  cette  équation  devient  : 

u.  u* 

p*  —  2p  -Ç  (a  cos  (to  -[-  P  sin  w)  -\ — r-  =  0  ; 

<»n  se  reportant  à  ce  que  nous  avons  dit  sur  les  circonférences  hoinothétiques  (n»  199),  ce 
ri}àultat  montre  que  la  courbe  inverse  d'une  circonférence  \C),  ne  passant  pas  par  le  pôle, 
est  une  autre  circonférence  (Ci),  homothétique  de  (G)  par  rapport  au  pôle,  le  rapport  d'ho- 

mothétie  étant  -x-  . 

o 

Théorème.  —  L  angle  de  deux  courbes  est  égal  et  de  sens  contraire  à 
iangle  de  leurs  inverses. 
Démontrons  d'abord  le  lemnie  suivant. 
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Lemme.  —  Les  tangentes  à  deux  courbes  inverses,  en  des  points  corres-       j 

pondants,  forment  un  triangle  isocèle  ayant  sa  base  sur  le  rayon  vecteur       j 

commun  de  ces  deux  points.  , 

Soient,  en  effet, 

k 

P=:/-(C0)  et  P=7(^' 

deux  courbes  (C)  et  (Ci),  inverses  par  rapport  au  pôle  (fig.  4:26).  En  deux  points 
inverses  M,  Mi,  de  même  angle  polaire  w,  ces  courbes  coupent  le  rayon  vec- 
teur commun  Oz  sous  des  angles  V,  Vi  donnés  par  les  formules  (n»  182)  : 

k 

iflT    V   — -— • JO"  \  .  — — — T or    V    • 

ce  qui  montre  que  les  tangentes  MT  et  MTj  sont  symétriques  par  rapport  à  un 
axe  perpendiculaire  sur  0:;.  C.O.F.l). 

Cela  posé,  soient  (G^  et  (C)  deux  courbes  se  coupant  en  M,  ((]|)  et  (C'i)  leurs 
courbes  inverses,  se  coupant  en  Mj  inverse  de  M  (fig.  126). 

D'après  ce  qui  précède,  MT  et  MiTi,  tangentes  en  M  et  Mi  aux  courbes  (C; 
et  (Cl),  sont  symétriques  par  rapport  à  la  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  MMi  ; 
il  en  est  de  même  de  MP  et  MiT'i,  tangentes  h  {(]')  et  (C/i).  L'angle  des  deux 
courbes  (G),  (C),  c'est-à-dire  celui  de  leurs  tangentes  MT,  MT',  est  donc  symé- 
trique de  l'angle  des  tangentes  MiTj,  M/Pi  aux  courbes  ((]ij,  (C'i).  Ces  deux 
angles  sont  donc  bien  égaux,  mais  de  sens  contraires. 

CoROLL.\iBEs.  1.  —  Lorsque  deux  courbes  sont  tangentes,  il  en  est  de  même 
de  leurs  inverses. 

II.  —  Lorsque  deux  courbes  sont  orthogonales,  il  en  est  de  même  de  leurs 
inverses. 

201.  Courbes  conchoîdes.  —  On  appelle  conchoïde  d'une  courbe  {C),par 
rapport  à  un  point  0,  une  courbe  (CO  obtenue  en  augmentant  tous  les  rayons 
vecteurs  de  la  première,  issus  du  point  0,  d'une  quantité  constante  a,  posi- 
tive ou  négative. 

Par  conséquent,  le  point  0  étant  le  pôle,  si  la  courbe  (C)  a  pour  équation  : 

p  =  A^)> 

la  conchoïde  (C)  a  pour  équation  : 

P  =  /"(w)  +  a. 

Par  exemple,  le  limaçon  de  Pascal  est  la  conchoïde  d'une  circonférence, 
par  rapport  à  un  point  de  cette  circonférence  (n**  189j. 

Théorème.  —  Deux  courbes  conchoîdes  ont  même  sous-normale  polaire  en 
deux  points  cotTespondants. 
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Car  la  constante  a  n'intervient  pas  dans  la  dérivée  de  p,  de  sorte  que  la  sous- 
Dormale  (n**  196j,  Sn  =  p',  a  la  même  valeur  dans  chacune  des  deux  courbes. 

Cette  propriété  est  d'une  application  im- 
médiate dans  la  construction  de  la  tangente 
à  la  conchoïde. 

Considérons,  par  exemple,  un  limaçon  de 
Pascal,  conchoïde  d'une  circonférence  (C) 
par  rapport  à  un  point  O  de  cette  circon-  0 
férence.  Soient  M  un  point  de  (C),  M'  le 
point  correspondant  du  limaçon,  N  le 
point  de  (C)  diamétralement  opposé  à  M 
(fig.  127). 

ON  est  la  sous-normale  commune,  en  M  Pig  |27. 

et  M',  à  (C)  et  au  limaçon  ;  la  tangente  en 
M'  à  cette  dernière  courbe  est  donc   perpendiculaire  sur  NM'. 


202.  ExEMFLK.  —  Conchoïde  de  Nichomôde.  —  La  conchoïde  de  Nichomède  est  une  con- 
choïde de  droite. 
L'axe  polaire  étant  peq>endiculaire  ù  la  droite  (D),  l'équation  de  (D)  est  : 

d 


Fîg.  128. 


p  cos  iù  =  d,        ou  :        p  = 

et  celle  de  la  conchoïde  est  : 

P  = 


cos  a>   ' 


d 


cos  (O 


+  a. 


Il  est  à  remarquer  que.  si  l'on  change  a  en  —  a,  la  nouvelle 

équation  : 

d 

û  = a, 

^  cos  0) 

représente  la  même  courbe,  car  on  peut  la  déduire  de  la  première 
en  changant  to  en  w  -[-  ir  et  p  en  —  p,  ce  (jui  ne  change  pas  le 
point  M((u.  p). 
La  même  équation  représente  donc  une  courbe  formée  de  doux 
^  parties  qui  s'obtiendraient  Tune  en  augmentant,  l'autre  en  dimi- 
nuant les  rayons  vecteurs  de  la  droite  d'une  même  longueur. 
Nous  allons  discuter  la  seconde  équation,  dans  laquelle  nous 
pouvons  supposer  a  et  d  positifs. 

D'abord,  le  changement  de  w  en  —  cd  ne  change  pas  la  valeur 
de  p  ;  la  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  à  0.r,  et  il  suf- 
fira de  faire  varier  co  de  0  à  tc. 

Dans  cet  intervalle,  p  est  infini  pour  cos  w  =  0,  ou  to  =  -3-  : 

ensuite,  pour  <f  >  a,  il  ne  s'annule  pas  ;  pour  d<C  a,  il  s'annule 

pour  une  seule  valeur  a,  comprise  entre  0  et  ~  et  définie  par  la 

relation  :  cos  a  =  --  ;  si  l'on  a  :  rf  =a,  p  s'annule  pour  cos  (0  =  1. 

ou  CD  =:  0. 

Il  y  a,  dans  tous  les  cas,  une  direction  asymplotique  parallèle 
à  Oy.  Pour  déterminer  l'asymptote  (n«  190),  formons  le  pro- 
duit : 


p  sin  Ibi 5"  )  ^^  —  P  ^^^  ^*>  =  —  d  -\-  a  cos  w  ; 
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la  limite  de  celte  expression,  pour  co  =>1 ,  esl  —  d  ;  et,  connue  ce  segment  doit  être  porlû 

sur  Ox\  Tasymptote  est  la  droite  (D)  elle-même. 
D'ailleurs,  on  calcule  immédiatement  la  différence  : 


p  Bin|  a> ^  j  —  ( —  d)  =:  a  cos  tu  ; 


TT 


T 


elle  est  positive  pour  w  "<-3  ,  négative  pour  w  >  -s-  . 

s  z 

De  là,  les  résultats  suivants  : 

Premier  cas  :  d  <  a.  —  On  di*esse  sans  difficultés  le  tableau  suivant  qui  indique  les  varia- 
tions de  p.  et  Ton  en  déduit  la  forme  de  la  conchoïde,  qui,  dans  ce  cas,  no  passe  pas  par 
le  p6le;  elle  est  représentée  dans  la  figure  128. 


ta 


0 

t: 


d  —  a 


00 


-id+a) 


Deuxième  cas:  d<ia.  —  Le  tableau 
des  variations  de  p  est  le  suivant  : 


(t) 


0 
a 

T 


-(a-d) 


0 


00 


-{d  +  a) 


et  la  conchoïde  (fig.  129)  a  un  point 
double  au  pôle. 

Troisième  cas  :  d  =  a.  —  Le  ta- 
bleau des  variations  est  : 


Fig.  !29. 


Fig.  130. 


0} 

P 

0 

TZ 

0 

2 

00 

t: 

—  ifl 

et  la  conchoïde  (fig.  130)  a  un  point  de  rebrousscment  au  pcMe. 

203  Cubique  circulaire  unicursale.  —  Étant  donnés  une  droite  (A),  une  circonférence  iCi 
et  un  point  0  sur  cette  circonférence,  si  l'on  mène  par  0  une  droite  variable  rencontrant 
(A)  en  M,  et  iCi  en  M.,  le  point  M  de  colte^  droite  qui  satisfait  à  la  condition  OM  =  >I,M, 
décrit  une  courbe  appelée  cubique  circulaire  unicursale  (fig.  131). 

Le  point  0  étant  au  pôle,  la  relation  OM  =:  OM,  -  OM,  montre  que  l'équation  de  la 

courbe  est  : 

P  =  Pi  —  Pt  » 

p,  et  p,  désignant  les  expressions  des  raycms  vecteurs  de  (A)  et  de  (C)  en  fonction  du  même 

angle  polaire  w  : 

1 


P*        a  cos  to  -f-  6  sin  w 


p^  =  a'  cos  (0  +  b'  sin  w. 
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Tangente  en  un  point,  —  La  sous-normalc  polaire  en  un  point  quelcun({ue  de  la  courbe 
est  {n»  196)  : 

p'  =  p'i  -  p'«  ; 

elle  est  égale  k  la  différence  des  sous-normalcs  polaires,  aux  points  correspondants,  do  la 

droite  et  de  la  circonférence.  De  là,  la  construction  suivante  de  la  tangente  à  la  courbe  : 

Par  le  pôle,  on  mène  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  commun  des  points  M.  M^,  M,: 

elle  rencontre  en  m,  et  m^  les  normales  menées  respectivement  à  la  droite  et  à.  la  circon- 


Fig.  131. 


Fig.  132. 


férence  en  M,  et  M,;  on  porte  sur  cette  droite  le  segment  Om  =  Or«,  —  Om,  =  m^m^.  La 
tangente  en  M  est  perpendiculaire  à  Mm. 

On  déduira  facilement  de  là  que  les  points  de  la  cubique  où  la  tangente  est  parallèle  à  (A) 
correspondent  aux  points  de  la  circonférence  où  la  tangente  est  également  parallèle  à  (A). 

Tangentes  au  point  double.  —  Le  rayon  vecteur  p  s'annule  lorecjue  l'on  a  :  p,  =  p,, 
r. est-à-dire  lorscjue  le  rayon  vecteur  Oz  passe  par  l'un  des  points  d'intersection  A,  A'  de 
la  droite  (A)  et  de  la  circonférence  (Ci.  On  sait  (n°  183),  dans  ces  conditions,  que  ces  deux 
rayons  vecteurs  OA,  OA'  sont  tangents  à  la  courbe  au  pôle  ;  en  d'auti-cs  termes,  la  cubique 
a,  au  pôle,  un  point  double  dont  les  tangentes  sont  O.V,  OA'. 

Ces  tangentes  n'existent  que  si  (A)  coupe  (C)  ;  si  elles  sont  rectangulaires,  c'est-à-dire 
si  lA)  est  un  diamètre,  la  courbe  est  appelée  strophoide  (fig.  131)  ;  si  elles  sont  confondues, 
c'est-à-dire  si  (A)  est  tangent  à  (G),  la  courbe  est  appelée  cisso'ide  et  le  pôle  est  un  point  de 
rebt'oussement  (fig.  132). 

Asymptote.  —  Le  rayon  vecteur  p  =  pi  —  p^  devient  infini  en  môme  temps  que  p^,  car  p, 
reste  toujours  fini.  Soit  co  =  a  une  valeur  qui  rend  p  et  pi  infinis  ;  on  a  : 

p  sin  (a>  —  a)  =  p,  sin  (to  —  a)  —  p,  sin  (w  —  a) , 
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le  second  terme  s'&nnnle  pour  (j>  =  a  et,  par  suite,  on  a  : 

Uni.  p  sin(a)  —  a)  =  lim.  p^  sin(h)  —  a). 

La  courbe  a  donc  m^me  asymptote  que  la  droite  (À)  ;  c'est-à-dire  que  la  droite  (Ai  elle- 
méme  est  asymptote  de  la  courbe. 

Cela  étant,  la  courbe  coupe  son  asymptote  pour  p  =  p«,  ou  p^  =  0,  c'est-à-dire  sur  la  tan- 
gente au  pôle  à  la  circonférence  (C). 

Dans  le  cas  particulier  où  la  tangente  en  0  à  la  circonférence  est  parallèle  à  la  droite  lAl. 
la  courbe  ne  coupe  pas  son  asymptote  à  distance  finie.  La  cubique  est  alors  symétri(]m> 
par  rapport  à  la  perpendiculaire  Ox  abaissée  de  O  sur  (A).  On  (dit,  dans  ce  cas  particulier, 
que  la  courbe  est  une  cubique  droite;  par  exemple  une  cissoide  droite  (Qg.  13i).  ou  une 
slrophoïde  droite  Dans  le  cas  contraire,  on  dit  que  la  courbe  est  une  cubique  oblique;  ^àt 
exemple  Vine  cissoide  oblique,  on  nnestrophoïde  oblique  [ùf^.  131). 

Enfin,  nous  remarquerons  que  la  cubique  coupe  la  circonférence  (C)  pour  p  =  p^  ou 
pi  —  p«  =  p„  ou  p,  =  2p«,  c'est-à-dire  aux  mêmes  points  que  la  parallèle  à  (A)  équidistante 
de  0  et  de  (A)  (fig.  132). 

Mous  laisserons  à  démontrer  que  la  courbe  admet  un  ou  trois  points  d'inflexion,  suivant 
qu'elle  passe  ou  ne  passe  pas  par  le  pdle . 


EXERCICES 

1 .  On  donne  une  circonr^rcnce  (0)  el  un  point  fixe  A  par  lequel  on  mbne  une  it^eanto  variable  qui  coupe  la 
circonférence  en  deux  points,  Aoil  P  Tun  de  ces  points.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  sécante  avec  le  raton- 
perpendiculaire  à  OP. 

(Comparer  le  lieu  trouvé  à  la  courbe  construite  au  n"  191). 

2.  Sur  une  circonférence  (C)  on  prend  un  point  fixe  A  par  lequel  on  mène  une  sécante  variable  coupant  U  cir- 
conférence  au  point  M.  Lieu  du  point  de  rencontre  du  rayon  CM  avec  la  bissectrice  de  l'angle  CAM. 

3.  Les  deux  sommets  0  et  A  d'un  triangle  OAB,  rectangle  eu  A,  sont  fixes.  Construire  le  lieu  du  point  de 
contact  de  OB  avec  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ou  avec  les  cercles  exinscrits. 

4.  Les  extrémités  d'une  droite  de  longueur  constante  glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  :  d'un  point 
fixe  0,  situé  sur  la  bissectrice  Os  de  l'angle  des  doux  droites,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  droite 
mobile.  Lieu  du  pie<l  de  cotte  perpendiculaire. 

H.  Dans  une  spirale  logarithmique,  construire  le  lieu  de  l'extrémité  de  la  sous-normale  ou  de  la  sou^-tan- 
gcnte. 

II.  Lieu  du  »>  métrique  de  l'origine  par  rapport  à  la  tangente  à  la  spirale  logarithmique. 

{Kcoie  de»  Afines  de  Saint-Étienne,  Oral  I897.i 

7.  Déterminer  les  i)oint5  d'infiexion  do  la  courbe  :  —   =  «•  +  a  cos  w  +  6  sinu  +  c. 

P 

8.  Construire  la  courbe  ù=  a  ^—^ — . 

w 

Montrer  que  les  tangentes  en  tous  les  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  un  rayon  vecteur  pas«eot  par  un 
point  fixe.  Déterminer  le  lien  de  ce  point  fixe  lorsqu'on  fait  varier  la  dirorlion  du  rayon  vecteur. 

î>.  Construire  et  discuter  la  courbe  :  ^ *  •=  a  sin«  w  -f  A  sin  w  +  <*• 
10.  (Construire  les  courbes  définies  par  les  équations  : 


{École  Polytechntfue.) 


—  13  =  ^'»  **  __        6  cos  w 

^  ~   ''^    "'  ^  ~    sin  w  +  cos  w  *  ^  ~~    4  cos«  »•  —  1  * 

1  1  1  —  cos  3h 


tgw'  ^         sin  -  (1  -  tg  «)«  •  ^         1-2C08  2-' 

cos  w  sin  w  siii*  *•  —  cos*  *• 

^  sin  iw  —  sin  w  *         ^         sin  2m  +  cos  2m  *  *  "  ~        1  +  2  sin  m 

tg  M  sin  M  cos  M  2  cos  w 

^  ~    1  —  3  sin  M   '  ^  1  —  2  cos  M  *  ^  "^    I  +  sin  «  * 


cos 


(-f) 


sin  3(w  —  «)  2 


?—  TïTTT.         '         P «in  j...         «  ?  — ■ 


siii  M  ^  sin  iw  ^        2  sin  M  +  cos  M  +  I  * 

â  O       * 

11.  Construire  la  (courbe  :  p  =     ^    . .  Concavité.  Asymptotes.  Points  doubles.  Point  le  plus  haaL 

'  *  1+2  COS  «•  '^ 
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12.  Par  un  poiol  fixe  A  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  on  mène  une  corde  PQ  de  direction  variable  sur 
laquelle  on  construit  un  triangle  équilatéral  MPQ  ;  on  demande  le  lieu  du  point  M. 

E&aniiner  le  cas  particulier  où  le  point  A  est  situé  sur  le  cercle. 

{École  des  Ponts  et  Chaussées,  1894.) 

13.  On  donne  un  angle  droit  xOy,  et  l'on  inscrit  dans  cet  angle  un  rectangle  dont  la  seconde  diagonale  est  à 
une  diâlance  fixe  du  point  0 .  On  demande  le  lieu  du  point  de  concours  de  la  parallèle  à  celle  diagonale  menée 
|)ar  le  point  0  avec  la  {wrpendlculalre  abaissée  du  sommet  opposé  sur  la  môme  diagonale. 

{Bévue  de  Afalh.  Spéc,  1895.) 
U.  1"  Étant  donnée  la  relation  : 

sin*  <  +  cos  I 

*""        îlinl        * 

on  propose  d'examiner  comment  varie  la  fonction  ^  quand  la  variable  0  varie  de  0  à  2r. 

3'  Considérant  la  ligne  S  représentée  en  coordonnées  polaires  par  l'équation  proposée,  déterminer  la  position 
de  la  tangente  en  un  point  arbitraire.  En  particulier,  construire  les  tangentes  aux  points  situés  sur  la  pcrpen- 
fliciilaire  menée  par  le  pôle  à  l'axe  polaire. 

■>'  Construire  les  asjmplotes  de  la  ligne  S,  ainsi  que  les  langonlcs  parallèles  à  ces  droites  et  tracer  la  ligne  S. 

{École  Centrale,  \^  session,  190Î.) 

15.  Un  triangle  variable  ABC  dont  le  sommet  A  est  fixe  et  l'angle  A  constant  est  inscrit  dans  un  cercle 
(loom*.  Démonlrer  que  le  lieu  des  centres  du  cercle  inscrit  et  des  cercles  exinscrits  au  Irlanglc  se  compose  de 
doux  limaçons  de  Pascal. 


10.  Construire  les  courbes 


eos< 


M 


sin 


w 


?  =  ««n  T 


î  ' 


?  = 


2«" 


^  =  a 


sin 


1     "• 


M  .         (Il 

y=sin---.         ç  =  ig_.. 


A  =  COS  -— -  sin  — T— 

^22 


cos- 


w 


?  = 


{Pruvost.) 


sin- 


17.  Construire  la  courbe  :  » 


V'  1  —  i  cos« 


u 


M 


sm 


.  Tangentes  parallèles  à  l'axe  iH)laire. 

{École  Polytechnique,  Oral  1903.) 


tî>.  Construire  la  courbe  :  ^  =  a  cos-^w  -^  h. 

Examiner  les  difi'érentes  formes  de  la  courbe  suivant  les  valeurs  de  a  et  //.  Points  multiples. 
Considérer,  en  particulier,  le  cas  où  l'on  a  :  a  =  2,  6  =  1. 


19.  Construire  et  discuter  :  ^  =acosw  i  \^ \b*  —  a^cos*»). 

iO.  Construire  les  courbes  :  

^,--      _4_  ./a  -•  j  -1-4   /2  siu  w  —  1 

p  =  cos  w  m  y  z  sm  w,         ^  =  i  my  / , 

Y        siu  t» 
^  =  cos  M  rt  y/  r 

2 1 .  (>oiistniire  la  courbe  :  p  = 


—  2  sin  u, 
sin  w 


=  cos  (w  —  a)  ^  v'  COS  2w  cos  2« 


22.  Construire  la  courbe  :  9  =  e 

23.  Construire  les  courbes  : 

e  = 


2w  —  3  cos  ta 

1 
«in  u 


.  Asymptotes.  Concavité. 


24.  Construire  la  courbe  :  9 


iî  —  w 

2^ 
1  —  <«  ' 


e  = 


sin  w  = 


2>.«4-  1 
««  +  1    ' 
1  —2/» 
!  +  ««    ' 


{École  Polytechnique,  1879.) 

(Jfc*co/c  Polytechnique,  Oral,  1890.) 
««  —  «« 


f  = 


«1»' 


P- 


{École  Polytechnique,  Oral,  1896.) 
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CHAPITRE  IV 

COURBE  DÉFINIE  PAR  UNE  ÉQUATION  ENTIÈRE  :  f[x^  y)  =0 


204.  —  En  Géométrie,  une  courbe  est  définie  souvent  par  une  propriété 
commune  à  chacun  de  ses  points.  En  traduisant  analyliquement  cette  pro- 
priété, c'est-à-dire  en  exprimant  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  le  point  (a?,  y)  appartienne  à  la  courbe  donnée,  on  obtient  une  équa- 
tion :  f{x,  y)  =  0,  qui  est  appelée  V équation  de  cette  courbe. 

C'est  ainsi  que  nous  avons  obtenu  les  équations  des  bissectrices  d'un  angle, 
en  les  considérant  comme  le  lieu  géométrique  des  points  équidistants  des 
deux  côtés  de  l'angle  (n*96).  De  môme,  en  partant  de  la  définition  géomé- 
trique, nous  avons  trouvé  l'équation  de  la  circonférence  (n°  108). 

En  voici  deux  exemples  nouveaux. 

205.  Ovale  de  Gassini.  —  On  appelle  ovale  de  Cassini  la  courbe  qui  est  le  lieu  géométrique 
des  points  dont  le  produit  des  distances  ô.  deux  points  lixes  F  et  F'  est  égal  au  carré  d'une 

longueur  donnée  a. 

Cherchons  l'équation  do  cette  courbe  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  Ojc,  O.v,  l'ori- 
gine étant  le  milieu  0  de  FF'  et  l'axe  des  Xy  la  droite  FF'.  Désignons  par  2c  la  distance  FF'. 

La  condition  pour  qu'un  point  Vi{x,  y)  appartienne  à  la  courbe  est  : 

MF  X  MF'  =  a*. 

^(x  -  c)*  +  y*X  S/ix  +  cy  +  f/  =  a* , 

ou,  en  élevant  au  carré,  les  deux  membres  étant 
*^  positifs  : 

(2)        (x*  -f  y*  +  c*)*  —  4c«x«  —  a*  =  0  ; 
c'est  Véqualion  de  Vovale  de  Cassini. 

206.  Limaçon  de  Pascal.  —  Cherchons  l'équa- 
tion du  lieu  des  projections  d'un  point  0  sur  les 
tangentes  à  une  circonférence  (C). 

Cfioisissons  deux  axes  rectangulaires  Ojr.  Oy 
(fig.  133),  l'origine  étant  le  point  0  et  l'axe  des  x 
la  droite  OC  dirigée  de  0  vers  C.  Désignons  par  a 
la  distance  OC  et  par  r  le  rayon  de  la  circonfé- 
rence (C). 
Fig.  133.  La   condition   nécessaire   et    suinsante    pour 

qu'un  point  U(x,  y)   du  plan  appartienne  à  la 
courbe  est  que  MT,  perpendiculaire  à  OM  soit  tangente  à  la  circonférence.  Or  la  droite  OM 


ou: 

(1) 


=  r. 
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a  pour  cueiricicDl  angulaire  -^  et  sa  perpendiculairo. — ;  réqualion  de  AIT  est  donc, 

X,  T  étant  les  coordonnées  courantes  : 

Y  -  y  =  -  -^-  (X  -  a),        ou  :        a-  (X  -  x)  +  y  (Y  -  //)  =  0. 

\j^'  ((l  —  j;)    —    Jl*| 

lînlin.  la  distance  de  G  (a,  0)  à  celte  droite  est  (n«  95)  :  ^ ■jz=====£  ;  la  condition  énon- 
cée est  donc  :                                                                        V  *'^'   •    2/* 

U*  +  .y' -  »•'•!  _ 

sjx^  +  .V* 
ou  : 

(x«  4-  «/•  -  <u-)*  -  rV'  +  y')  =  0  : 

c'est  Téquation  du  lieu. 

On  remar(|uera  que  notre  raisonnement  ne  s'applique  pas  au  cas  où  le  point  M  vien- 
drait en  G,  car  la  droite  OM  est  alors  indéterminée.  Une  étude  directe  est  donc  nécessaire 
pour  reconnaître  si  le  point  0,  dont  les  coordonnées  vérilient  toujours  Téquation  obtenue, 
appartient  au  lieu  :  elle  sera  faite  plus  loin  (n*  357). 

Si  enfin,  on  transforme  l'équation  obtenue  en  coordonnées  polaires,  0  étant  le  pôle  et  Ox 
l'axe  polaire,  on  trouve  : 

(p*  —  a'^  cos  to)*  —  r^^*  =  0,        ou  :        p  =  a  cos  w  ±  »•  ; 
le  lieu  cherché  est  donc  un  limaçon  de  Pascal  (n»  189). 

207.  —  II  résulte  de  ce  qui  précède,  qu'à  toulç  courbe,  dé/tnie  comme  lieu 
géoméiiHque  par  une  propriété  de  Vun  quelconque  de  ses  points  (x,  y),  on 
peut  faire  correspondre  une  équation  f[x,  y)  ==  0. 

Réciproquement,  considérons  une  équation  quelconque,  que  nous  suppo- 
serons entière,  pour  simplifier.  Si  Ton  donne  à  Tune  des  coordonnées,  x  par 
exemple,  une  valeur  numérique  Xo,  Téquation  f(Xo,  y)  =  0  admet  une  ou 
plusieurs  racines  réelles  y  y,  y^,  ...  yp  qui  sont  toutes  des  racines  simples,  sauf 
pour  certaines  valeurs  particulières  de  Xo-  On  établit  en  Algèbre  que,  si  x 
varie  d'une  manière  continue  h  partir  de  Xo,  dans  une  intervalle  (a,  b)  que 
Ton  sait  déterminer,  chacune  de  ces  p  racines  réelles  varie  d'une  manière 
continue  à  partir  de  yi,  y^,  ....  y  p. 

Nous  définissons  donc  ainsi,  dans  l'intervalle  {a,  b),  p  fonctions  continues 
différentes  : 

y  =  fi{x)y        y  =  f^(x),        y—fj,{x)\     ' 

on  sait  qu'à  chacune  de  ces  fonctions  correspond  un  arc  de  courbe  (n°  136). 
L'ensemble  de  tous  les  arcs  que  Ton  obtient  ainsi,  en  faisant  varier  x  dans 
tous  les  intervalles  analogues  à  (a,  6),  constitue  une  courbe  (G),  qui  est  le  lieu 
géométrique  des  points  dont  les  coordonnées  vérifient  l'équation  donnée 
/■«x,  y)  =0. 
Celte  équation  est  donc  bien  l'équation  d'une  courbe,  qui  est  (Cj. 

Exemple.  —  Reprenons  Téquation  tie  la  strophoïde  droite,  donnée  au  n»  141  : 

tj*{a  —  J-)  =.r*(rt  -}-  Xj. 

\  c'haciuc  valeur  Xo,  comprise  entre  —  a  et  +  «»  corrispondcnt  deux  valeurs  de  y  : 

r 


y.  =  r.  V 'LJl^  .  y.  =  _  ,„  V/ iL±_iii 


! 
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Lorsque  x  croît  d'une  manière  continue  de  —  a  a  -j-  ^)  &u^  deux  fonctions  : 

4  I  a  4-  X  4  I  a  -{-  X 

qui  varient  d'une  manière  continue,  correspondent  respectivement  les  arcs  de  courbe  AOB 
efc  AOB',  dont  l'ensemble  constitue  la  strophoïde  droite  (fig.  86). 

208.  Remarque.  —  L'ëquation  f{x,  y)  =  0  est  équivalente,  dans  l'inter- 
valle (a,  b),  à  l'ensemble  des  équations  :  • 

y  =  fi(x),         y  =  f^{x)y         y=zfp{x), 

de  sorte  que  la  construction  de  la  courbe  représentée  par  f(x,  y)  =  0  e?t 
ramenée  à  l'étude  des  fonctions  fi{x),  fi(x),  ...  fp{x).  Si  l'équation  f{x,  y)  =0 
était  par  rapport  à  Tune  des  coordonnées,  y  par  exemple,  une  équation 
du  second  degré  ou  une  équation  réductible  au  second  degré,  on  pourrait 
résoudre  cette  équation  par  rapport  à  y  et  former  explicitement  les  fonctions 
A*  A'  •••  /i>  î  Oïl  devrait  ensuite  appliquer  à  chacune  de  ces  fonctions  la  méthode 
suivie  pour  la  construction  d'une  courbe  y  =  f[x)  (n^  140).  Mais  il  convient 
de  remarquer  que  les  fonctions  fi{x),  fiix), ...  fp(x),  que  l'on  obtiendrait  ainsi, 
sont  souvent  trop  compliquées  pour  pouvoir  être  étudiées  directement.  De 
plus,  lorsque  l'équation  f{x,  y)  =  0  est,  par  rapport  à  a;  et  par  rapport  à  y, 
d'un  degré  supérieur  au  second,  il  est  en  général  impossible  de  former  expli- 
citement les  fonctions  fi,  A»  •••  A- 

Il  est  donc  utile  de  savoir  construire  une  courbe  :  f(x,  y)=0,  sans  effectuer 
la  résolution  de  l'équation  par  rapport  à  l'une  des  coordonnées.  Pour  parve- 
nir à  ce  résultat,  nous  devrons  reprendre  les  problèmes  relatifs  à  une  courbe  : 
1/=  f(x),  traités  précédemment  (Livre  III,  chap.  i)  en  considérant  y  comme 
une  fonction  implicite  de  x  définie  par  la  relation  f(x,  y)  =  0. 

Nous  indiquerons  auparavant  une  classification  des  courbes  d'après  la 
forme  de  leur  équation. 

COURBES  ALGÉBRIQUES,   COURBES  TRANSCENDANTES 

209.  —  On  dit  qu'une  courbe  est  algébrique,  lorsque  son  équation  f{x,  y)=0 
est  algébrique  et,  par  conséquent,  peut  être  mise  sous  forme  entière  *  ;  on 
dit  qu'une  courbe  est  transcendante  dans  le  cas  contraire. 

Par  exemple,  Tovale  de  Cassini  (n®  205)  est  une  courbe  algébrique  ;  la  sinu- 
soïde qui  a  pour  équation  y  —  sin  a;  =  0,  est  une  courbe  transcendante. 

Cette  classification  est  indépendante  du  choix  des  axes  de  coordonnées^ 
car  une  équation  entière,  f(x,  y)  =0,  reste  entière  quand,  par  une  transfor- 
mation quelconque  de  coordonnées,  on  y  remplace  x  et  y  par  des  fonctions 
entières  et  du  premier  degré  de  deux  autres  variables  x',  y'  (n*  49). 

*  On  établit  on  Algèbre  que  toute  équation  algébrique  peut,  par  des  éliminations  conve- 
nables, ôti'e  mise  sous  l'orme  entière. 
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210.  Degré  d'une  courbe  algébrique.  —  On  appelle  degi'é  dune  courbe 
algébrique  le  degré  de  son  équation,  lorsque  celle-ci  est  mise  sous  forme 
entière  :  f(x,  y)  =  0. 

Par  exemple,  la  droite  est  une  courbe  de  premier  degré  ;  la  circonférence,  du 
second  degré  ;  Tovale  de  Cassini  et  le  limaçon  de  Pascal,  du  quatrième 
degré. 

Théorème.  —  Le  degré  dune  courbe  algébrique  est  indépendant  du  choix 
des  axes  de  coordonnées. 

Soit,  en  effet,  une  courbe  algébrique  (C)  ayant  pour  équation,  par  rapport 
à  deux  axes  Ox,  Oy  : 

(1)  /"(a?,  y)  =  0, 

et  soit  m  le  degré  de  cette  équation. 

L'équation  de  (C),  par  rapport  à  deux  autres  axes  OX,  OY,  s'obtient  en  rem- 
plaçant dans  (1)  x^\.y  par  des  expressions  de  la  forme  : 

il)  x=:a+p\  +  qY,        y  =  b+p^  +  q'Y, 

que  Ton  a  trouvées  dans  la  transformation  générale  des  coordonnées  (n**  49). 
Ces  expressions  (2)  étant  du  premier  degré  en  X  et  Y,  le  degré,  m',  de  l'équa- 
tion obtenue  : 

(3)  F(X,  Y)  =  0, 

ne  peut  être  supérieur  à  m. 

Or,  on  peut  revenir  de  l'équation  (3)  à  l'équation  (1)  par  la  transformation 
inverse  ;  donc,  pour  la  même  raison,  le  degré  m  ne  peut  être  supérieur  à  m'. 

Les  deux  degrés  m,  m'  sont  donc  nécessairement  égaux.  C.Q.F.D. 

Ce  théorème  conduit  à  chercher  une  interprétation  purement  géométrique 
du  degré  d'une  courbe.  C'est  l'objet  du  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Une  droite  quelconqtie  coupe  une  courbe  algébrique  de 
degré  m  en  m  points  au  plus,  à  moins  qu'elle  n'appartienne  tout  entière  à 
la  courbe. 

Soient,  en  effet,  (C)  une  courbe  algébrique  de  degré  m  et  (D)  une  droite.  En 
choisissant  un  système  d'axes  de  coordonnées  Ox,  Oy,  tel  que  Ox  se  confonde 
avec  la  droite  (D),  (C)  est  représentée,  d'après  le  théorème  précédent,  par  une 
équation  entière  de  degré  m  : 

(1)  f{x,y)  =  0. 

La,  droite  (D)  étant  l'axe  Ox,  ses  points  d'intersection  avec  (C)  sont  définis 
par  leur  abscisses,  racines  de  l'équation  : 

(2)  /"(o;,  0)  =  0. 

Si  cette  équation  n'est  pas  une  identité,  elle  est  au  plus  de  degré  m,  et  a  au 
plus  m  racines;  la  droite  (D)  coupe  donc  (C)  en  m  points  au  plus. 
Si  cette  équation  est  une  identité,  elle  est  vérifiée  quel  que  soit  x;  ce  qui 
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veut  dire  que  Téquation  (1)  est  vérifiée  par  les  coordonnées  de  tout  point 
de  (D)  ;  la  droite  (D)  tout  entière  appartient  alors  à  (C).  C.Q.F.D. 

211.  Tangente.  —  Nous  avons  établi  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente, en  un  point  (Xo.yo)  d'une  courbe  y  =  f(x),  est  égal  h  y'o=^  fix») 
(n*  138).  Si  la  courbe  est  définie  par  une  équation  non  résolue  f(x,  y)  =  0, 
la  recherche  du  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  {Xo  y*,»  est 
donc  ramenée  à  la  recherche  de  la  valeur  correspondante,  yi,  que  prend  la 
dérivée  de  la  fonction  implicite,  y,  définie  par  l'équation  de  la  courbe. 

On  démontre  en  Algèbre  que  la  valeur,  finie  ou  infinie,  de  la  dérivée  y'  est 
donnée  par  la  relation  : 

r.{Xo,  yo)  +  y'o  nCxo,  yo)  =0,        ou  :         yi  =  -  ÇuZ"'  !!°!  ' 

ly^^ot  Vol 

eh  supposant  que  Xo  et  yo  n'annulent  pas  h  la  fois  les  deux  dérivées  par- 
tielles fx(x,y)  et  flj{x,y).  Nous  déduirons  de  ce  résultat  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  en  un  point  {Xo,  y^^ 
(Tune  courbe  :  f{x,  y)  =  0,  est  égal  à  -/,,  "    °v   ,  à  condition  que  les  termes 

de  cette  fraction  ne  soient  pas  tous  deux  nuls. 

Remarquons  que  si  Xo  el  y^  annulent  /^  sans  annuler  /*y,  y'o  est  nul  et  la 
tangente  au  point  (Xo,  yo)  est  parallèle  h  Ox.  De  même,  si  Xo  et  yo  annulent  /y 
sans  annuler  /X,  y'o  est  infini  et  la  tangente  est  parallèle  h  Oy. 

KxEUPLE.  —  Nous  avons  établi  au  n*  305  que  ré(|uation  de  Vovale  de  Cassini  est  : 

(.t«  +  //•  +  c*)«  -  (4c«j-  +  a*)  =  0. 

D'apn''s  le  théorème  précédent,  le  coefTIcient  angulaire  y'  de  la  tangente,  en  un  point  (j-,  y) 
de  la  courbe,  est  donné  par  la  relation  : 

(I  )  4(x«  +  y«  +  c«)  (.r  -f  //.y')  -  8c'.r  =0,        ou  :        »/'  =  -  ^ |;^!  ^  y!  ^  ^!}  - 

Nous  discuterons  au  n«  âl4  les  ditrérentes  formes  de  Vovale,  mais  nous  pouvons  dès 
maintenant  déduire  de  l'équation  (1)  qu'en  cha(iuc  point  de  rencontre  de  la  courbe  avec 
la  droite  :  j*  =  0  ou  avec  le  cercle  :  j-*  -\- y*  —  c*  =  0,  la  tangente  est  parallèle  à  0.r  ;  au 
contraire,  aux  points  do  la  courbe  situés  sur  :  y  :=  Q  la.  tangente  est  parallèle  à  Oy. 

212.  Marche  à  suivre  pour  construire  une  courbe  :  f{x,y)  =s  0.  —  Nous 
supposerons,  dans  ce  qui  suit,  que  la  courbe  est  algébrique  et  son  équation 
mise  sous  forme  entière. 

1°  Considérant  f{x,y)  =  0  comme  une  équation  dont  l'inconnue  est  Tun*^ 
des  deux  coordonné(»s,  y  par  exemple,  on  cherche  d'abord,  par  les  méthodes 
de  l'Algèbre,  les  valeurs  particulières  de  x  pour  lesquelles  cette  équation 
en  y  admet  des  racines  multiples. 

2"*  On  cherche  les  valeurs  particulières  de  x  pour  lesquelles  elle  admet  une 
ou  plusieurs  racines  infinies;  ce  sont  celles  qui  annulent  le  coefficient  de  la 
plus  haule  puissance  de  y  dans  l'équation. 
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3**  On  devrait  ensuite  faire  correspondre  h  chaque  détermination  de  y  sa  dé- 

rivée,  donnée  par  la  formule  :  t/  =  —  7^  »  <^t  déterminer  les  valeurs  do  x  pour 

/y 
lesquelles  y'  est  infini  ou  nul.  On  obtiendrait  ainsi  des  intervalles  dans  les- 
quels les  valeurs  de  y  varieraient  chacune  dans  un  sens  déterminé.  Mais,  en 
général,  on  est  ainsi  conduit  h  des  calculs  trop  compliqués  et,  dans  la  pra- 
tique, il  est  préférable  de  rechercher  le  signe  des  différentes  déterminations 
(le  y.  Pour  cela,  on  cherche  les  valeurs  particulières  de  x,  pour  lesquelles 
Véquation  admet  une  ou  plusieurs  racines  nulles;  ce  sont  celles  qui  annulent 
K'  terme  indépendant  de  y  dans  cette  équation. 

4*"  On  range  toutes  les  valeurs  de  a:,  mises  ainsi  en  évidence,  par  ordre  de 
grandeur  a^oissante  et  Ton  obtient  des  intervalles  consécutifs  dans  cha- 
cun desquels  les  déterminations  de  y  restent  toutes  distinctes,  continues, 
ne  s'annulent  pas  et,  par  suite,  gardent  un  signe  constant.  Dans  chacun  de 
ces  intervalles,  on  détermine,  par  les  méthodes  de  l'Algèbre  (généralement 
par  le  théorème  de  Rolle),  le  nombre  de  ces  déterminations  de  y  et  leurs 
signes.  Chacune  d'elles  correspond  h  un  arc  de  la  courbe. 

5®  On  cherche,  pour  chaque  intervalle,  les  valetirs  limites  de  ces  détermi- 
nations de  y  lorsque  x  tend  vers  les  extrémités  de  cet  intervalle.  l*our  cela^ 
d'après  le  théorème  sur  la  continuité  des  racin(»s  d'une  équation  entière  S  on 
résoud,  par  rapport  à  y,  l'équation  f(x,  y)  =  0,  après  avoir  donné  à  a;  la 
valeur  limite. 

Remarque.  —  Il  convient  de  remarquer  que  dans  chaque  intervalle,  les 
valeurs  de  y  étant  distinctes,  les  arcs  de  courbe  obtenus  ne  peuvent  se  ren- 
contrer qu'aux  points  correspondant  aux  valeurs  limites  de  l'intervalle.  De 
plus,  chacune  de  ces  valeurs  de  y  ne  peut  annuler  fy{x,  y),  sans  quoi  ces 
valeurs  ne  seraient  plus  distinctes  ;  par  conséquent,  la  tangente  ?i  la  courbe 
ne  peut  être  parallèle  à  Oy  qu'en  ces  mêmes  points  limites. 

213.  Remarques  sur  les  symétries.  —  Des  considérations  de  symétrie 
permettent,  dans  certains  cas,  d'abréger  la  marche  que  nous  venons  d'indi- 
quer. 

I.  —  Lorsque  l'équation  de  la  courbe  (G),  f{x,  y)  =0,  ne  contient  que  des 
puissances  paires  de  x,  elle  ne  change  pas  par  la  transformation  de  a;  en  —  x; 

*  Nous  aurons  encore,  à  plusieurs  reprises,  à  appliquer  ce  théorème  d'Algôbrc  dont 
voici  l'énoncé  : 

THÉoRéuB.  —  Étant  donnée  une  relation  entière  F{m,  r)  :=  0.  qui^  supposée  résolue  par 
rapport  à  c,  définit  une  ou  plusieurs  fonctions  implicites  vde  u  ;  pour  que.  u  fendant  vei's  a, 
une  ou  pliLsieurs  valeurs  de  v  tendent  vers  fj,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  soit  vérifiée 
pour  u  =  a^  p  =  6. 

De  plus,  si,  pour  u  •■=  a,  l'équation  F(rt,  v)  =  0  admet  ti  l'acines  égales  à  b,  il  yak 
râleurs  de  v,  et  k  seulement,  qui  tendent  vers  b. 

Dans  cet  énoncé,  m,  cet  leurs  valeurs  limites  a,  b  peuvent  ùtre  réelles  ou  imaginaires.  Il 
peut  raôme  arriver,  a  et  A.  étant  réels.  (|U*il  n'y  ait  aucune  valeur  réelle  de  v  qui  tende 
vers  b  quand  u  tend  vers  a. 


1 
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Ja  courbe  (C)  est  alors  symétrique  par  l'apport  k  i)y  (n^  142),  et  il  suffit,  en 
t(3nant  compte  de  cette  symétrie,  d'étudier  seulement  les  valeurs  positives 
de  X. 

n.  —  De  môme,' si  l'équation  f(x,  y)  =  0  ne  contient  que  des  puissances 
paires  de  y,  (Q  est  symétrique  par  rapport  à  Ox,  et  il  suffit  seulement  d'étu- 
dier les  valeurs  positives  de  y. 

m.  —  Lorsque  les  termes  de  f{x,  y)  =  0  ont  des  degrés  de  même  panié, 
l'équation  ne  change  pas  par  la  transformation  de  a;  et  y  en  —  x  et  — y;  la 
courbe  (C)  est  alors  symétrique  par  rapport  à  V origine  (n®  142),  et  il  suffit,  en 
tenant  compte  de  cette  symétrie,  d'étudier  seulement  les  valeurs  positives  do  x. 

é 

214.  Exemple  I.  —  Construisons  Vovale  de  Cassitii,  dont  Téquation  (n«  205),  ordonnées 
])ar  rapport  à  »/,  ost  : 

il)  y*  +  2.y«(j-*  H-  c*)  +  U"*  —  cy  —  a*  =  0. 

Remarquons  d'abord  quo  cette  équation  no  contenant  que  des  puissances  paires  dcxot 
do  y,  la  courbe  ost  symétrique  par  rapport  à  0.r,  0;/  et  Torigine.  Nous  étudierons  donc 
seulement  les  valeurs  positives  rie  .*•  et  y  vérifiant  cotte  équation. 

1»  Cette  éfjuation,  considérée  comme  é({uati()n  en  »/,  est  bicarrée,  et  elle  admet  des 
racines  multiples  dans  les  deux  hypothèses  : 

(j*  -I-  cy-  —  (./;•  —  cy  +  a*  =  0,        ou  :        4c*x«  +  a*  =  0, 

et: 

(x*  —  cy  —  a*  =  0,        ou  :        x*  =  c*  dt  a*. 

La  première  n'est  vérifiée  pour  aucune  valeur  de  a-  ;  la  seconde  l'est  pour  :  .r  =  y/c*-|-a* 
et  X  =  i/c*  —  a*,  cette  dernière  valeur  n'existant  que  si  l'on  a  :  c  >•  a. 

2»  L'éiiuation  (1)  n'a  pas  de  racines  infinies  en  y,  le  coefficient  en  y^  étant  l'unité. 

3»  Elle  a  des  racines  nulles  pour  :  (.i*  —  c')*  —  a*  =  0,  c'est-à-dire  pour  les  valeurs  dex 
précédemment  obtenues. 

Abordons  ici  le  calcul  de  la  dérivée  de  y.  A  chaque  valeur  de  y  correspond  la  valeur 
suivante  de  sa  dérivée  y'  (n»  211)  : 

i>*\  „'  -  __  ^•(■^'  +  y'  -  O  . 

i-)  y   -        yi^y.  ^  yt  ^  ,.,)  » 

y'  n'est  discontinu  que  si  y  s'annule,  ce  ({ui  se  produit  pour  les  valeurs  déjà  mises  en 
évidence  ;  d'autre  part,  y'  s'annule,  d'abord  pour  la  valeur  particulière  x  =  0,  puis  pour 
les  valeurs  de  x  satisfaisant  à  la  c(mdition  : 

(3)  X*  +  //*  —  C'  ^  0. 

i|ui  a  étt'  interprétée  précédemment  (n''21l).  En  tenant  compte  de  l'équation  de  la  courbe, 
<-/est-à-dire  on  résolvant  les  é(]uations  (1)  et  (3),  on  trouve  quo  la  condiUon  (3)  est  vérifiée 
pour  : 

^       4c*  —  «'  .         rt* 

I"*  —  •~^^^^~^^~  iÊ'  —  — —  • 

•'  -  -     4,.«     '     y  —  4^.1  • 

ce  qui  met  eu  évidomu-  une  nouvell»*  valeur  de  .r,  .f  =^  l ,  laquelle  n'est  réelle  que 

si  Ton  a  :  fl  ^':  c  y/*J.  "*' 

Nous  sommes  donc  conduits,  par  ce  qui  précède,  à  envisager  trois  cas  principaux,  cor- 
respondant à.  rhacunc  des  hy|K)tlièses  : 

a  <  c.        c  <  «  <  c  y  2,        a  >  c  ^2*. 

Premier  cas  :  a  <  c  (fig.  134).  —  Les  valeurs  positives  de  x,  mises  en  évidence,  sont,  par 

ordre  de  grandeur  croissanlo  : 

y/4o*  —  fi*  

0,         V  c*  —  a*,        5-; ,         y'c*  +  fl»,         -f-oc. 
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Danîi  les  deux  intervalles  extrêmes  (o,  y^c*  —  «•)  et  {^c*  +  a*,  +<»)»  l'équation  (1), 
considérée  comme  une  équation  du  second  degré  en  y*,  a  deux  racines  réelles  dont  le 
produit  est  positif  ot  la  somme  négative  ;  il  n'y  a  donc  pas  de  valeurs  réelles  do  y. 

Dans  les  doux  autres  intervalles  l  j/c*  —  a* ,  ?- — ]  ®'' \V — ±c — '  ^^  "^  ^*/'  '®* 

mêmes  considérations  montrent  qu'il  y  a  une  seule  valeur  réelle  et  positive  de  y  ;  cette 
valeur  est  nulle  pour  ar  =  y^c*  —  o*  et  a-  =  yc"  +  û*»  égale  à  —  pour  x  =  W — ; 

elle  varie  constamment  dans  le  même  sens  dans  chacun  des  deux  intervalles,  sa  dérivée 
restant  continue  ot  difTérentc  de  zéro. 


On  obtient  ainsi  un  arc  de  courbe  BDC,  terminé  en  B  (y^c"  —  a*,  o)  et  G  (^/c*  +  a*,  o), 

/i/ic* a*      a*\ 

et  passant  en  un  point  D  y- — ,  -x-)  où  la  tangente  est  parallèle  à  Ox;  on  a  vu.  en 

outre  (n«211),  que  les  tangentes  en  B  et  C  sont  parallèles  &  Oy. 

La  courbe  s'achève  en  tenant  compte  des  symétries  *  ;  elle  est  donc  formée  de  deux  ovales 
fermées  BDCD,  et  B'D'C'D',. 

Deuxième  cas  :  c  <C  a  <C  a^(ûg.  135).  —  Les  valeurs  positives  de  x^  mises  en  évidence, 
sont,  par  ordre  de  grandeur  croissante  : 


V'4c*  —  fl* 


Comme  dans  le  cas  précédent,  il  n'y  a  pas  de  valeur  réelle  de  y  dans  l'intervalle 
!y  c"  -|-  fl*,  -f-  «>)  :  il  y  a  une  seule  valeur  réelle  et  positive  de  y  dans  les  deux  autres  inter- 
valles 1  0.  L I  et  IL ,  ^c*  +  a*  I  :  cette  valeur  est  nulle  pour  x  =  y'c*  +  a*, 

V/4c*—  i 


égale  à  -5-  pour  x 


te 


2c 


:  enlln,  sa  valeur,  pour  x  =0,  s'obtient  en  résolvant 


a' 


*  Sur  la  figure,  on  s'est  donné  les  longueurs  OF  =  c,  OP  =  -— -  =  A;  ot  l'on  peut  vérifier 


■lne  l'on  a  :  PB  =  r  —  6,  PC  =  c  -f  6. 


2c 
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réquation  (I)  qui  donne  :  y  =  ^ a*  —  c*  ;  elle  varie  constamment  dans  le  même  sens  daos 

chacundesdeuxi]TtervalIesct,commeona:y  a*  —  c«  <<  -r—  ,  elle  croît  dans  le  premier,  dé- 

croft  dans  le  second.  

On  a  ainsi  un  arc  de  courbe  EDC,  terminé  en  E(0.  ^'a*^  —  c*)  où  la  tangente  est  paral- 
lèle à  Ojt'.  et  C  (y/a'-|-c*,  o)  où  la  tangente  est  parallèle  à  Ot/,  et  passant  en   un  point 

- — .  —  1  où  la  tangente  est  parallèle  à  Oy. 

La  courbe  s'achève  par  symétrie  *. 

Troisième  cas  :  a  ^  c  ^2  (fig.  136).  —  Les  seules  valeurs  positives  de  .r  mises  on  èvidenoi^ 
sont  : 

0,         \/c*  +  a*  y        +oe. 
Il  n'y  a  de  valeurs  réelles  de  y  que  dans  l'intervalle  (O,  ^c*  +  «*)»  *^  n'existe  alors  qu'ace 


Fig.  436. 

seule  valeur  positive  do  ;/.  qui  varie  de  ^/«*  —  c*  à  0,  et  va  constamment  en  décroissant. 
[I  lui  correspond  un  arc  de  courbe  EC,  terminé  en  E  sur  0»/  et  on  C  sur  0.r.  La  courbe 
s'achève  par  symétrie. 

Cas  particulier  :  a  =  c  (fig.  137).  —  Ce  cas  se  discute  comme  l'un  ({uelconque  des  deux 
premiers,  dont  il  n'est  d'ailleurs  (]u'un  cas  limite.  /    wg    ^^ 

La  courbe  comprend  un  premier  arc  ODC,  parlant  de  l'origine,  passant  en  D  (  <^  —  •  - 


Fig.  137. 

où  la  tangente  est  parallèle  ù,  Ox,  termine  en  C(c\/^i,  o)  où  la  tangente  est  parallèle  à 
0»/.  Elle  (»st  complétée  par  les  arcs  symétriques.         •                                     ./  .«  i  ,t_^«, 
La  délerminati(m  de  la  tangente  en  0  à  la  courbe,  par  la  formule  :  v'  =  — ,"!"■■ — r» 

*  Sur  la  figure,  on  a  construit  le  point  E  on  portant,  sur  0.r.  OQ  =  c  —  A.  et  en  menant 
QE  =:  ô  :  il  est  facile  de  vérifier  cette  propriété. 
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est  alors  en  défaut,  la  valeur  de  y'  êlant  indéterminée  pour  x  =  0,  y  =  ù.  Nous  verrons 
plus  loin  ([ue  la  courbe  a  deux  tanKonles  un  0;  ce  sont  les  bissectrices  des  axes. 
Cette  courbe  particulière  est  appelée  lemniscate*. 

216.  ExEMPLB.  —  H.  Construire  la  courbe  : 

f{x,  y)  s  2ay  +  'èxY  —  (^*  —  ^Y  =  0. 

a  désignant  une  longueur  positive  ((ig.  138). 

D'abord,  cette  équation  ne  renfermant  que  des  termes  de  degré  pair,  la  courbe  est  symé- 
trique par  rapport  à  Toriginef  et  il  suffit  d'étudier  seulement  les  valeurs  positives  de  x 
(n*  213). 

Cela  posé,  discutons  ré(]uation  de  la  courbe,  considérée  comme  une  équation  en  y. 

1*  Elle  admet  des  racines  multiples  lorsqu'elle  est  vérifiée  en  môme  temps  que  l'équation 

dérivée  : 

A  =  Gxy*  +  6x*y  ^  &xy  {y  +  X)  =  0, 

La  solution  x  =  0  ne  peut  vérifier  l'équation  de  la  courbe;  il  reste  donc  les  deux  solu- 
tions : 

y  =  0,        i\m  donne  :    x*  —  a*  =  0,  ou  :       x  =  ±:  a, 

CL 

y  =z  —  X.  (jui  donne  :    .r'  —  (x*  —  a*)*  =  0,       ou  :       ar  =  ±:  — rzz  • 

a 
On  met  ainsi  en  évidence  les  valeure  positives  a  et  -t=- 

â*  Ensuite,  l'équation  a  des  racines  indnies  pour  x  =  0,  valeur  qui  annule  le  coefficient 
dey\ 

3»  Enfin,  elle  a  des  racines  nulles  pour  x  =  a,  valeur  qui  annule  le  terme  indépendant 
de  y. 

Les  valeurs  positives  de  Xy  mises  ainsi  en  évidence,  sont  par  ordre  de  grandeur  crois- 

a 
santé  :  0,  -7= .«,  +  «. 

V-  a 

Cela  étant,  supposons  d'abord  :  0  <  a*  <  --=■ .  L'équation  dérivée  /J  =  0  a  pour  racines  : 

y  ^  0,  y  =  —  a*;  en  formant  la  suite  de  Rolle,  pour  l'équation  y,  on  dresse  le  tableau  sui- 
vant : 

y\ —  00  —  X  0  -|-  00 

f^jc,  y  )  I  —  a-*  —  ( j  •  —  a«)«  =  2  «•  J  •  -  a*  <  0         -  [x*  —  a*)*  <  0  + 

Cette  équation  a  donc  une   seule  racine   réelle  qui  est  positive,  et  il  y  a  un  arc  de 

courbo  PB,  correspondant  à  des  valeurs  positives  de  y,  x  variant  de  0  à  -7=- 

a  V^ 

Soit,  ensuite  :  -7=  <  a*<  a.  Le  premier  terme  de  la  suite  de  Rolle  change  de  signe  ;  l'équa- 

lion  a  donc  trois  racines,  l'une  positive  correspondant  à  un  arc  BC,  deux  autres  négatives, 
.•réparées  par  y  =  —  x,  correspondant  à  deux  arcs  ÂC,  AD,  séparés  par  la  seconde  bis- 
sectrice y  =  —  X. 

Soit,  enfin  :  a  <  j;  <  +  00 .  Comme  dans  le  cas  précédent,  il  y  a  encore  trois  valeurs  de 
y.  Tune  positive,  les  deux  autres  négatives,  correspondant  aux  arcs  CQ,  CR,  D8. 

Pour  X  =0,  l'équation  se  réduit  à  une  impossibilité  et  n'a  que  des  racines  infinies.  L'arc 
PB  est  donc  asymptote  à  Oy. 

Pour  X  =  -rr,  l'équation  a  une  racine  double  négative  y  =  —  x  =:  —  -7=,  et  une  ra- 

cine  simple  positive  y  =  — 7=  (déduite,  par  exemple,  de  la  somme  des  racines).  Les  deux 

2  V2 

*  Pour  construire  Vovale^  on  peut  aussi  ordonner  l'équation  par  rapport  à  .r,  et  l'on  est 
ainsi  conduit  à  discuter  une  équation  bicarrée  en  x.  Nous  engageons  Tél^vo  à  traiter, 
romine  exercice,  la  question  de  cette  façon.  11  pourra,  de  im'^me,  construire  le  limaçon  de 
Pascal  y  dont  l'équation  est  bicarrée  en  y  (n»  206). 
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arcs  AC,  AD  partent  donc  d'un  même  point  A( -rr,  — 7=-*'  ®^ 

\V^2       v/2  / 


les  arcs  PB,  BC  se  rejoi- 


Za 


gnentenB^^,^-) 
Pour  jr  =  a,  il  y  a  une  racine  double  y  =  0  et  une  racine  simple  y  = ^;  les  arcs 

BC,  AC,  CQ,  CR  aboutissent  donc  en  C  (a,  0) ;  les  arcs  AD,  DR  passent  en  D  la, j-j- 

Pour  a*  =  00 ,  l'équation,  divisée  par  la  plus  haute  puissance  de  x,  a**,  se  réduit  a  Tim- 

possibilité  :  1  =  0  ;  elle  n'a  que 
des  racines  infinies.  Les  arcs  CQ. 
CR,  DS  s'étendent  donc  indéûni- 
ment. 

Le  signe  des  différentes  déter- 
minations de  y  est  d  ailleurs  in- 
diqué dans  le  tableau  suivant: 


a- 

,v 

0 

une  valeur  positive 

a 

a            a        a 

a 

une  valeur  positive 
et  deux  négatîvei^ 

-    2  •  0'  » 

une  valeur  posiUve 
et  deux  négatives 

+  00 

—  00  ,  — 00  ,  •\-Vi  . 

La  courbe  s'achève  en  tenant 
compte  de  la  symétrie  par  rap- 
port à  l'origine. 

Pour  préciser  le  tracé  de  la 
courbe,  cherchons  les  tangentt'» 
aux  extrémités  de  tous  ces  arcs. 
En  chaque  point  M(a:,  y),  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  : 


Au  point  A.  f*^  s'annule,  mais  f'j,  ne  s'annule  pas  :  la  tangente  est  donc  parallèle  â  Oy. 


En 


B 


on  trouve  :  y'  =  —  "5*  <^t»  P^»'  suite,  la  tangente  passe  par  l'origine.  En  B, 


D(a,  -  ^|. 

on  a  :  y'  = g- . 

Aux  points  C(a,  0)  et  C'(—  a,  0),  la  valeur  de  y^  se  présente  »>us  forme  indéterminée, 
et  la  méthode  est  en  défaut.  Une  méthode  particulière  est  donc  nécessaire  pour  déter- 
miner les  tangentes  en  ces  points  :  ce  sera  l'objet  do  l'étude  des  points  singuliers. 

Enfin,  il  resterait  âi  étudier  les  branches  infinies  de  la  courbe  CQ,  CR,  DS  et  leurs  sy- 
métriques ;  ce  sera  l'objet  de  la  théorie  des  asymptotes. 

Dans  cet  exercice,  nous  laissons  à  l'élève  le  soin  de  montrer  que  la  dérivée  y'  ne  s'an> 
nule  pour  aucune  valeur  autre  que  .t:  =  dz  a.  La  courbe  n'a  donc  aucune  tangente  paral- 
lèle à  Ojtr,  et  tous  les  arcs  ({ue  nous  avons  sépaivs  sur  la  courbe  ont  des  ordonnées  coub- 
tamment  croissantes  ou  décroissantes. 
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POINTS  SINGULIERS  OU  MULTIPLES 

216.  —  La  détermination  de  la  tangente  en  un  point  d*une  courbe  : 

f(x,  y)  =  0  (n^  211),  à  l'aide  de  son  coefficient  angulaire  m  = -^  ,  tombe  en 

Iv 
défaut^  lorsque  les  coordonnées  a:,  y  de  ce  point  vérifient  les  trois  équations  : 

(1)  f{x,  y)  =  0,        n{x,  y)  =  0,        n/x,  y)  =  0  ; 

le  point  (x,  y)  est  alors  appelé  point  singulier  de  la  courbe  et,  par  opposi- 
tion, tout  autre  point  de  la  courbe  est  appelé  poinê  ordinaire. 

Les  points  singuliers  d'une  courbe  sont  nécessairement  mis  en  évidence  lors- 
qu'on construit  cette  courbe  en  suivant  la  marche  indiquée  au  n®  212,  car.  leurs 
coordonnées  annulant  fy,  ils  correspondent  à  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles 
une  ou  plusieurs  valeurs  de  y  sont  égales.  C'est  ce  que  nous  avons  vu  dans  les 
deux  exemples  que  nous  venons  de  traiter  ;  dans  le  premier,  la  lemniscate  a 
un  point  singulier  à  l'origine  ;  dans  le  second,  la  courbe  a  deux  points  sin- 
guliers C,  G'. 

On  peut  aussi  déterminer  directement  les  points  singuliers  d'une  courbe 
en  résolvant  le  système  de  trois  équations  (1)  par  rapport  hx,y;  en  géné- 
ral, ce  système  n'aura  pas  de  solution  ;  donc,  en  général,  une  courbe  algébrique 
na  pas  de  points  singuliers. 

Exemple.  —  Déterminons  directement  les  points  singuliers  de  la  courbe  : 

n^,  y)  s  2xy*  +  3ar«,y«  -  (x*  -  a*)*  =  0. 

Il  faut  associer  &  cette  équation  les  deux  suivantes  : 

/ï  s  2y»+  6xy«  -  ix(x*  -  a«)  =  0.        /;  ^  ^y(y  -h  ^)  =  0. 

La  dernière  est  vérifiée  d'abord  par  a:=0,  ce  qui  donne  une  impossibilité  dans  la  première  ; 
puis  par  y  =  —  or,  ce  qui,  porté  dans  les  deux  autres,  donne  :  taV  —  a*  =  0,  Aa*x  =  0, 
équations  qui  n*ont  pas  de  solution  commune  ;  enfin,  pour  y  =  0,  ce  qui,  porté  dans  les 
deux  autres  donne  :  (a»  —  a*)*=  0,  x(x*  —  a*)  =  0,  équations  qui  ont  deux  solutions  com- 
munes jr  =  ib  a. 

La  courbe  a  donc  deux  points  singuliers  C(a,0),  G'  (—  a,0),  et  deux  seulement.  Cost  bien 
ce  que  nous  avions  déjà  trouvé. 

217.  Tangentes  en  un  point  singulier.  —  La  recherche  des  tangentes  à  une 
courbe  en  un  point  singulier  repose  sur  la  méthode  suivante  qui  s'applique 
d'ailleurs  aussi  bien  à  un  point  ordinaire.  Nous  allons  montrer,  en  effet,  qu'en 
tout  point  d'une  courbe  algébrique,  ordinaire  ou  singulier,  la  courbe  admet 
toujours  une  ou  plusieurs  tangentes,  réelles  ou  imaginaires  (n'>  lOSj,  distinctes 
ou  confondues. 

D'abord,  nous  pourrons  toujours  effectuer  une  translation  des  axes  ame- 
nant rorigine  des  coordonnées  en  ce  point, 

THBORàMB.  —  Lorsqu'une  courbe^  repi*ésentée  par  une  équation  entière, 
posse  par  l'origine,  elle  admet  en  ce  point  une  ou  plusieurs  tangentes,  et  Von 
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obtient  l équation  du  faisceau  de  ces  tangentes  en  égalant  à  zéro  l'ensemble 
des  termes  de  moindre  degré  dans  V équation  de  la  courbe. 

En  effet,  soit  f(x,  y)  =0  l'équation  de  la  courbe  ;  groupons,  dans  le  pre- 
mier membre,  les  termes  de  même  degré,  et  désignons,  en  général,  par  9,(0;,  y] 
l'ensemble  des  termes  de  degré  a.  La  courbe  passant  par  l'origine,  l'équa- 
tion ne  contient  pas  de  terme  constant;  donc,  si  l'on  écrit  les  termes  dans 
l'ordre  des  degrés  croissants,  l'équation  commence  par  des  termes  d'un  cer- 
tain degré  k{k  ^  1)  ;  elle  est  de  la  forme  : 

(^)  /"l^»  y)  =  "îkix,  y)  +  ^k+\ix,y)  + +  (f„^(x,  y)  =  0. 

On  a  vu  que  si  Ton  désigne  par  x,y  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
courbe,  coordonnées  qui  vérifient  l'équation  (1),  le  coefficient  angulaire  de  la 

tangente  à  l'origine  est  une  valeur  limite  de  ~-  lorsque  x  tend  vers  zéro 
(n^  139).  Posons  donc  : 

y 


X        " 


V  ou  :         y  =  ^(X. 


L'équation  (1)  devient,  cp;,.,  9^  +  ,,.;,  étant  homogènes  : 

fix,  yx)  =  x''  9A.(i,  y)  +  0^*  +  '  7/^  +  ,(i,  y)  -h  -+■  X"^  ^.«(l,  y)  =  0, 

ou,  en  divisant  par  x*"  : 

(2)  cp,(l,  y)  +  a;  cpA  +  i(l,  y)  + +  a;"»-*  <?,„(!,  y)  =  0. 

Gela  posé,  pour  qu'une  droite  OT,  issue  de  0,  non  confondue  avec  Oy,  ayant 
pour  coefficient  angulaire  c,  soit  tangente,  il  faut  et  il  suffit  que,  x  tendant  vers 
zéro,  il  y  ait  une  ou  plusieurs  valeurs  de  y,  racines  de  l'équation  (2),  qui  ten- 
dent vers  c;  ou,  d'après  le  Ihéorème  sur  la  continuité  des  racines  (n"  21i, 
note),  que  cette  équation  (2)  soit  vérifiée  pour  x  =  0,  y  =  c;  c'est-à-dire  que 
l'on  ait  : 

(3)  9A(.i,c)=0. 

Ce  résultat  exprime  que  toutes  les  droites,  non  confondues  avecOy,  du  fais- 
ceau ayant  pour  équation  : 
(4-)  Obix,  y)  =  0 

sont  les  tangentes  en  0,  distinctes  de  Oy. 

En  échangeant  les  rùlos  de  x  et  y,  on  arriverait  au  même  résultat  pour  les 
droites,  distinctes  de  Ox,  du  même  faisceau.  L'ensemble  des  tangentes  en  O  est 

■ 

donc  bien  représenté  par  l'équation  (4). 

Remauqce.  —  Lorsque  le  faisceau  d'équation  (4)  comprend  des  droites  ima- 
ginaires, il  ne  leur  correspond  aucune  branche  réelle  de  la  courbe  ;  on  dit  aloi^ 
que  la  courbe  a  des  tangentes  imaginaires  en  0. 

Ajoutons  qu'il  une  droite  réelle  OT,  de  coefficient  angulaire  c,  appartenant 
il  ce  faisceau,  peuv(!nt  ne  correspondre  que  des  valeurs  imaginaires  de  y  ten- 
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dant  vers  c  quand  x  tend  vers  zéro  ;  il  n*y  a  alors  aucune  branche  réelle  de 
courbe  tangente  à  OT,  et  Ton  dit  que  cette  droite  est  tangente  à  des  branches 
imaginaires  de  la  courbe. 

Exemple  I.  —  Lemniscate.  —  Noas  avons  vu  que  la  lemniscate  (ii«  214)  a  pour  équation  : 

y*  +  2(x*  +  c*)î/«  +  [x*  -  c»)  -  c*  =  0, 

ou  : 

(x«  4-  yy  +  2c*(y«  -  x«)  =  0. 

L'écpiation  y*  —  x*  =  0,  qui  donne  :  y  =  zh  or,  représente  donc  le  faisceau  de  ses  tangentes 
à  Turigine.  Par  conséquent  la  lemniscate  a  deux  tangentes  à  Vorigine  qui  sont  les  deux 
bissectrices. 

Exemple  II.  —  Reprenons  la  courbe  considérée  plus  haut  (n»  215),  dont  l'équation  est  : 

(1)  2xy*  +  ZxY  —  (^*  —  ay  =  0  ; 

nous  avons  vu  qu'elle  a  deux  points  singuliers  C(a,0),  C'(—  a,0). 

Pour  déterminer  les  tangentes  au  point  C,  transportons  l'origine  des  coordonnées  en  ce 
point,  ce  qui  revient  à  remplacer  x  par  x  -{-a  sans  changer  y  ;  l'équation  de  la  courbe 

devient  : 

2{x  4-  a)  y»  +  3(x  -f  a)*  y*  —  x*(x  +  2a)*  =  0. 

Il  y  a  donc  deux  tangentes  en  G  (fig.  138)  ;  le  faisceau  do  ces  tangentes  a  pour  équation  : 

3y*  —  4x"  =  0  : 

2 
leurs  coefficients  angulaires   sont  ±:  -^  ;  elles  sont  symétriques  par  rapport  à.  Ox. 

V  ^ 
Au  point  G',  les  tangentes  sont  parallèles  aux  précédentes,  en  vertu  de  la  symétrie  de  la 

courbe  par  rapport  à  Torigine. 

218.  Cas  particulier.  —  Étude  du  point  double.  —  Reprenons  Tëquation  (i) 
du  n®  217  et  faisons,  en  particulier,  /ç  =  2;  l'équation  est  alors  de  la  forme  : 

(1)  \x'  +  2Bj?y  +  Cy'  +  9s(x,  y)  +  9^(x,  y)  + =  0  ; 

la  courbe  a  deicx  tangentes  à  Torigine,  représentées  par  l'équation  : 

(2)  Ax^  +  2Ba?y  -f  Gy^  =  0. 

On  dit,  dans  ces  conditions,  que  l'origine  est  un  point  dotcble  de  la  courbe. 
En  discutant  alors  l'équation  (2j,  nous  avons  plusieurs  cas  à  distinguer  : 

I.  B*  —  AG  >  0  ;  les  deux  tangentes  sont  réelles  et  distinctes.  On  dit  alors 
que  Torigine  est  un  point  double  à  tangentes  distinctes. 

II.  B*  —  AG  <  0;  les  deux  tangentes  sont  imaginaires  ;  par  conséquent,  il 
ne  passe  aucune  branche  réelle  de  courbe  par  le  point  double.  On  dit  alors 
que  l'origine  est  un  point  isolé. 

III.  B*  —  AG  =0;  les  deux  tangentes  sont  confondues.  On  dit  alors  que 
l'origine  est  un  point  double  à  tangentes  confondues. 

Exemple.  —  Limaçon  de  Pascal.  —  Nous  avons  trouvé  plus  haut  (n^  206)  l'éiiuation  du 
limaçon  de  Pascal: 

(x*  +  y*  —  ax)*  —  r*(x*  -f  y*)  =  0. 

L'origine  0  est  donc  un  point  double,  et  le  faisceau  de  tangentes  a  pour  équation  : 

(a*  —  y-*)  x*  —  r«y«  =  0. 
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Par  conséquent,  pour  a  >  i\  le  point  0  est  extérieur  à  la  circonférence  (C)  qui  sort  à 
définir  le  limaçon  (n^  âÛ6)  ;  c'est  un  point  double  à  tangentes  distinctes  : 
pour  a  <  7',  0  est  intérieur  à  (G)  :  c'est  un  point  isolé  ; 
pour  a  =  r,  0  est  sur  (G)  ;  c'est  un  point  double  à  tangentes  confondues. 

Gcs  conclusions  résultent  d'ailleurs  immédiatement  de  la  définition  géométrique  delà 
courbe.  En  effet,  pour  que  le  point  M  du  limaçon  vienne  en  0.  il  faut  et  il  suffit  que  la 
droite  OM  soit  perpendiculaire  à  une  tangente  menée  deO  ù.  (G)  ;  ceci  montre  d'abord  queO 
n'appartient  à  la  courbe  que  s'il  est  extérieur  à  (G)  ou  situé  sur  (G),  et  que.  dans  ce  cas,  lf< 
tangentes  en  0  au  limaçon  sont  perpendiculaires  aux  tangentes  menées  de  ce  point  ù.  <C,. 

219.  Classification  des  points  d'une  courbe.  —  Définition.  —  On  dit  qii  un 
point  d'une  courbe  est  un  poi7it  multiple  d'ordre  A%  lorsque  la  courhe 
admet  en  ce  point  k  tangentes,  réelles  ou  imaginaires,  distinctes  ou  confon- 
dues. 

Si  Ton  a  :  A:  =  1,  on  ne  dit  plus  que  le  point  est  multiple,  mais  qu'il  est 
simple.  Si  Ton  a  :  A;  =  2,  k==S,...  on  dit  aussi  que  le  point  t'st  double, 
triple... 

D'après  cette  définition,  on  reconnait  V ordre  de  multiplicité  d'un  point  M 
d'une  courbe,  en  transportant  V origine  des  coordonnées  en  ce  point;  si  V en- 
semble des  termes  de  moindre  degré  dans  V équation  obtenue  est  de  degré 
k,  M  est  un  point  multiple  d'ordre  k. 

Par  exemple,  la  lemniscate  a  un  point  double  à  l'origine. 

On  peut  caractériser  un  point  multiple  d'ordre  k  par  la  propriété  sui- 
vante : 

Théorème.  —  Soit  M  un  point  multiple  d'ordi^e  k  d'une  courbe;  toute 
sécante  menée  par  M  coupe  la  courbe  en  k  points  au  moins  confondus  en 
M  ;  en  k  points  seulement,  si  elle  nest  ptjLS  tangente  en  M  ;  en  plus  de  k  points, 
si  elle  est  tangente  en  M. 

En  effet,  l'origine  des  coordonnées  étant  transportée  en  M,  nous  avons  vu 
que  l'équation  de  la  courbe  prend  la  forme  : 

(Ij  .  ?  (^,  y)  +  9fc  +  i(ic,  y)  + +  ?m(a;,  y)  =  0. 

Menons  par  l'origine  une  sécante  quelconque  :  y  =yx;  en  remplaçant  y  par 
yx  dans  l'équation  (1),  on  obtient,  par  un  calcul  qui  a  été  fait  plus  haut,  une 
équation  en  x  : 

(2)  x^^  9,(1,  y)  +x*  +  ^  ç,.,  ,(1,  y)  + +  a;«  9;„(1,  v)  =  0  ; 

et  à  chaque  racine  de  cette  équation  correspond  un  point  d'intersection  de  la 
sécante  et  de  la  courbe  ;  la  racine  nulle  a;  =  0,  en  particulier,  correspond  à 
l'origine.  Tout  revient  donc  à  remarquer  que  l'équation  (2)  a  au  moins  k 
racines  nulles  ;  qu'elle  en  a  A  seulement  en  supposant  ça-  ■+-  i(i,  y)  ^  0,  c'est-à- 
dire  la  sécante  non  tangente  en  0  ;  et  plus  de  k  en  supposant  ^,(1^  ï)  =  Oi  c'esl- 
à-dire  la  sécante  tangente  en  0. 

HÉciPROouE.  —  Si  une  sécante  menée  par  un  point  M  d'une  courbe,  et  dis- 
tincte d'une  tangente  en  ce  point,  coupe  la  courbe  en  k  points  confondus  en 
M,  M  est  un  point  multiple  d ordre  k  de  la  courbe. 
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Car,  d'après  le  théorème  précédent,  Tordre  de  multiplicité  de  M  nepeutétre 
ni  inférieur,  ni  supérieur  à  k. 

Remarque.  —  11  est  utile  d'observer  que  tout  point  multiple  eut  un  point  singulier,  et  ((ue 
tout  po'nt  simple  est  un  point  ordinaire. 

En  efTot,  en  transportant  l'origine  des  coordonnées  en  M,  l'équation  de  la  courbe  prend  la 
forme  (1)  ;  les  termes  de  moindre  degré  sont  donc  de  degré  k  dams  /\^',y),  de  degré  k  —  i 
dans  /i  et/J.  Si  M  est  multiple  {k  >  1),  f\a,\y),  /i.  fy  s'annulent  pour  a;  =  y  =  0,  et  M 
est  bien  un  point  singulier.  Si  M  est  simple  |Ar  =  1),  on  a  :  9*(j^,y)  =  a^'  +  by,  les  coeffl- 
cienls  a  et  6  n'étant  pas  tous  deux  nuls,  et,  pour  jl-  =  y  =:  0,  on  a  :  /i(0,0)  =  a,  fyiQ,0)  =  b  ; 
M  est  donc  un  point  ordinaire. 

De  là  résulte  que,  inveraement,  tout  point  singulier  est  un  point  multiple  et  tout  point  ordi- 
naire un  point  simple. 

Cette  remarque  est  essentielle,  car  elle  permet  de  remplacer  la  définition  analytique  du 
point  singulier,  qui  paraît  dépendre  du  choix  des  axes  de  coordonnées,  par  la  définition 
géométrique  du  point  multiple  qui  est  indépendante  de  ces  axes . 
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220.  Concavité.  Points  d'inflexion.  —  Nous  avons  établi  (n°  143)  qu'une 
courbe  est  concave  versOy  ou  versOy',  en  un  point  M  où  la  tangente  n'est  pas 
parallèle  à  Oy,  suivant,  qu'en  ce  point,  la  dérivée  seconde  y'  de  l'ordonnée 
par  rapport  à  l'abscisse  est  positive  ou  négative.  Si  cette  dérivée  y"  est  nulle, 
on  calcule  (n~  144  et  146)  les  dérivées  d'ordre  supérieur  y"^,  y^^\  ...,  jusqu'à 
ce  qu'on  en  trouve  une,  y^^\  qui  ne  s'annule  pas  au  point  M  ;  la  position  de 
la  courbe  par  rapport  à  la  tangente  en  M  dépend  alors  de  l'ordre  de  cette 
dérivée  et  de  son  signe  au  point  M. 

L'équation  de  la  courbe  étant  : 

(U  fi^.  1/)  =  0, 

nous  sommes  donc  conduits  à  calculer  les  dérivées  successives  y-\  y'",-- 

D'abord,  nous  savons  qu'en  un  point  M(a?,  y)  où  la  tangente  nest  pas 
parallèle  à  Oy,  fyix,  y)  n'est  pas  nul,  et  la  dérivée  première  y'  est  donnée 
par  l'équation  suivante  qui  se  déduit,  par  dérivation,  de  l'équation  (1)  : 

{i)  a^.  y)  +  yri(^.  y)  =  0., 

De  même,  on  déduit  de  cette  équation  (4),  par  dérivation,  une  nouvelle 
équation  : 

<3)  rU{x,  y)  +  ^'f%{x,  y)  +  y''f'^.{x,  y)  +  y^fl/x,  y)  =  0. 

qui  pennet  toujours  de  calculer  y",  en  vertu  de  l'hypothèse  fl{x,  y)  =^  0. 

En  continuant  ainsi,  de  proche  en  proche,  on  pourra  calculer  les  dérivées 
d'ordre  supérieur,  i/"',  y^^^,  ....  Par  conséquent,  la  méthode  permet  de  déter- 
miner, en  tout  point  M  de  la  courbe  où  fyix,  y)  n'est  pas  nul,  la  position  de 
la  courbe  par  rapport  à  la  tangente  en  M. 

La  môme  méthode  permettrait  de  calculer  les  dérivées  successives  x',  x^\ 

x"' de  l'abscisse  par  rapport  à  l'ordonnée,  en   tout  point  M(x,  y)   où 

f'xix,  y)  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  où  la  tangente  n'est  pas  parallèle  à  Ox, 
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Par  conséquent,  en  toul  point  M  de  la  courbe  où  fx  et  fy  ne  sont  pas  tous 
deux  nuls,  c'est-à-dire  en  tout  point  simple  de  cette  courbe,  on  saura 
résoudre  le  problème  de  la  concavité. 


221.  ExBMPLB.  —  Construisons  la  courbe  représentée  pa^"  Véqualion  : 
(I)  .r*  4-  y*  —  daJTfj  —  8a'  =  0. 

a  étant -une}  longueur  positive,  et  déterminons  le  sons  de  la  concavité  en  chacun   de  ses 
points  (flg.  139). 
L'équation  de  la  courbe,  ordonnée  par  rapport  à  t/,  est  : 

y^  —  Zojcfj  -f  j'  —  8a*  =  0. 

On  met  facilement  en  évidence  les  valeurs,  x  =  a  y  4.  a:  =  ta  y  2,  pour  les(]Uolles  rét{uaUon 

a  des  racines  multiples,  la 
valeur  x  =  2a,  pour  laquelle 
elle  a  une  racine  nulle,  au- 
cune valeur  finie  do  .»•  ne  don- 
nant de  valeur  infinie  de  y. 

Cela  posé,  la  discussion  de 
l'équation  se  fait  facîlcmeDt 
en  appliquant  le  théorème  de 
Roi  le,  et  conduit  au  tableau 
ci-contre  qui  permet  de  tracer 
la  courbe. 

Ktudions  maintenant  lac<m- 
cavité. 

Les  dérivées  y'  et  y"  de  y. 
considérée  comme  une  fonc- 
tion de  X,  sont  données  par  les  équations  suivantes,  formées  par  dérivations  successive  : 

{x*  -  ay)  +  y\y*  -  aar)  =  0,         2(x  —  ay'  +  y v**)  +  y"(y*  —  OJ*)  =  0  ; 
d*où  l'on  déduit  : 


X 

.y 

00 

-foc 

une  valeur  positive  (arc  PA) 

a^T 

-ay/'T,^a\^T,±ayt 

deux  valeurs  négatives  (arcs  BI,  BD). 

une  valeur  positive  (arc  AC). 

2a 

—  rt^/êT  0,  ay^6~ 

une  valeur  négative  (arc  DE), 

deux  valeurs  positives  (arcs  CA',  lA'). 

ta\/J 

rt     *^        3/^*        3/7~" 

—  2av4,  ay^4,  ayi 

une  valeur  négative  (arc  EP'). 

—  00 

00 

r'  —  ay 


n^_  2xy  (x^  4-  y'  —  3aJ'y  +  «') 

{y*  -  ax)^ 


ou,  en  tenant  compte  de  l'équation 
de  la  courbe  :• 

9a\ry 


y"  =  ~  2 


[y*  —  flxj» 


Tout  revient  donc  âétudier  le  signe 
dos  trois  quantités,  .r,  y,  y*  —  oj. 
Or,  y*  —  ax  est  le  premier  membre 
de  l'équation  dérivée:  /^(.ï*,  y)  =0: 
il  ne  peut  Aire  négatif  (jue  si  la  va- 
leur de  y  est  comprise  entre  les  deux 
racines  — ^ax  et  +  ^fi-ir  de  IVqua- 
lion  dérivée  :  ceci  n'arrive,  l'équa- 
tion étant  du  troisième  défions  (|u*' 
si  cette  équation  a  trois  nicinc> 
réelles,  et  pour  la  racine  moyenne 
seulement.  Donc,  pour  tous  lc^ 
points  des  deux  arcs  BI,  L\',  y*  —  a.» 
est  négatif;  pour  tous  les  antres,  il 
est  positif. 

Dans  ces  conditions.  Parc  PA,  qui 
correspond  à  des  valeurs  positive> 
de  y  et  à   des  valeurs  de  x  variant  de  —  ae  ù  a  ^/4.  a  une  concavité  qui  chang-e  de  sen* 
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ijuand  jr  passe  par  zéro,  cft  qui  correspond  à  la  valeur  //  =  2a;  col  arc  a  donc  une  iniloxion 
en  un  point  l'{0,  2a)  ;  sur  la  partie  Pr(.r  <  0,  y  >>0),  il  est  concave  vers  Oy,  et  sur  la  par- 
lie  l'A  i.r  >  0,  »/>  0),  il  est  concave  vers  Oy'.  Los  arcs  AC,  CA'ij;  >  0,  y  >  0.  j/*  —  a.?;  >  0) 
hont  concaves  vers  Oy'  :  l'arc  X'Ux  >  0,  y  >■  0,  y*  —  aa-  <  0)  vers  Oy  ;  l'arc  1B(j:  >•  0, 
y  <  0,  y*  —  a.r  <  0)  vers  Oy':  les  arcs  BD,  DE,  K[)fj  >  0,  y  <  0,  y*  —  a^v  >  0)  vers  Oy. 
AuT  points  A' et  B,  la  concavité  change  do  sons  parce  (jue  y*  —  ax  s'annule;  la  tan^jonte 
en  ces  points  est  donc  parallèle  à.  Oy,  et  il  n'y  a  pas  inflexion.  En  I  et  P,  la  concavité 

change  de  sens  avec  inflexion;  la  tangente  en  I  (âa,  0)  a  pour  coofficiont  angulaire  â.  et  la 

t 
tangente  en  P(0,  2a)  a   pour  coefficient  angulaire  -^  . 

Remarquons  enfin  qu'au  point  A,  y'  s'annule  et,  par  suite,  que  la  tangente  est  parallèle 
a  ()jL-. 

222.  Cas  d'une  tangente  en  un  point  singulier.  —  Ce  qui  précède  ne  permet 
il'éludier  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  une  tangente  que  si  le  point 
(le  contact  est  un  point  simple. 

Dans  le  cas  d'un  point  multiple,  on  peut  employer  la  méthode  suivante 
qui  s'applique  aussi,  en  particulier,  au  cas  d'un  point  ordinaire. 

D'abord,  on  transporte  l'origine  des  coordonnées  en  ce  point;  on  a  vu 
'0''  217)  que  l'équation  de  la  courbe  prend  alors  la  forme  : 

■ï»  9h{x,  y)  -[-  ç/t  +  ,(j;,  y)-+- +^m(ix^,y)  =0, 

et  que  le  faisceau  des  tangentes  en  ce  point  a  pour  équation  : 

Ola  fait,  considérons  l'une  de  ces  tangentes  OT,  et  soit  c  son  coefficient 
angulaire  ;  nous  supposons  ainsi  que  cette  tangente  n'est  pas  parallèle  à  Oy; 
dans  le  cas  contraire,  il  suffirait,  dans  tout  ce  qui  suit,  d'échanger  x  et  y. 

Posons,  comme  nous  l'avons  fait  pour  établir  l'existence  des  tangentes 

y 


'n°il7)  :  -^  =  v,  ou  : 

X 


S)  y  =  yx  ; 

réquation  (i)  devient  alors  une  équation  entière  entre  les  deux  variables  x  et  y  : 

-'*)  ?A.-C^  ï)  +^  T*  +  i('l.  t)+ +  ^'""■^'  ?m(l,  y)  =  0, 

équation  qui  est  vérifiée  pour  x  =  0,  y  =  c. 

Étudier  la  position  de  la  courbe  par  rapporta  sa  tangente  OT,  c'est  étudier 
l<s  valeurs  de  y,  racines  de  l'équation  (1),  qui  tendent  vers  zéro  quand  attend 

y 

vers  zéro,  de  telle  façon  que  -^-  tende  vers  c;  c'est  donc  éludier  les  valeurs 

de  y,  racines  de  réquation  (4),  qui  tendent  vers  c  quand  x  tend  vers  zéro. 
Nous  ne  résoudrons  la  question  que  dans  les  deux  cas  simples  suivants  : 
I.  La  valeur  y  =  c  est  racine  simple  de  réquation  9A(l>y)  =  0,  obtenue 
en  faisant  x  =  0  dans  V équation  (4). 

Dans  cette  hypothèse,  on  sait  que,  pour  des  valeurs  de  x  voisines  de  zéro, 
il  y  a  une  valeur  y,  fonction  de  x,  définie,  continue,  égale  à  c  pour  a?  =  0, 
«*l  ayant  des  dérivées  y',  /',  ...  que  l'on  sait  calculer  par  des  dérivations  suc- 
cessives de  l'équation  (4),  suivant  la  méthode  employée  au  n^  240.  On  en 
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déduit  lesdérivëes  successives  de  y  =  yx,  et  Ton  continue  le  calcul  jusqu'à  ce 
qu'on  obtienne  une  dérivée  d'ordre  supérieur  qui  ne  s'annule  pas  pour  j:=0. 

On  pourra  reconnaître  ainsi  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  la  tan- 
gente OT,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact  0. 

Dans  ces  conditions  (n***  143  et  146),  nous  savons  que  la  courbe  a  la  forme 
d'un  arc  ordinaire  passant  par  le  point  0,  situé  en  général  d'un  même  cùlé 
de  la  tangente  OT,  et  n'ayant  en  0  une  inflexion  que  dans  des  cas  particulier^ 

Par  exemple,  en  un  point  double  à  tangentes  distinctes,  la  condition  e<l 
satisfaite  pour  chacune  des  deux  tangentes  et  la  courbe  à  deux  branches 
ordinaires  se  coupant  au  point  double. 

Exemple.  —  Soit  la  lemniscate  dont  Tëquation  est  (n»  214)  : 

(^'  +  l/r  +  2c*(y«  -  x«)  =  0  ; 

celle  ci  devient  en  posant  y  =  p  : 

A^  +  T')'  +  2c'(y'  —  1)  =  0. 

Cette  équation  donne,  pour  x  =  0,  les  deux  racines  simples  ii=  1.  Considérons  seulement 
la  racine  -f-  ^i  ©t  étudions  y,  fonction  de  jc  qui,  pour  j;  =  0,  prend  la  valeur  -f-  i.  On 
obtient  par  dérivations  successives  : 

x*(...)  4-  2jc{i  +  Y*)«  +  4c*Yr'  =  0,        .t(...)  +  2{i  +  -^y  +  4c*y'*  +  ^c*r("  =  0  : 

2 
ce  qui,  pour  a;  =  0,  y  =  ti  donne  :  y'  =  0,  y"  = r  • 

Los  dérivées  successives  de  y  =  ^x  sont  : 

y'  =  Y  +  a'Y',        y"  —  2y'  +  ^7",        y'"  =  3y"  +  2,7'"  : 

leurs  valeurs,  pour  x  =  0,  sont  alors  : 

et,  dans  le  voisinage  de  x  =  0,  on  en  déduit  :  y"  <  0  pour  a-  >  0,  y"  >  0  pour  a:  <  0. 

La  lemniscate  (fig.  137)  a  donc  une  branche  passant  par  0,  tangente  à  la  première  bissec- 
trice (yé  =  1),  concave  vers  Oy'  pour  x  >  0,  vers  Oy  pour  x  <<  0,  ayant  donc  une  infleiîon 
en  0. 

On  en  déduit,  par  symétrie,  la  forme  de  la  seconde  branche  qui  passe  par  0. 

11.  La  valeur  x  =  ^  est  racine  simple  de  V équation  obtenue  en  faisant  7  =c 
dans  V équation  (4). 

Dans  ce  cas,  nous  considérerons,  inversement,  x  comme  une  fonction  du 
Y,  et  par  suite,  d'après  la  relation  y  =  yx,  les  deux  coordonnées  d'un  point 
de  la  courbe  comme  des  fonctions  d'un  même  paramètre  y- 

Gomme  dans  le  cas  précédent,  on  sait  que,  pour  des  valeurs  de  y  voisines  do 
c,  il  y  a  une  valeur  de  x,  fonction  définie  et  continue  de  y,  égale  à  zéro  ])our 
Y  =  c,  ayant  pour  y  --=  c  des  dérivées  successives  que  l'on  sait  calculer;  il  on 
est  de  même,  par  suite,  pour  y.  Dans  ces  conditions,  nous  savons  que  le  calcul 
des  dérivées  successives  de  ces  deux  fonctions,  pour  y  =  c,  permet  de  i-oron- 
naître  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  la  tangente  OT  (n®  17?>). 

Exemple.  —  Soit  la  cardio'ide  (n®  189),  cas  parlicuiier  du  limaçon  de  Pascal;  son  équaliuu 
(n«  206)  : 

U*  +  y*  -  (uif  —  fl'i.r*  4-  y«)  =  0, 


>^ 
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devient,  pour  y  =  ya-  : 

x*[\  +  Y«)  —  2ax{{  4-  Y«)  ^  flY  =  0, 

et  admet  la  solution  x  =  0,  y  =  0.  Or,  la  solution  ar  =  0,  correspondant  à  y  =  0,  est 
racine  simple.  Considérons  donc  x  comme  une  fonction  de  y,  prenant,  pour  y  ==  0,  la 
valeur  x  =  0;  on  obtient,  par  dérivations  successives  : 

a-(.-)—  2aA''  —  2a«Y  —  <>,        -  ^x"—  2a*  +  ^t-)  +  ^•'{-)  =  0  ; 

ce  (jui,   pour  y  =  0  et  a-  =r  0,  donne  a*'  ^=  0,  x"  =  —  a. 

Dans  le  voisinage  de  y  =  0,  t  passe  donc  par  un  maximun 
qui  est  nul  et  par  suite,  reste  négatif.  D'autre  part,  y  =  -^x  est  , 

négatif  pour  y  >  0   (arc  AO,  fig.  140).   et  positif  pour  y  <  ^  ^ 

(arc  A'O).  La  tangente  à  ces  deux  arcs  est  0.r  (y  ^=  0)  ;  et. 
comme  Jt-  reste  négatif,  ceux-ci  forment  ce  (lue  l'on  appelle  un 
rebroussemenl  de  première  espèce . 

On  vérifiera,  en  appliquant  la  méthode,  que  ce  rebroussoment 
est,  en  général,  la  forme  d'une  courbe  ayant  un  point  double  à 
tangentes  confondues. 

223.  Aperçu  de  la  méthode  générale.  —  Comparons  d'abord  ^'^'  ^^^' 

les  deux  méthodes  qui  nous  ont  servi  pour  déterminer  la  posi- 
tion de  la  courbe  par  rapport  à  l'une  de  ses  tangentes  OT  en  un  point  0  (a,  b).  La  première 
!n«  SiO),  qui  ne  s'applique  que  <ians  le  cas  où  le  point  de  contact  0  est  un  point  ordinaire, 
consiste  à  regarder  l'équation  de  la  courbe  f{x,y)  =  0  comme  délinissant  l'une  au  moins 
des  coordonnées,  y  par  exemple,  en  fonction  implicite  do  l'autre  j-,  l'onction  qui,  pour 
j-  =  a,  prend  la  valeur  y  =  6,  qui  est  continue,  et  dont  on  calcule  les  dérivées  successives. 

Dans  la  seconde  méthode,  on  pose  y  =  Y-''  ^^  ^'^^  transforme  ainsi  ré({uation  f{x,y)  =  {S 
en  une  autre  AU",  Y)  =  û-  ^^^  considérant  les  nouvelles  variablfs  j- et  y  comme  les  coor- 
données d'un  point,  cette  seconde  équation  définit  une  nouvelle  courbe  (CJ.  tout  point  U-,  y) 
de  (C)  correspondant  à  un  point  (x,\)  de  (CJ  ;  en  particulier,  le  point  O  de  la  courbe  (C) 
correspond  à  autant  de  points  0,  de  la  courbe  (Cj  que  (C)  a  de  tangentes  distinctes  en  0. 
Nous  avons  limité  l'application  de  cette  méthode  au  cas  où  tout  point  tel  que  O4  est  un 
point  simple  de  la  courbe  (C,)  ;  et  alors,  nous  n'avons  fait  qu"appli<iuer  à  cette  courbe  (C,) 
la  première  méthode,  en  regardant  l'une  des  coordonnées  y  ou  x,  comme  fonction  de  l'autre. 

Le  cas  laissé  de  C(Ué  est  donc  celui  où  le  point  0,  de  la  courbe  (C,)  serait  encore  un 
point  multiple;  mais  alors  on  pourra  faire  correspondre,  par  la  mt^nie  n)éthode.  la  courbe 
(C()  à  une  nouvelle  courbe  (C^)  et  le  point  Oi  à  un  ou  plusieurs  points  0«  de  (C^).  Si  ces 
points  sont  tous  simples,  on  pourra,  dans  le  voisinage  de  chacun  d'eux,  regarder  l'une  des 
roordonnées  d'un  point  de  (C,)  comme  fonction  do  l'autre,  et  calculer  ses  dérivées  succes- 
sives; en  remontant  &  la  courbe  (Ci.  les  deux  coordonnées  x  et  y  sont  aloi*s  des  fonctions 
continues  d'un  même  paramètre  /,  prenant  les  valeurs  a  et  6  pour  une  certaine  valeur  /•  du 
paramètre,  et  dont  on  connaît  les  dérivées  successives  pour  /  =  /«  ;  l'étude  est  alors  ter- 
minée. 

Dans  le  cas  où  le  point  0,  serait  multiple  de  (C^),  on  passerait  à  une  nouvelle  courbe  (C,),  et 
ainsi  de  suito.  On  démontre  en  Algèbre  que  la  suite  de  ces  opérations  est  limitée  ;  la  méthode 
devra  donc  toujours  réussir. 

On  pourra,  par  exemple,  l'appliquer  à  la  courbe  d'équation  : 

^y(-=c"  +  y*)  —  ^ayiy*  -  ^*}  +  2a*{y  —  x)*  -  o. 

On  déduit  de  ce  qui  précède  la  conséquence  suivante. 

Nous  avons  été  amenés  à  regarder  les  coordonnées  x  et  y  d'un  point  de  la  courbe,  ou  mieux 
d'une  branche  réelle  de  la  courbe,  comme  des  fonctions  continues  d'un  paramètre  /,  prenant, 
pour  t  =  /c,  les  valeurs  x  =  a,  y  =z  b.  Ces  fonctions  délinissent  donc  deux  arcs  réels  de 
la  courbe  (C)  tangents  en  O  à  la  droite  OT,  et  qui  correspondent  aux  valeurs  de  /  tendant 
vers  /o.  soit  en  croissant,  soit  en  décroissant.  Ce  résultat  pouvant  s'appliquer  à  une  ou 
plusieurs  branches  de  la  courbe,  toutes  tangentes  en  0  à  la  droite  OT,  le  nombre  total  des 
arcs  réels  de  la  courbe  aboutissant  en  O  et  tangents  à  OT  est  donc  un  multiple  de  2  ;  d'où 
cette  propriété  : 

Théorémb«  —  Dans  une  courbe  algébrique,  le  nombre  des  arcs  réels  aboutissant  en  un  point 
de  la  courbe,  avec  la  même  tangente^  est  toujours  pair. 
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BRANCHES  INFIiNIES  ET  ASYMPTOTES 

224.  Dans  rétude  des  branches  infinies  d'uno  courbe  algébrique  définie  par 
réquation  entière  f{x,  y)=0,  nous  procéderons  comme  dans  les  chapitres 
précédents,  et  nous  traiterons  d*abord  le  cas  particulier  des  asymplole-* 
parallèles  à  Oy. 

Asjrmptotes  parallèles  à  Oy.  —  Théorèmk.  —  Dans  une  courbe  algébrique 
représentée  par  une  équation  entière^  les  abscisses  des  asymptotes  parallèles 
à  Oy  sont  les  racines  de  l  équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  coefflcieni 
de  la  plus  haute  puissance  de  y  dans  l'équation  de  la  courbe. 

Ordonnons,  en  effet,  l'équation  de  la  courbe  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  y,  les  coefficients  de  ces  puissances  étant  des  polynômes 
entiers  en  x  ;  elle  se  met  sous  la  forme  : 

(1  )  yr^  ^Jx)  +  r  "**  9ite)  +  r  "  '  ?2te)  + =  0, 

ou,  en  divisant  par  y''  : 

1  1 

(2)  ^oix)  +  y  9ito)  +  -p-  cpate)  -f-  =0. 

On  sait  (n°  152)  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  droite  pa- 
rallèle à  Oy,  x=^a,  soit  asymptote  h.  une  ou  plusieurs  branches  infinies  de  la 
courbe,  est  que,  x  tendant  vers  a,  une  ou  plusieurs  valeurs  de  y,  racines  de 

réquation  (1  ),  croissent  indéfiniment,  ou  que  une  ou  plusieurs  valeurs  de—, 

racines  de  l'équation  (2),  tendent  vers  zéro.  En  vertu  de  la  continuité  des 
racines,  cette  condition  est  donc  que  l'équation  (2)  soit  vérifiée  pour  x  =  fl, 

i 

—  =  0,  ou  enfin  que  a  soit  racine  de  l'équation  : 

(3)  cpoù)  =  0.  C.  0.  F.  l). 

Remarque.  —  Lorsque  l'équation  (3)  a  des  racines  imaginaires,  il  ne  leur 
correspond  aucune  branche  infinie  réelle;  on  dit  alors  que  la  courbe  a  di- 
asymptotes  imaginaires  parallèles  h.  Oy. 

Remarquons,  de  plus,  qu'?i  une  racine  réi^lle  a  de  l'équation  (3)  peuvent  n^ 

correspondre  que  des  valeurs  imaginaires  de  —  tendant  vers  zéro  quand  x 

tend  vers  a;  dans  ce  cas  il  n'y  a  aumne  branche  rérlle  de  courbe  asymplot»' 
;\  la  droite  :  x=  a:  on  dit  alors  qu(*  rette  droite  est  asymptote  à  dos  bran- 
ches infinies  imaginaires  de  la  courbe. 

Exemple.  —  Soit  la  rourbe.  conslruito  piécédcMiiment  in»  21;lj  : 

2.nf  4-  3.i*.v*  -  {.r»  ~  ««)*  ^  0. 

En  appliquant  \o  tliéoivine  pircôdenL  on  ohliont  l'équation  x  -^0:  la  courbo  a  iloiw 
une  asymptote  parallrlo  à  0'/.  t'onfon«lu»'  awr  O.v  ;  <''t'sl  lo  n'-sultat  ol)tPnu  dans  la  mn- 
Iniclion  do  la  rourhe. 
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225.  Position  de  la  courbe  par  rapport  à  une  asjrmptote  parallèle  à  0^.  — 
Remarquons  d'abord  que  la  discussion,  par  rapport  à  y,  de  l'équation  de  la 
courbe  f{x,y)  =0  met  nécessairement  en  évidence,  comme  dans  le  cas 
d'une  équation  résolue  par  rapport  à  y,  les  asymptotes  parallèles  à  Oy  et  la 
position  de  la  courbe  par  rapport  à  ces  asymptotes. 

(Vest,  par  exemple,  le  cas  de  la  courbe  :  ïxy^  -\-  3x^y^  —  te*  —  a^y  =  0, 
que  nous  avons  construite  en  discutant  son  équation  par  rapport  h  y  (n**  215). 

Si  l'on  veut  faire,  a  pHori^  l'étude  de  cette  position,  on  pourra  appliquer  la 
niéibodeque  nous  avons  suivie  dans  la  recherche  de  la  position  d'une  courbe 
par  rapport  h  une  de  ses  tangentes. 

La  droite  (A)  te=  a)  étant  asymptote,  étudier  la  position  de  la  courbe  par 

rapport  à  (A)  revient  à  déterminer  les  signes  de  a; —  a  et  —  quand  x  tend 
vers  a,  y  croissant  indéfiniment,  a?  et  —  étant  liés  par  l'équation  (2).  Nous 
poserons,  dans  cette  équation  (2)  :  —  =  z,  et  nous  obtiendrons  ainsi  une 


équation  entière  entre  x  et  z  : 


K-é) 


y 

«pte,  z)  =  0, 


vérifiée  pour  les  valeurs  finies  a?  =  a,  z  =  0.  Il  suffit  d'appliquer  à  cette 
équation  la  méthode  indiquée  aux  n^  222  et  223,  qui  permet  d'étudier  une 
équation  entière  entre  deux  variables  y  et  x,  vérifiée  pour  les  valeurs  finies 

Y  ==  c,  a?  =  0. 

« 

Exemple.  —  Soil  la  courbe  d'équalion  : 
(  1  )  y-[x  —  a)*  (x  -f  a)  —  iyjrix  +  a)  (j;*  -f  a*)  +  x^{x'-  -\-  a*)  —  0. 

Elle  a  deux  asymptotes  parallèles  à  Oy  :  (A)  {x  =  a)  et  (A')  {x  =  —  a)  (lig.  Ul). 

Divisons  les  deux  membres  de  réquation  (i)  par  y*,  et  posons  —  =  z;  l'équation  devient  : 

V 


•2) 


{x  —  a)*{x  +  a)  —  2zx(x  +  a){x*  +  a*)  -|-  z'x'ix*  +  a*)  ■=  0. 


(A') 


(A) 


Pour  5=0.  elle  donne  une  racine  simple  x  =  —  a  et  une 
racine  double  x  =  a;  inversement,  pour  x  =a,  elle  donne  la 
racine  simple  s=  0,  et  pour  x  =  —  a,  la  racine  double  z  =  0. 

Pour  étudier  l'asymptote  (A),  considérons  donc  z  comme  une 
ronction  de  x  prenant,  pour  x  =  a,  la  valeur  2  =  0.  On  obtient, 
par  deux  dérivations  successives  de  Téquation  (2)  : 

U  —  a)*  4-  î(x  —  a)  (x  +  a)  —  tz'x(x  +  n){x*  +  a')  +  2  ( )  =  0, 

3,j-  — û)  +  2(x  +  a)— 2s"x(a:  +  a)(.r«4-a«)  +  ='( )  +  z( )  =  0; 

1 
ce  qui,  pour  ar==  a  et  s  =  0,  donne  :  s'  =  0,  z"  =:  -5-^  .   Donc, 

pour  jr  =  a,  5  passe  par  le  minimum  zéro,  et  par  suite,  i-oste 
positif  quand  x  tend  vers  a.  Il  y  a  donc  deux  arcs  de  la  courbe 
asymptotes  &  (A),  ayant  tous  deux  des  ordonnées  positives,  et 
correspondant  à.  des  valeurs  de  x  supérieures  à  a  pour  l'un,  infé. 
rieures  à.  a  pour  l'autre. 

Pour  étudier  l'asymptote  (A'),  considérons  x  comme  une  fonc- 
tion  implicite  do  s,  prenant,  pour  ^  =  0,  la  valeur  a-  =  —  a.  Fig.  141. 
Par  deux    dérivations  successives,  on  trouve,   pour  z  ~—  0,   les 

vaJeurs  ar  -=  —  a,  or'  =  0,  r"  =  a';  donc,  pour  z=  0,  x  passe  par  un  minimum  —  a  et  par 
>uite,  reste  supérieur  à  —  a  quand  z  tend  vers  zéro.  11  y  a  donc  doux  arcs  de  la  courbe 
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asymptotesi  à  (A'),  placés  tous  tloux  par  rapport  à  (A')  du  côte  do  Ox  et  ayant,  l'un  des 
ordonnées  posilivus  (r  >  0),  l'autre  des  ordonnées  négatives  {z  <  0). 

D'ailleurs,  la  discussion  de  l'équation  de  la  courbe  par  rapport  à  y  est  facile  ;  nous  lais- 
sons à  l'élève  le  soin  de  la  faire  et  do  construire  la  courbe,  ce  qui  permettra,  en  particnlier, 
de  vérifier  les  résultats  précédents. 

226.  Asymptotes  parallèles  à  Ox.  —  Toute  la  théorie  des  asymptotes  paral- 
lèles h  Ox  se  déduit  de  la  précédente  en  échangeant  simplement  x  et  y.  Dail- 
leurs,  l'étude  de  ces  asymptotes  est  renfermée  dans  le  cas  général  que  nous 
allons  traiter  maintenant.  Énonçons  seulement  la  règle  suivante  : 

Théorème.  —  Dans  une  courbe  algéhiHque  représentée  par  une  équation 
entière,  les  ordo7inées  des  asymptotes  parallèles  à  Ox  sont  les  racines  de 
V équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
de  X  dans  V équation  de  la  courbe. 

227.  —  L'étude  des  branches  infinies,  dans  le  cas  général,  se  fait  en  déter- 
minant successivement  le  coefficient  angulaire  des  directions  asymptotiques, 
puis  rordonnée  à  Torigine  des  asymptotes  et  enfin  la  position  de  la  courbe 
par  rapport  h  celles-ci. 

Directions  asymptotiques.  —  Théorème.  —  Dans  une  courbe  algébrique 
représentée  par  une  équation  entière,  l'équation  du  faisceau  des  directions 
asymptotiques  s'obtient  en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  tei'mes  de  plus 
haut  degré  dans  l'équation  de  la  courbe. 

En  effet,  soit  m  le  degré  de  la  courbe  ;  si  l'on  groupe  les  termes  de  même 
degré  et  si  on  les  écrit  dans  l'ordre  des  degrés  décroissants,  cette  équation 
est  de  la  forme  : 

(i)  f(x,  y)  =  ^Jx,  y)  4-  cp„,  _  i(x,  y)  -+-  çp,„  _  ate,  y) =  0. 

On  a  vu  (n°149)  que.  si  l'on  désignepar  ic,y  les  coordonnées  d'un  point  d'une 

branche  infinie,  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  asymptotique  non  pa- 

y 
rallèle  à  Oy  est  la  limite  de  - —  lorsque  x  croît  indéfiniment.  Posons  donc  : 

X 

•f-  =  ï^         ou  :        y  =  yx. 
L'équation  (I)  devient  : 

X"»  9m(i>  y)  +  a;»"-  *  ?m-  i(l,  y)  +  rr--">«-2(l,  y)  + =  0, 

ou,  en  divisant  par  x"*  : 

1  1 

(2)  ?„.(i,  y)  +  -9'n -  i(i,  y)  +  ^  u - 2(^.  y)  + =  0. 

Cela  posé,  pour  qu'une  direction  non  parallèle  à  Oy,  de  coefficient  angu- 
laire c,  soit  direction  asymptotique,  il  faut  et  il  suffît  que,  quand  ce  croît 

indéfiniment  ou  quand tend  vers  zéro,  il  y  ait  une  ou  plusieurs  valeurs 
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de  Y,   racines  de  Téquation   (2),  qui  tendent  vers  c   et,  par  conséquent, 
d'après  la   continuité   des    racines,    que    cette   équation   (2)    soit  vérifiée 

pour  —  =  0,  Y  =  c,  ou  que  Ton  ait  : 

(3)  (p„,(l,c)  =  0. 

Ce  résultat  exprime  que  toutes  les  droites  non  parallèles  à  0^  du  faisceau 
ayant  pour  équation  : 

sont  les  directions  asymptotiques  non  parallèles  h  Oy  de  la  courbe. 

En  échangeant  les  rôles  de  x  et  de  y,  on  arriverait  au  même  résultat  pour 
toutes  les  droites  non  parallèles  à  Oxdu  même  faisceau.  Le  faisceau  de  toutes 
les  directions  asymptotiques  est  donc  représenté  par  l'équation  (4). 

Remarque.  —  Lorsque  le  faisceau  d'équation  (4)  contient  des  droites  ima- 
ginaires, il  ne  leur  correspond  aucune  branche  infinie  réelle  ;  on  dit  alors 
que  la  courbe  a  des  directions  asymptotiques  imaginaires. 

Ajoutons  qu'à  une  droite  réelle  de  ce  faisceau,  de  coefficient  angulaire 

réel  c,  peut  ne  correspondre  que  des  valeurs  imaginaires  de  y  tendant 

1 

vers  c,  quand  —  tend  vers  zéro  ;  il  n'y  a  alors  aucune  branche  réelle  de 

x 

courbe  ayant  une  direction  asymplotique  parallèle  à  cette  droite  et  l'on  dit 
que  celle-ci  est  la  direction  asymptotique  de  branches  infinies  imaginaires. 

Exemple.  —  Soit  la  courbe,  déjà  étudiée  au  n*22l,  dont  IV'qualion  est  : 

-ï"'  -h  y'  —  ^a^y  —  8a*  =  0. 

Le  faisceau  de  ses  directions  asymptotiques  a  pour  équation  : 

J-»  +  y=  =  0. 

La  courbe  a  donc  trois  directions  asymptotiques  dont  les  coefficients  angulaires,  racines 
de  l'équation  : 

c»  +  1  =  0,        ou  :        (c  +  i)  (r*  —  c  +  1)  =  0, 

sont  —  1, 5 — ^  ;  la  première  est  réelle,  les  deux  autres  imaginaires. 

Go  a  trouvé,  en  construisant  cette  courbe  au  n»  221,  qu'elle  a  deux  branches  infinies 
récites  ;  celles-ci  ont  donc  pour  direction  asymptotique  commune  la  seconde  bissectrice. 

228.  Asymptotes  parallèles  à  une  direction  asymptotique  donnée.  —  Soit  c 
le  coefficient  angulaire  d'une  direction  asymptotique  de  la  courbe  : 

(1)  f{x,y)=^{). 

On  a  vu  (n®  186)  que  Tordonnée  h  l'origine  d'une  asymptote  de  coefficient 
angulaire  c  est  la  limite  de  y  —  ex  lorsque  x  croît  indéfiniment,  x  eiy  étant 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  branche  de  courbe  et,  par  conséquent,  véri- 
fiant l'équation  (1).  Transformons  donc  l'équation  (1)  en  posant  : 

y  —  ex  =  ^,         ou  :         2/  =  ex  -h  8. 
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On  obtient  une  équation  entière  entre  a?  et  S  : 

(2)  f{x,  cX'^^)  =  0, 

que  Ton  peut  toujours  ordonner  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  et 
qui  prend  alors  la  forme  : 

(3 )  ^"90(5)  -^-x^-  *Qi(8)  +  x"  -  »  92(8)  + =0, 

ou,  en  divisant  par  x^  : 

(4)  ?.(«)  +  ^  ?.(8)  +  ^  <p*(5)  + =0. 

Gela  posé,  pour  que  d  soit  l'ordonnée  h.  l'origine  d'une  asymptote  de  coeffi- 
cient angulaire  c,  il  faut  et  il  suffit  que,  quand  x  croit  indéfiniment  ou  quand 

1 
■ tend  vers  zéro,  il  y  ait  une  ou  plusieurs  valeurs  de  S,  racines  de  l'équa- 

tion  (4),  qui  tendent  vers  d,  ou  d'après  la  continuité  des  racines,  que  cette 

\ 
équation  (4)  soit  vérifiée  pour =  0,  0  =  rf.  On  trouve  ainsi  la  condition  : 

X 

(5)  ?o(rf)  =  0, 
et  l'on  peut  énoncer  la  règle  suivante  : 

Règle.  —  On  forme  Véquation  en  ô,  dont  les  racines  sont  les  ordonnées 
à  l'origine  des  asymptotes  de  coefficient  angulaire  c,  en  faisant  y  =^cX'\-<i 
dans  Véquation  de  la  courbe,  et  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  la  plus 
haute  puissance  de  x  dans  l'équation  obtenue. 

Nous  remarquerons,  comme  dans  les  questions  analogues,  que  l'équation  (5) 
ainsi  formée  peut  conduire  à  envisager,  soit  des  asymptotes  imaginaires,  soit 
des  asymptotes  réelles  qui  ne  sont  asymptotes  qu'h  des  branches  imaginaires 
de  la  courbe. 

Exemple  I.  —  Reprenons  la  courbe  : 

j:»  _|_  y»  _  Zaxy  —  8«*  =  0. 

Nous  avons  trouvé  (n»  227)  qu'ello  a  une  seule  direrUon  asymptoU([ue  réelle  de  coefli- 
cient  angulaire  —  1.  Posons  donc  : 

y  =  —  A-  4.  0  ; 
l'éciuation  devient  : 
j.^  -f  (0  —  .1)»  —  3aa  (0  —  J-)  —  8a'  =0,      ou  :      3.i«(o  +  a)  —  3j-o(o  +  a)  4-  0»  —  8a»  =  0, 

et  les  ordonnées  à  l'origine  des  asynipLotcs  sont  racines  de  l'équation  : 

0  +  a  —  0, 

«fui  a  une  seule  racine  —  «.  La  courbe  (lig.  139)  a  donc  une  seule  asymptote  dont  l'équation 

est  :    . 

1/  =  —  a-  —  a,        ou  :        or  -f  y  +  «  =  0. 

l'^XRMPLE  II.  —  Reprenons  la  courbe  : 
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étudiée  pr(>ci3(]einniont  {n°  213).  Le  faisceau  (ie  ses  directions  asymptoliques  est  : 

2j-y'  -f  ajt'V  —  -t*  =  0,        ou  :        JL'{tj  -\-  .r)*{iy  —  j)  =  0. 

La  courbe  a  donc  trois  directions  asvmptotiques  distinctes,  deux  simples  :  a-  =  0  et 
2y  —  a*  =r  0,  et  une  double  :  y  -^  j-  =  0. 

La  direction  a*  =  0  est  celle  de  Oy  ;  nous  avons  déjà  déterminé  (n«  224)  Tasymptote  cor- 
ivspondante,  0.y. 

l'our  étudier  la  direction  iy  —  j:  —  0,  nous  faisons  y  =  -—  +  ^  dans  l'équation  de  la 
»H>urbe:  il  vient  : 

2jY^  +  ^y  +  3a-«(~+  0 y  —  (X*  —  a*)*  =  0,     ou  :       ^ oj» -f  2j *(3o*  +  ««)  +  2.ro^  —  «*  =  0. 

On  obtient  la  condition  o  =:  0  ;  il  y  a  donc  une  asymptote  parallôlo  à  la  direction  2y  —  x  =  0, 
son  ordonnée  à  l'origine  ost  nulle  ;  c'est  la  droite  :  2i/  —  j-  -  -  0. 

Hnfin,  pour  étudier  la  direction  y  -\~  .r  =  0,  faisons  y  =;  —  .r-f-o,  l'équation  devient  : 

gj  (—  j:  +  3)» -|_  3u.»{_  X  +  0)*  —  (.r*  —  a*)«  =  0,     ou  :    x*{±a*  —  3o*)  +  2.ro'  —  a*  =  0 . 

La  condition  2a*  —  3o*  =  0  donne  :  6  =  ±  a  V /-r-  î  il  y  a  donc  deux  asymptotes  paral- 
lèles  à  y  +  j:  =  0.  ayant  pour  ordonnées  à  l'origine  ±  a  i/—  .  et  pour  équations 
y  +  a  -.  a  y/-l  =  0  et  y  +  a-  +  a  ^|-  =  0. 

En  résumé,  la  courbe  (fig.  138)  a  trois  asymptotes  non  parallèles  à  Oy  ;  elles  correspon- 
dent aux  trois  valeurs  de  y,  infinies  pour  j-  =  ao ,  que  nous  avons  obtenues  dans  la  dis- 
cussion de  l'équation  (n«2i5). 

229.  Position  de  la  courbe  par  rapport  à  une  asymptote.  —  Lorsqu'on  a 
déterminé  sur  une  courbe  le  sens  de  la  concavité,  on  en  déduit  la  position  de 
la  courbe  par  rapport  à  ses  asymptotes.  C'est  ainsi  que,  dans  l'exemple  ï,  on  a 
trouvé  (n^  221)  que  les  deux  arcs  Hl*',B'P,  asymptotes  c^i  la  droite  :  y  =  —  x  —  a, 
sont  concaves  vers  Oy  ;  ils  sont  donc  placés  au-dessus  de  cette  asymptote 
(fig.  139). 

Traitons  directement  la  question,  et  considérons  une  asymptote  y  ==  ex  +  d. 

Reprenons  Téquation  (4)  du  n®  228,  entre  y  —  ca;  =  5  et ;  en  y  posant 

.|  X 

=  ;;,  on  obtient  une  équation  entièf'e  entre  8  et  z,  vérifiée  pour  les  valeurs 

finies  Z=(l,  z  =  0  : 

(6)  9(S,2)=0. 

Or,  la  différence  entre  l'ordonnée  de  la  courbe  :  y  =  ex  +  ^  et  celle  de 
rxvsymptote  :  y  =  ex -\-  d,  pour  une  même  valeur  de  x,  est  5  —  d;  la  posi- 
lion  de  la  courbe  par  rapport  à   l'asymptote  dépend  donc  des  signes  de 

^  — d  oA  z  =  — ,  qui  tendent  simultanément  vers  zéro  en  vérifiant  l'équation 

X 

(6).  ïl  suffit  donc  d'appliquer  à  cette  équation  la  méthode  des  n*«  222  et  223. 

Kn  particulier,  conirne  au  n«  223,  on  nn  déduit  ce  qui  suit  : 

TiiÉORKMK.  —  Dans  une  courbe  tilf/éhrique,   le  nombre  de.t  arcs  réels,  asympfofes  à  une 
même  droite,  est  toujours  pair. 

KxEsiPLE.  —  Reprenons  la  courbe  du  n"  221.  L'ét[uation  enlre  o  et .  foroHM'  au  n»  228. 

1 
< II» vient,  on  y  posant  -^  —  z  : 

3(;$  4_  a\  —  3:o(o  +  a)  +  s»(o'  —  8^')  =  0  ; 
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pour  s  =  0,  elle  donne  la  racine  simple  o  =  —  a.  Considérons  donc  o  comme  une  fonction 
de  ;:,  prenant,  pour  3  =  0,  la  valeur  —  a.  Des  dérivations  successives  donnent  : 

3S'  —  3o(o  +  fl)  —  3so'(2o  +  a)  +  2s(o'  —  8a')  +  35«ô*o'  =  0, 

3o"  +  Sto^»  -  8a')  +  ...  =  0. 

Il  on  résulte  que  pour  s  =  0,  o  =;  —  a,  on  a  :  o'  =  0,  o"  >  0.  La  (onction  passe  donc  par  un 
minimum  —  a  pour  s  =  0  ou  — 7  =  œ  ;  et  par  suite,  la  courbe  est  placée  au-dessus  de  son 
asymptote  (fig.  139). 

230.  Branches  paraboliques.  —  L*ëtudo  des  branches  infinies  d'une  courbe 
algébrique  n'est  complète  que  si,  après  avoir  de'terminé  ses  directions  asymp- 
totiques,  puis  ses  asymptotes,  on  recherche  en  outre  si,  à  chaque  direction 
asymptotique,  correspond  une  ou  plusieurs  branches  paraboliques. 

Nous  supposerons  que  la  direction  asymptotique  n'est  pas  parallèle  à  Oy, 
autrement  il  suffirait  d'échanger  o;  et  y  dans  tout  ce  qui  suit,  et  nous  dési- 
gnerons par  c  son  coefficient  angulaire.  Nous  appliquerons  alors  la  proposi- 
tion suivante  : 

Théorème.  —  Pour  quune  courbe  ail  une  branche  parabolique  dans  la 

y 

direclion  de  coefflcienl  angulaire  c,  il  faulet  il  su f fil  que  —- c  tende  vers 

zéro  en  même  temps  que  y  —  ex  croit  indéfiniment,  x  et  y  désignant  les 
coordonnées  d'un  point  variable  de  la  courbe. 

1^  La  condition  est  nécessaire,  d'après  ce  que  nous  savons  d'une  direction 
asymptotique  (n°  149)  et  d'une  branche  parabolique  (n^  151). 

2®  Elle  est  suffisante,  car,  si  elle  est  remplie,  le  point  Mte,  y)  qui  décrit  la 
courbe  s'éloigne  indéfiniment  {y  —  ex  ^^oo).  la  direction  asymptotique  a 

pour  coefficient  angulaire  c  (lim.  -^—  =■  c),  et  enfin  l'asymptote  est  rejetée  à 

l'infini  [y  —  cx=^  oc). 
Ceci  posé,  tout  revient  donc  h  transformer  l'équation  de  la  courbe  (C)  : 

en  posant  : 

y 

c  =  2:,        y  —  cjj  =  0, 

et  à  vérifier  si  elle  est  satisfaite  pour  ;;  =  0,  8  =  »  . 

Pour  cela,  déterminons  d'abord  le  degré  de  l'équation  obtenue  par  rap- 
port là  5.  La  transformation  donne  : 

5  ^,  ,  8  ,        c8        8 

'z:  =  z,       dou:       a;  =  — ,        y  =  8 -4- —  =-^  (2:  + c). 

L'équation  obtenue  est  : 

/•[7,4{c  +  -)]-0; 

elle  est  donc  de  degré  m  en  8.  m  étant  le  degré  de  la  courbe  (C). 
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Ensuite,  il  faut  faire  2  =  0  dans  cette  équation  ;  pour  cela,  reportons-nous 
h  l'équation  (2)  du  n°  228  :  f{x,  ex  +  8)  =  0,  obtenue  en  faisant  y  =  cx  +  ^  dans 
réquation  de  la  courbe,  équation  qui  sert  pour  déterminer  les  asymptotes  de 
coefficient  angulaire  c  ;  et  ordonnons-la  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  x\  nous  avons  déjà  obtenu  : 

(3)  a;pço(8)  +  x^'-'  ?i(5)  +  a?^^-^  92(8)  + =  0, 

K»  r.,»«,,  d.n,  cette  .,„.Uo»,  .  =  i,  et  n.„,t,pU.„t  p.r  ..  on  tro.,. 
une  seconde  forme  de  l'équation  entre  <?  et  8  : 

(7)  8^  90(8)  +  z  8^-'  91(8)  +  2=^  8''-2  cp,(8)  + =  0. 

Pour  2  =  0,  elle  se  réduit  à  8/*  ©0(8)  =  0  et  la  question  revient  alors  à  cher- 
cher si  cette  équation,  de  degré  m  en  8,  ou  simplement  l'équation  : 

(S)  <P,(5)  =  0, 

de  degré  m  —  pen^,  a  des  racines  infinies. 

Or,  cette  équation  (5)*  est  précisément  celle  qui  donne  les  ordonnées  à 
l'origine  des  asymptotes  de  coefficient  angulaire  c  ;  d'où  la  conclusion  sui- 
vante : 

La  règle  énoncée  (n**  228)  pour  la  détermination  des  ordonnées  à  V origine 
des  asymptotes  de  coefficient  angulaire  c  s'étend  aux  asymptotes  rejetées  à 
rinflni,  c'est-à-dire  aux  dimanches  paraboliques,  à  condition  de  regarder 
réquation  (5)  ayant  pour  racines  ces  ordonnées^  comme  étant  de  degré 
m  — JE?,  m  étant  le  deg7*é  de  la  courbe,  p  le  degré  de  son  équation  par  rap- 
port à  x  quand  on  y  fait  y  =  ca?  +  8. 

Ajoutons  que  l'équation  (7)  entre  ,:?  et  8  sert  à  étudier  la   forme  des 

branches  paraboliques,  car  si  on  y  pose  :  8  =  —,  on  obtient  une  équation 

\  ^ 

entière  entre  z  et  t  =  -^  ,  vérifiée  pour  les  valeurs  finies  2  =  0,  /  =  0  ;  la 

méthode  des  n***  222  et  223  permet  de  reconnaître  des  signes  de  z  =  —  —  c  et 

A  X 

<  =  -^ ,  signes  qui  définissent  la  forme  de  la  courbe. 

EXEMPLE.  —  Considérons  la  courbe  : 

x{y  -  xf  -I-  2ay{.v*  -3^+  a\r'  -f  tf)  =  0. 

Les  directions  asymptotiques  de  la  courbe  sont  :  Taxe  Oy  {x  =  0)  qui  correspond  à  une 
asymptote  (x  -(-  2o  =  0),  puis  la  première  bissectrice  (y  —  x  =  0). 

Etudions  cette  seconde  direction  asyinptotiquc,  de  coefficient  angulaire  c  =  1  (fîg.  142). 
Nous  posons  y  =  a;  +  0  ;  l'équation  devient  : 

a;o»  -I-  2a(x  +  8)(2oa;  +  o*)  +  a*{2x*  +  2ox  +  o«)  =  0, 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à,  x  : 

2ax\a  -f  2o)  +  xo{2a*  -f  6flo  +  0*)  +  ao«(a  +  2o)  =  0  ; 

équation  qui  est  du  second  degré  en  x(p  =  2).  Or,  la  courbe  est  du  4»  degré  (?n  =  4)  ; 
réquation  qui  donne  les  ordonnées  à  l'origine  des  asymptotes  est  : 

a  -(-  2o  =  0  ; 
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elle  Hoit  ôli"e  considOrée  coiumc  ôlanl  du  second  déféré  im  —  p  =-  2i.  Elle  a  donc  une  racine 


a 


Unie  0  =: ^  et  une  infinie.  Dans  hi  dircolion  do  la  première  hi»scclrice,  la  eourlie  a  doiu- 

(i 
uneasymplolo  :  y  =  a' j^- et  une  hranclio  parabolique. 


En  posant  ensuite,  dans  i't*([uati()n  (*iitre  jl  et  o 

i 


—  -r  .         Jr 


tz   ' 


puis  en  multipliant  par  i*/*,  tin  (ïhtu'iil. 
entre  -  et  i,  l'éciuation  entière,  vérilior 
pour  ^  ^=  0,  /  ^=  0  : 

tal(at  +  2)  -f  z{iaH*  +  6a/  +  1) 

-f  az%al  +  2)  =  0. 

Pour  /  ^=  0,  elle  donne  la  racine  simple 
s  ==  0  ;  considérons  donc  z  comme  fonr- 
tion  de  /  ;  on  obtient  par  dérivation  : 

s'(l -f- 6«/ 4- l>rtV*) +-(....)-f4«  + /»....)— 0; 

d'où,  pour  t  -  -  0.  -  =r  0  :  s'  =:  —  4a.  Donc. 
z  (|ui  s'annule  pour  /  =  0,  décroît  ;  il  e?l 
positif  pour  /  <!  0,  négatif  pour  /  >-  0.  Or. 

l'iné^'alité   z  --  ^ 1  >  0  signifie  que 

la  droite  OM,  qui  joint  l'origine  au  point 
variable  Ml./;.»/),  a  un  coefficient  auf^u- 
laire  supérieur  ai,  et  /  ■<  0  signifie  (|uc 
l'asymptote  est  rejetée  à  l'infini  du  ctHr 
Fi  g.  142.  de  Oy'  par  rap[)ort  à  la  direction  asym|>- 

toti(iue  ;  ceci   correspond  à  une   brauclie 

parabolique  (A).  De  même,  l'inégalité  :  -<  0  pour/  >►  0  correspond  à  une  seconde  bi-anclic 

(A'). 


INTKRPRKTATION  DES  RESULTATS 


231.  Points  imaginaires  d'une  courbe  algébrique.  —  Étant  donnée  une 
courbe  algébrique  ((])  dont  l'équation  est  entière,  h  chaque  système  de  solu- 
tions réelles  x,  y,  de  Téquation  correspond  un  point  (x,  y)  de  la  courbe. 

Mais  réquation  est  vérifiée  aussi  par  une  infinité  de  systèmes  de  solutions 
imaginaires  x  =  ol-{-  a'i,  y  =  p-{-  p'i.  Pour  simplifier  le  langage,  il  est  com- 
mode de  dire  que  ces  nombres  imaginaires  sont  les  coordonnées  d'un  point 
imaginaire  de  la  courbe. 

Par  ejemple^  nous  avons  ramené  le  problème  dtî  l'intersection  d'une  droite  et  d'une  cir- 
conférence (n«>  115)  à  la  résolution  d'un  système  do  deux  équations  entières  en  x  et  y.  Le 
système  a  toujours  deux  solutions  n'cllcs  ou  imaginaires  ;  dans  le  premier  cas,  la  droite 
coupe  la  circonférence  en  deux  points;  dans  le  second  cas,  elle  ne  la  coupe  pas;  on  peut 
dire  alors,  en  simplifiant  le  langage,  qu'une  droite  coupe  toujours  une  circonférence  en 
deux  points  réels  ou  itnaginaires. 

232.  Points  à  l'infini  d'une  courbe  algébrique.  —  Thkurème.  —  Lorsquune 
courbe  algébrique  est  de  degré  m,  toute  sécante,  non  parallèle  à  une  direc- 
tion asymptotique  de  la  courbe,  coupe  celle-ci  en  m  points  réels  ou  imagi- 
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tiaires,  distincis   ou  confondus;  toute  sécante  parallèle  à  une  direction 
asymptotique  coupe  la  courbe  en  moins  de  m  points. 
En  effet,  mettons  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme  (1)  du  n°  247  : 

<  0  f{^>  y)  =  9mix»  y)  +  Çm  -  \{Xy  y)  -^  9m  -  2{x,  y)  +. =0, 

et  soit  une  sécante  quelconque,  d'équation  : 

(2)  y  =  ya?4-8. 

L'équation  aux  abscisses  de  leurs  points  d'intersection  est  : 

(3)  f(x,  Ya:  +  S)  =  ?m(a;,  Y^4-^)  +  ?"i-i(a:,  Yir  +  8)  + =0. 

Or,  cette  équation  en  x  est  au  plus  de  degré  m;  de  plus  le  terme  de  degré  m 
ne  peut  provenir  que  de  ^^{x,  y  x  +  5j,  et  s'obtient  en  y  remplaçant  8  par 
zéro;  c'est  donc  ^m{x,  y  x)  ou  a:'"cp,„(l,  y). 

Par  conséquent,  si  Ton  a  :  9,„(1,  y)  =^  0,  c'est-îi-dire  si  la  sécante  n'est  pas 
parallèle  à  une  direction  asymptotique,  l'équation  (3j  est  de  degré  m;  elle  a 
m  racines,  réelles  ou  imaginaires,  distinctes  ou  confondues;  la  sécante  coupe 
la  courbe  en  m  points^  réels  ou  imaginaires,  distincts  ou  confondues. 

Dans  le  cas  contraire,  si  l'on  a  :  9„,(1,  yj  =  0,  c'est-à-dire  si  la  sécante  est 
parallèle  à  une  direction  asymptotique,  l'équation  (3)  est  de  degré  inférieur 
à  m  et,  en  excluant  le  cas  où  elle  serait  une  identité,  c'est-à-dire  où  la  sécante 
ferait  partie  de  la  courbe,  cette  sécante  coupe  la  courbe  en  moins  de  m  points. 

Définition.  —  Dans  ce  dernier  cas,  on  peut  regarder  l'équation  (3)  comme 
une  équation  de  degré  m,  ayant  au  moins  une  racine  infinie,  et  dire  alors  que 
l'un  au  moins  des  points  d'intersection  de  la  sécante  et  de  la  courbe  est  rejeté 
à  l'infini.  Le  point  à  l'infini,  commun  à  toutes  les  sécantes  parallèles  à  une 
direction  asymptotique,  appartient  donc  à  la  courbe  ;  on  dit  que  c'est  un  point 
à  Vinfini  de  la  courbe,  de  sorte  qu'à  chaque  direction  asymptotique  corres- 
pond un  point  à  Vinfini. 

233.  Classification  des  points  à  Tinfini.  —  On  classe  les  points  à  l'infini 
d'une  courbe  algébrique  comme  les  points  à  distance  finie  (n°  219),  et  l'on  dit 
qu'un  tel  point  est  un  point  multiple  d'ordre  k  lorsque  la  courbe  admet,  paral- 
lèlement à  la  direction  asymptotique  correspondante,  k  asymptotes,  réelles 
ou  imaginaires,  distinctes  ou  confondues,  h  distance  finie  ou  infinie. 

Si  l'on  a  :  A  =  1,  on  ne  dit  plus  que  le  point  est  multiple,  mais  qu'il  est 
simple. 

D'après  cette  définition,  on  reconnaît  Vordre  de  multiplicité  d'un  point  à 
Vinfini  d'une  courbe  en  se  reportant  à  la  règle  énoncée  plus  haut  (n*  230);  on 
pose  y  =ca?  +  8  dans  l'équation  de  la  courbe,  c  étant  le  coefficient  angulaire 
de  la  direction  asymptotique  correspondante  ;  si  m  est  le  degré  de  la  courbe, 
p  celui  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  l'équalion  obtenue,  l'ordre  de 
multiplicité  de  ce  point  est  égal  h  m  — p. 
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On  peut  d'ailleurs  caractériser  un  point  multiple  d'ordre  k  à  l'infini  par 
la  propriété  suivante,  identique  h  celle  des  points  à  distance  finie. 

Théohèue.  —  Toute  sécante,  passant  par  un  point  à  V infini  d'ordre  de 
multiplicité  égal  à  k,  coupe  la  courbe  au  moins  en  k  points  confondus  à 
l'infini,  et  en  k  points  seulement  si  cette  sécante  n'est  pas  une  asymptote, 
en  plus  de  k  points  si  c'est  une  asymptote. 

En  effet,  soient  f{x,  y)  z=0  l'équation  de  la  courbe  et  y  =  ex +  5  celle  d'une 
sécante  parallèle  à  une  direction  asymptotique.  L'équation  aux  abscisses  de 
leurs  points  d'intersection,  f(x,  cj?  +  8)  =  0,  a  déjà  été  formée  dans  la 
recherche  des  asymptotes  (n°  228),  et  mise  sous  la  forme  : 

(4)  x^  9o(8)  +  a;"-*  çi(Ôj  +  xf'-^^ii^)  + =  0. 

Le  pointa  l'infini  de  la  courbe,  dans  la  direction  de  coefficient  angulaire c, 
est  alors  d'ordre  égal  h  k  =  m  —  p,  et,  d'autre  part,  cette  équation  (4),  con- 
sidérée comme  une  équation  en  x  de  degré  m,  a  au  moins  m  —  p  ou  & 
racines  infinies;  elle  en  a  k  seulement  pour  çpo(^)  ^  0,  et  plus  de  k  pour 
?o(8)  =  0. 

Dans  le  premier  cas,  on  a  vu  que  la  sécante  n'est  pas  asymptote,  elle  coupe 
la  courbe  en  k  points  confondus  à  l'infini  et  en  k  seulement.  Dans  le  second 
cas,  la  sécante  est  asymptote  et  coupe  la  courbe  en  plus  de  k  points  confondus 
à  l'infini.  C.Q.F.D. 

RÉCIPROQUE.  —  Si  une  sécante,  parallèle  à  une  direction  asymptotique  et 
distincte  dune  asymptote,  coupe  la  courbe  en  k  points  confondus  à  l'infini, 
le  point  à  Vinfini  de  cette  sécante  est' un  point  multiple  d'ordre  k  de  la 
courbe. 

Car,  d'après  le  théorème  direct,  l'ordre  de  multiplicité  de  ce  point  à  l'infini 
ne  peut  être  ni  inférieur  ni  supérieur  à  k. 

234.  Formules  générales.  —  Écrivons  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme  déjà  em- 
ployée (n*  227)  : 

f(x,y)  =  <Pto(^,  y)  +  ©w  -  \(x,  y)  4-  om  - %(x,  y)  +...==  0. 

En  posant  '.yr=  ex  -{-^^  cl  en  développant  chaque  terme  suivant  les  puissances  de  o  par 
la  formule  de  Taylor,  on  obtient  : 


5* 


Çm(jC,  ex  +  0)  =  ^m[x,  ex)  +  0  «pmU-,  cx)  +  -g-  f^m{c,  Cx)  +  .... 

•Sa 

=  X>«  Pm(l,  C)  +  oa-m-  1  Om(i,  c)  +  -|-  arm-2   cp^(l,  c)  +  ... 

Om-l(a',  CX  -f  0)  =  JC'"-«  Oin-l(l,c)  +  ôar'«-2  Ç>m-l(l.c)  +  ... 
Om  -  2(.r,  CX  +  0)  =  a'»  -  î  Çm  -  2(1 ,  c)  -\-  oa'»  -  s  o„^  _  2(1,  c)  +  ... 

toutes  les  dérivées  étant  prises  par  rapport  à  la  variable  y. 
L'équation  f(x,  cx  +  o)  =  0,  ordonnée  par  rapport  à  x,  devient  : 

X^Om(\y  c)  -I-  .fi  -  *[0Om(l,  c)  +  Om  -  l(l,  C)] 

+  ^-m  -2[-Y  o';,{i,c)-^rlo'm^x(\,c)  +  ?«-2(l,  o]  +...  =  0. 
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dans  la(iuelle  Om(l.  c)  est  nul,  c  étant  le  coefficient  angulaire  d'une  direction  asyniptotique. 
I.  Point  Himple.  —  Si  Om(l,c)  et  Om  — t  (l.c)  ne  sont  pas  tous  deux  nuls,  l'équation  précô- 
ilenlc  est  de  degré  m  —  1  en  x  ;  le  point  à  l'infini  linlfiimple,  et  il  va  une  asymptote,  à  dis- 
tance finie  ou  infinie,  dont  l'ordonnée  à  l'origine  d,  obtenue  en  annulant  le  coefficient  de 
^"»-i,estin"228  et  i30)  : 

U.  Point  double.  —  Si  l'on  a  :  ©m{l, c)  =  om~  i{1  ,c)  =  0,  le  coefficient  de  a*»  -  2  n'étant  pas 
identiquement  nul,  le  point  à  l'infini  est  double  (n*  233),  et  il  y  a  deux  asymptotes,  réelles 
ou  imaginaires,  distinctes  ou  confondues,  à  distance  finie  ou  infinie,  dont  les  ordonnées  à 
rorigine  sont  les  racines  de  l'équation  en  d  : 

"Y  ?m(l,C)  +  d  Om-l(l,c)  +  Om-2(\,c)  =  0. 

235.  Retour  sur  la  méthode  de  construction  d'une  courbe  :  fix,  y)  =  0.  — 
La  discussion  de  Téquation  d*ime  courbe  :  f{x,  y)  =  0  par  rapport  à  l'une  des 
coordonnées  peut  être  difficile,  souvent  môme  impraticable.  Dans  ce  cas,  on 
peut  étudier  l'intersection  de  la  courbe  par  une  sécante  variable  passant  par 
un  point  fixe  A  pris  sur  la  courbe,  h  distance  finie  ou  infinie,  de  préférence 
un  point  multiple.  On  choisit  ce  point  après  avoir  déterminé  soit  les  asymp- 
totes, soit  les  points  multiples  de  la  courbe. 

Lorsque  A  est  un  point  multiple  d'ordre  k  et  la  courbe  de  degré  m,  l'équa- 
tion aux  abscisses  des  points  de  rencontre  de  la  courbe  et  de  la  sécante 
variable  issue  de  A  est  de  degré  m  —  &.  Si  cette  équation  est  simple,  en  par- 
ticulier si  elle  est  du  premier  ou  du  second  degré,  on  pourra  discuter  cette 
équation  qui  dépend  d'un  paramètre  variable  et  construire  la  courbe. 

Par  exemple,  la  construction  d'une  cubique  à  point  double  sera  ainsi 
ramenée  k  la  discussion  d'une  équation  du  premier  degré  ;  la  construction 
d'une  cubique  quelconque,  ou  d'une  quartique  à  point  double,  se  ramènera  à 
la  discussion  d'une  équation  du  second  degré. 

Exemples.  —  I.  Reprenons  la  courbe  :  jr*-|-y'  —  3a»ry  ~  8a'  =  0,  construite  précédemment 
(n«  «1). 

On   peut  éviter  la  discussion  d'une  équation  du  troisième  degré  en  y,  en  coupant  la 
courbe  par  la  droite  variable  :  y  =  —  x  -{-  0,  parallèle  à  une  direction  asyraptotique. 

L'équation  aux  x  des  points  d'intersection,  déjà  formée  dans  la  recherche  des  asymptotes 
fn»  228),  est  : 

ar«(o  +  a)  —  3x0(0  +  a)  -f  $»  _  8fl*  =  0  ; 

nous  avons  donc  à  discuter  une  équation  du  second 
degré  en  x.  Elle  a  des  racines  multiples  si  l'on  a  : 

9o«(o  -h  a)*  —  12(8  4-  a)(o»  —  8a^)  =  0. 
ou  :         (o  +  «)(o»  —  3ao*  —  32tf»)  =  0  ; 

c'est-à-dire  pour  les  valeurs  0  =  —  «  et  0  =  rf. 
d,  valeur  comprise  entre  ia  et  5a,  étant  la  racine 
unique  du  trinôme  0*  —  3flo*  —  32a'.  Elle  a  au 
moins  une  racine  infinie  pour  0  =  —  a,  et  une 
racine  nulle  pour  0  =  2a.  La  discussion  s'achève 
facilement,  et  se  résume  dans  le  tableau  ci-contre 
où  x'  et  x"  désignent  les  deux  racines  de  cette 
équation. 


0 

X 

—  ao 

aucune  valeur 

—  a 

x'       00,  x"       00 

x'  <0,  x">  0 

2a 

x'  —  0,  x"  =  2a 

d 

x'  >  0,  x"  >  0 

d 

aucune  valeur 

+  00 


On  retrouve  facilement  la  courbe  construite  au  n«  221 

Thf.ssiû  kt  Thybaut.  Géométrie  analytique. 
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II.  Soit  la  courbe  :  y*{x  —  a)  —  or*  =  0,  ou  y  =  ±  i  / — i- —  ,  construite  au  ii«  i  57. 

\  X  —  a 

Elle  a  un  point  double  en  0  ;  en  la  coupant  par  y  =  tx,  droite  issue  de  0,  on  obtient  une 
équation  en  Ji,  qui,  débarrassée  de  ses  deux  racines  nulles,  devient  : 

t*(a'  —  a)  —  a:  =0,         d'où  :         x  =    „  . 

t*  —  i 

En  discutant  cette  valeur  de  .r  en  fonction  de  t,  on  en  déduit  facilement  la  courbe. 

Remarque.  —  On  remarque,  ainsi  qu'on  le  voit  sur  ces  deux  exemples,  que  la  méthode 
employée,  qui  consiste  à.  couper  la  courbe  (C)  par  une  séance  variable  issue  d'un  de  ses  poioU 
A.  met  en  évidence  les  tangentes  en  ce  point,  ainsi  que  la»  position  de  la  courbe  par  rapport 
&  ces  tangentes  ;  si  A  est  k  l'infini,  ces  tangentes  sont  dôs  asymptotes. 
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236.  Conditions  pour  que  deux  courbes  algébriques  soient  confondues.  — 

On  dit  que  deux  courbes  (C)  et  (D)  se  confondent  lorsque  tout  point  de  Tune, 
réel  ou  imaginaire,  est  aussi  un  point  de  l'autre,  au  même  oi'di^e  de  muHipli- 
cité. 

Théorème.  — Pour  que  deux  courbes  algébriques  soieni  confondues^  il  faut 
et  il  suffit  que  les  premiers  membres  de  leurs  équations  entières  en  x  et  y 
soient  identiques  à  un  facteur  constant  pi'ès  non  nul. 

Soient,  en  effet,  (G)  et  (D)  ces  deux  courbes,  et  soient  : 

(1)  f{x,y)  =  0,        9(x,y)  =  0, 

leurs  équations  entières. 
La  condition  est  manifestement  suffisante,  montrons  qu*elle  est  nécessaire. 
Supposons,  en  effet,  que  les  courbes  (G)  et  (D)  soient  confondues  et,  si  elle? 

sont  de  degrés  différents,  soit  (C)  celle  de  degré  le  plus  élevé. 
Gonsidérons  la  courbe  (D,  représentée  par  Téquation  : 

(2)  f(x,  y)+-k  g{x,  y)  =  0, 

où  "k  est  un  facteur  arbitraire.  Quel  que  soit).,  tout  point  ^{Xo,  yo),  réel  ou 
imaginaire,  appartenant  k  (G),  appartient  aussi  h  (F),  car  ses  coordonnées, 
vérifiant  les  deux  équations  (i),  vérifient  aussi  Téquation  (2)  ;  de  plus,  s'il  est 
un  point  multiple  d'ordre  p  de  la  courbe  (G),  il  est  au  moins  du  même  ordre 
pour  (F),  car,  en  effectuant  la  transformation  de  coordonnées  : 

x  =  Xo  ir^,        y  =  2/o  +  Y, 

les  termes  de  degré  inférieur  à  p  disparaissent  dans  les  deux  équations  (i,. 
et,  par  suite  aussi  dans  l'équation  (2).  Entin,  cette  courbe  (F)  a  même  degré  wi 
que  la  courbe  (G).  Gela  posé,  soit  Sia,  b)  un  point  quelconque,  non  situé  sur 
la  courbe  (G)  ;  on  peut  donnera),  une  valeur  non  nulle,  telle  que  la  courbe  (Ci 
passe  par  ce  point  S,  en  prenant  : 

'-      *-      g{a.b)  ' 
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ce  qui  est  possible,  puisque  f{a,  b)  et  gia,  b)  sont  tous  deux  différents  de  zéro. 
Nous  allons  montrer  que,  dans  ces  conditions,  Téquation  obtenue  : 

(3j  f(x,  y)  —  kg{x,  y)  =  0, 

est  nécessairement  une  identité. 

En  effet,  menons  par  S  une  droite  quelconque  (A),  rencontrant  la  courbe  (C) 
en  m  points  distincts,  tous  à  distance  finie  ;  cette  droite  (A)  rencontre  la 
courbe  (F;  en  ces  mêmes  points  et  en  un  (m  +i)%  S;  elle  fait  donc  partie  tout 
entière  de  (f).  Ceci  ayant  lieu  pour  une  infinité  de  droites  (A),  issues  de  (S), 
l'équation  (3)  est  nécessairement  une  identité.  On  a  doric  : 

f{x,  y)  —  kgix,  y)  =0,        ou  :        f{x,  y)  =  kg{x,  y). 

Remarque.  —  La  condition  relative  à.  Tordre  de  inulliplicitë  de  tout  point  de  chaque 
courbe  est  essentielle.  Par  exemple,  on  peut  concevoir  deux  courbes,  telles  que  : 

xy  =  0,        x*y  —  0, 

formées  toutes  deux  des  deux  axes  de  coordonnées,  et  qui  ne  sont  pas  confondues  ;  car  tout 
point  de  Taxe  Oy  est  un  point  simple  pour  la  preiuière,  double  pour  la  seconde. 

11  en  est  de  même  de  la  condition  relative  aux  points  imaginaires.  Par  exemple,  on  peut 
concevoir  deux  courbes,  toiles  que  : 

x(y*  +  a')  =  0,        x[x*  +  y*  +  «')  =  0, 

représentées  toutes  deux  par  l'axe  0?/  ;  elles  ne  sont  pas  confondues,  car  elles  n'ont  pas  les 
mêmes  points  imaginaires. 

237.  Courbes  dëcomposables,  courbes  indécomposables.  —  Considérons 
deux  courbes  algébriques  (C)  et  (D),  définies  par  leurs  équations  : 

f{x,  y)  =  0,        g{x,  y)  =  0, 

Ja  première  de  degré  p,  la  seconde  de  degré  q.  On  peut  toujours  considérer 
l'ensemble  des  deux  courbes  (Cj  et(D)  comme  formant  une  seule  courbe  algé- 
brique (r),  de  degré  p-\-  q,  représentée  par  l'équation  : 

f{x,  y)  X  g(x,  y)=0. 

Dans  ces  conditions,  on  dit  que  la  courbe  (f)  est  décomposable,  et  qu'elle 
est  formée  des  courbes  (C)  et  (D).  On  peut  de  même  envisager  des  courbes 
algébriques  décomposables,  formées  de  plus  de  deux  parties. 

Nous  n'indiquerons  pas  d'autre  procédé  général,  permettant  de  reconnaître 
si  une  courbe  algébrique  est  décomposable  ou  non,  que  celui  qui  consiste  à 
résoudre  et  discuter  son  équation  par  rapport  kxony.  On  sait  cependant  que 
si  une  droite  (A)  rencontre  une  courbe  (T),  de  degré  m,  en  plus  de  m  points, 
elle  fait  partie  tout  entière  de  la  courbe  (F)  (n°  210). 

L'ne  courbe  du  second  degré  ne  peut  avoir  un  point  double  A  sans  se 
décomposer;  caria  droite  AM,  qui  joint  ce  point  double  h  un  autre  point 
quelconque  M  de  la  courbe,  couperait  celle-ci  en  trois  points,  dont  deux  con- 
fondus en  A. 
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Une  courbe  du  troisième  degré  ne  peut  avoir  deux  points^  doubler  dis- 
tincts A  et  B,  sans  se  décomposer;  car  la  droite  AB  qui  joint  ces  deux 
points  couperait  la  courbe-  en  quatre  points,  deux  h  deux  confondus  en 
A  et  B. 

En  général,  une  courbe  algébrique  n'est  pas  décomposable. 

238.  Inégalité  rationnelle  à  deux  inconnues.  —  Théorème.  —  "fouie  couthe 
algébrique,  d'équation  f{x,  y)  =  0,  partage  le  plan  en  régions,  les  une^ 
dans  lesquelles  le  polynôme  entier  f{x,  y)  est  toujours  positif,  les  autres 
dans  lesquelles  il  est  toujours  négatif,  xety  désignant  les  coordonnées  dm 
point  quelconque  du  plan. 

Considérons,  en  effet,  deux  points  quelconques  du  plan  A(Xo,  j/o),  B(xi.yi> 
On  sait  (n°  40)  que  les  coordonnées  de  tout  point  M  de  la  droite  qui  joint  ce< 
deux  points  sont  de  la  forme  : 

a^o  +  A  Xi  _  j/o  +  >^  yi 

^—   i+).   '     y—  i  +  x  ' 

ÂM 

expressions  dans  lesquelles  le  paramètre  1  désigne  le  rapport  —  - —  et  varie. 

en  particulier,  de  0  à  -f-  oo  quand  le  point  M  décrit  le  segment  de  droite  AB. 
Ce  point  M  est  en   outre  situé  sur  la  courbe  proposée  (Ci,   d'équation 
f(^x,  y)  =  0,  si  ).  vérifie  la  condition  : 

n\  JXo  +  \x,     yo  4-  A  y,  \ 

^^f  ^\     1  +  A     '      i  +  A   )-^^' 

On  forme  ainsi  une  équation  en  a,  dont  chaque  racine  correspond  à  un 
point  d'intersection  de  (C)  avec  la  droite  AB.  Cette  équation  est  rationnelle  et 
son  premier  membre  n'est  discontinu  que  pour  la  valeur  a  =  —  1, 

Cela  posé,  substituons  0  et  +  oc  dans  ce  premier  membre.  Pour  a  =  0,  le 

'    1.  X   j        u  *•»  ^-  *   /•/         \  -  Xo  +  ^i    yo  +  Ay» 

résultat  de  substitution  est  /(x'o, yo)  :  pour  a  =  oc,  -^ — :— r —  ,  ^ — — r— he 

1    — f~  A  1   — |—  A 

réduisent  à  Xi,  yi  et  le  résultat  de  substitution  est  f{xi,y^).  Par  conséquent, 
si  f{Xo,  y©)  et  f(Xi,  yi)  sont  de  ménre  signe,  l'équation  (1)  a  zéro  ou  un  nombre 
pair  de  racines  positives,  simples  ou  multiples,  et  le  segment  de  droite  AB 
coupe  la  courbe  (C)  en  zéro  ou  un  nombre  pair  de  points,  distincts  ou  con- 
fondus, placés  entre  A  et  B. 

Si  ces  deux  résultats  de  substitution  sont  de  signes  contraires,  Téquation  il 
a  au  moins  une  racine  positive  et,  en  général,  un  nombre  impair;  sur  la 
portion  de  droite  AB,  la  courbe  (C)  a  un  point  au  moins  et,  en  général,  un 
nombre  impair  de  points,  distincts  ou  confondus. 

Ces  deux  propositions  entraînent  d'ailleurs  leurs  réciproques. 

Cela  démontré,  considérons  une  région  du  plan  (fig.  143)  telle  que  deux 
quelconques  de  ses  points  P,  Q  puissent  être  réunis  par  un  trait  continu  ne 
traversant  pas  la  courbe  (C).  Un  pareil  arc  peut  toujours  être  remplacé  par 
une  ligne  brisée  satisfaisant  à  la  mehne  condition  ;  les  résultats  de  substitu- 
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tion,  dans  f(x,y),  des  coordonnées  de  deux  sommets  consécutifs  de  cette 
ligne  sont  alors  de  même  signe  ;  il  en  est  de  même,  par  suite,  pour  tous  les 
sommets  de  cette  ligne,  en  particulier  pour  les  sommets  extrêmes  P  et  Q.  A 
rintérieur  de  toute  cette  région,  le  polynôme  f\x,  y)  conserve  donc  un  signe 
invariable. 
(Considérons  maintenant  deux  régions  contigues  du  plan,  séparées  par  un 


Fig.  143.  Fig.  144. 

arc  simple  de  la  courbe  (G)  (fig.  144),  c'est-à-dire  un  arc  dont  tous  les  points 
sont  simples.  On  peut  toujours  passer  d'un  point  A  de  Tune  de  ces  régions  à 
un  point  B  de  l'autre  en  suivant  une  portion  de  droite  AB  qui  rencontre  (G) 
en  un  point  simple  et  un  seul.  Les  résultats  de  substitution,  dans  f{x^y),  des 
coordonnées  de  A  et  B  sont  de  signes  contraires  ;  le  polynôme  f{x,  y)  est  donc 
positif  à  l'intérieur  d'une  région,  négatif  à  l'intérieur  de  l'autre. 

Application.  —  Résolution  d'une  inégalité  rationnelle  en  x  et  y. 
D'abord,  on  sait  que  toute  inégalité  rationnelle  en  xel  y,  peut  toujours  être 
mise  sous  la  forme  : 

(^)  fix,  y)  >  0, 

f[x,  y)  étant  un  polynôme  entier  en  x  et  y.  Le  problème  revient  à  chercher 
quels  sont  les  points  M  du  plan  dont  les  coordonnées  x  et  y,  vérifient  cette 
inégalité. 

On  constiniira  d'abord  la  courbe  (G),  décomposable  ou  non,  qui  a  pour 
équation  : 

les  points  de  cette  courbe  sont  ceux  pour  lesquels  l'inégalité  (4)  se  réduit  à 
une  égalité. 

Gela  fait,  considérons  un  point  arbitraire  Afj^o,  yo),  placé  en  dehors  de 
(G),  dans  une  région  bien  définie  ;  et  déterminons  le  signe  de  f(Xo,  i/o)  ;  on  a 
vu  que  ce  signe  est  le  même  dans  toute  la  région  qui  contient  A  ;  puis,  en 
passant  de  cette  région  à  une  région  contigue,  et  en  continuant  ainsi  de 
proche  en  proche,  on  en  déduit  le  signe  qui  correspond  h  toutes  les  autres 
régions  du  plan. 
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En  particulier,  on  trouve  de  celte  manière  dans  quelles  régions  il  laut  pla- 
cer le  point  M  pour  que  l'inégalité  (2)  soit  vérifiée. 

ExKiin.t.  —  H^soiitirelmé!iaUlé:{a  —  x][±'{a^j:)—s'{a+i]>l). 

Considérons  la  courbe  :  (a  —  x)  [j.-'la  —  xj  —  y'ia  +  j:);  =  P 
(liS(.  145).  Elle  so  décompose  on  uno  droite  AT  ;  j-  —  n  =  0.  cl 
unu  stropholdu  droite  (n°  141).  ayanl  0  pour  point  doubla.  A  pour 
sommel.  la  droilu  j-  -\- a  =  ù,  pour  asyniplote  et  la  draiLi;  AT 
pour  tangente  au  Eominot. 

Pour  un  point  P|0,]Vs).  placé  en  un  point  arbitraire  de  Oy. 
l'ini^galitti  n'est  pas  vériliûe.  sou  premier  membre  Ee  rédniâuil 
i"  —  "'al-  Couvrons  donc  de  hachures  les  deux  régions,  com- 
prises entre  la  stropholde  el  la  droite  AT,  qui  contiennent  On  : 
dans  tes  deux  régionB  l'inégalité  n'est  pas  vérilice  :  elle  l'esl 
dans  toutes  les  autres. 

239.  Procédé  des  régions.  —  Considérons  une 
courbe  algébrique  (C)  dont  l'équntion  entière  est  mise 
sous  la  forme  : 

(1)  AAA =9.?.?^ 

p.     ,jj.  dans  laquelle  chacun  des  deux  membres  se  décompoit 

en  un  produit  de  facteun  entiers  en  x  et  y,  ces  pro- 
duits pouvant  d'ailleurs  ne  contenir  qu'un  seul  facteur.   . 

Construisons  alors  les  courbes  auxiliaires  (Ci),  {Ci),  (Ca)...,  (r,),  (l'i),  (l'j)..., 
ayant  respeclivement  pour  équations  : 

Cà)  A=0,         A--0,         A^O , 

(3)  fi  =  0,        Çi  =  0,        tp,i  =  0 

On  aperçoit  iinmédiateinent  les  propriétés  suivante!?. 

D'abord,  tout  point  A,  intersection  d'une  courbe  (C,),  (Ci)...  avec  une 
courbe  (l'i),(rj)...,  appartient  à  (Ci,  car  ses  cooi-données  vérifient  l'équa- 
tion (1). 

Ensuite,  tout  point  de  la  courlie  (Cl  a  des  coordonnées  qui  satisfont  à  Vinc- 
galité  : 

'■'■i  fM. x,,w, >o, 

car  ses  coordonnées  donnent  aux  deux  membres  de  l'équation  (1)  des  valeurs 
de  ini^me  signe. 

Or,  les  courbes  (2)  et  13)  étant  constriiiteB.  on  sait  déterminer  immédiate- 
ment les  régions  du  plan  dans  lesquelles  l'inégalité  (4)  est  ou  n'est  pas  véri- 
fiée. Il  sera  commorje,  par  exemple,  de  couvrir  de  hachures  les  régions  pour 
lesquelles  l'inégalité  n'est  pas  vérifiée,  et  où  ne  peut  donc  pénétrer  la  courbe(C). 

Cela  étant,  les  points  \,  précédeiiiment  délcrminés,  étant  placés  en  des  som- 
mets des  polygones  curviligues  qui  limitent  toutes  ce»  régions,  il  passe  donc 
par  chacun  de  ces  points  un  ou  plusieurs  arcs  de  la  courbe  qui  ne  peuvent 
iHre  situés  que  dans  des  régions  non  couvertes  de  hachures.  On  a  ainsi  des 
indiculiona  sur  plusieurs  parties  de  la  courbe;  dans  certains  cas,  en  asso- 
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ciant  ces  indications  à  des  remarques  Urées,  soit  du  degré  de  la  courbe, 
soit  de  la  détermination  de  Tordre  de  multiplicité  des  points  A  et  des  tan- 
gentes en  ces  points,  soit  de  Tétude  des  branches  infinies,  on  peut  arriver  à 
définir  complètement  la  forme  de  la  courbe  (G).  Mais  il  ne  faut  pas  voir  dans 
ces  indications  un  procédé  régulier  permettant  toujours  de  construire  la 
courbe  (G). 

Rkuarques.  I.  — il  peut  exister  des  régions  non  couvertes  de  hachures,  dont 
le  contour  n'a  aucun  sommet  en  un  point  A.  Le  procédé  ne  donne  alors  aucune 
indication  permettant  de  reconnaître  s'il  existe  des  parties  de  la  courbe 
à  rintérieur  de  ces  régions;  s'il  y  en  a,  elles  sont  nécessairement  fermées. 

IL  —  Il  peut  arriver  que,  dans  le  premier  membre  de  l'inégalité  (4),  plu- 
sieurs facteurs /"i,  /"a...,  ou  oj,  <p2...,  soient  identiques.  Il  faudra  en  tenir  compte 
dans  la  détermination  des  régions  ;  si,  par  exemple,  il  y  a  deux  facteurs 
identiques  à  /i,  et  deux  seulement,  le  premier  membre  de  l'inégalité  (4) 
contient  le  facteur  /"i-,  qui  est  toujours  positif;  deux  régions  contiguës,  sépa- 
rées par  un  arc  de  la  courbe  fi  =  0,  sont  alors  de  môme  nature. 

Exemple.  —  Étudier  la  courbe  : 

^y(^  +  y  —  2a)  —  k*{jr  —  y  +'a)  =  0, 

a  eiÀ  étant  deux  longueurs  données  (iig.  146). 
Cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme  : 

\1)  xy(x  +  y  ~  2a)  =  k\x  —  y  +  a). 

Nous  construirons  donc,  d'une  part,  les  trois  lignes  : 

or  =  0,        y  =  0,        5-  +  y  —  2a  =  0, 

c'est-à-dire  l'axe  des  y,  l'axe  des  a;  et  la  droite  z'z  qui  coupe  les  deux  premières  en  À  et  B  ; 
d'autre  part,  la  ligne  :  ,  , 

X  —  y  +  a  =  0, 


droite  /7,  rencontrant  Ox  en  P, 
Oy  en  Q  et  ÂB  en  R. 

Cela  fait,  considérons  un  point 
MiJ!r,y)  placé  à  l'intérieur  du 
(juadrilatère  OARQ;  x  et  y  sont 
positifs,  X  -\-  y  —  2a  est  négatif, 
ayant  le  signe  do  —  2a,  et 
•*■  —  y  -h  <*  est  positif,  pour  la 
même  raison  ;  par  suite,  les  deux 
membres  de  l'équation  (1)  sont 
de  signes  contmires;  la  courbe 
n'aura  donc  pas  do  points  à  rin- 
térieur du  quadrilatère  OÂRQ 
que  nous  couvrons  de  hachures. 
Nous  passons  ensuite  de  cette 
région  aux  autres  régions  du 
plan,  et  nous  couvrons  encore  do 
hachures,  de  deux  en  deux,  les 
régions  traversées  :  xXz\  yBR/, 
xVQBz,  y'OP/'.  La  courbe  sera  placée  tout  entière  à,  l'intérieur  des  autres  régions. 

D'autre  part,  la  courbe  pusse  parles  trois  points  P.Q.R:  par  suite,  elle  doit  d'abord  com- 
prendre une  branche  formée  de  deux  arcs  limités,  PQ,  QR,  placés  à  l'intérieur,  le  premier 


rî>. 
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du  triangle  OPQ,  le  second  du  ti-iangie  BQR,  et  de  deux  arcs  illimités  RI  et  PI',  placés  & 
l'intérieur,  le  premier  de  la  région  Ji-AR^  le  second  de  l'angle  x'Pt';  le  procédé  ne  donoaiit 
d'ailleurs  aucune  indication  sur  la  forme  de  ces  deux  arcs. 

Enfin,  la  courbe  peut  encore  comprendre  deux  autres  branches  placées  entièrement,  l'une 
dans  l'angle  t/Bz,  l'autiv  dans  la  région  ly'OAz';  mais  le  procédé  ne  permet  pas  de  recon- 
naître si  chacune  d'elles  existe  ou  non. 

Or,  si  l'on  détermine  directement  les  asymptotes  de  la  courbe,  on  trouve  que  les  trois 
droites  Oa',  Oy  et  AB  sont  asymptot4}s.  Ce  résultat  est  facile  à  vérifier  a  posteriori  sur  l'équa- 
tion (i);  colle-ci  montre  en  offet  que  chacune  de  ces  droites  coupe  la  courbe,  qui  est  dn 
troisième  degré,  en  un  point  seulement  à  ilistance  finie  et,  par  suite,  en  deux  points  à 
l'infini.  Les  arcs  RI,  PT  sont  donc  asymptotes  à  (b-  ;  les  régions  yïiz  ou  y'OKz'  contiennent 
chacune  une  brandie.  JL  ou  J'L'.  asymptote  à  Oy  et  à  AB. 

Cela  l'ait,  il  y  a  lieu  de  se  demander  si  l'on  a  ainsi  formé  toute  la  courbe:  c'est-à-diiT 
s'il  n'existe  pas,  en  outre,  à  l'intérieur  des  régions  non  couvertes  de  hachures,  des  partie> 
de  courbe  qui  auraient  nécessairement  la  forme  de  courbes  fermées.  Mais  on  peut  remar- 
quer que  toutes  ces  régions  peuvent  être  balayées  par  des  droites  issues  de  B  ou  de  P. 
droites  qui  rencontrent  toutes  en  trois  points  la  courbe  déjà  tracée.  Celle-ci  représente  donr 
complètement  la  ccmrbe  d'équation  (I). 
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240.  Équation  de  la  tangente  en  un  point.  —  Soient  une  courbe  ((').  d  équa- 
tion : 

(Ij  /•(j;,y)r=0, 

et  M(a;o.  I/o)  un  point  quelconque  de  cette  courbe;  ses  coordonnées  vérifient 

donc  la  condition  : 

(2)  /•(Xo,yo)=0. 

On  a  vu  (n°  211)  que,  si  M  neU pas  un  point  singulier  de  la  courbe  (C),  le  coefli- 

f'ix   V  ) 
cient  angulaire,  fini  ou  infini,  de  la  tangente  en  ce  point  est  —    /v/   ^       '  '» 

cette  tangente  passe  par  M,  son  équation  est  donc  :  '  ^^   ^'  ^"^ 

ou  : 

(3)  (x  —  iCo)  /';(^o,  yo)  +  (y  —  yo)  /^o^o,  y^)  =  o. 

On  peut  mettre  cette  équation  sous  une  forme  plus  simple  en  introduisant 
ce  que  Ton  appelle  la  variable  d'kornogénéité. 

Supposons  que  l'équation  (l)  soit  entière  et  de  degré  m.  On  peut  considé- 
rer son  premier  membre  f{x,  y)  comme  la  valeur  particulière  que  prend, 
pour  z  =  \,  un  polynôme  entier  et  homogène,  de  degré  m,  h  trois  variables, 
f{x,  y,  z),  la  variable  nouvelle  z  étant  appelée  la  variable  d'homogénéité.  On 
formera  f[x,  y,  z)  en  multipliant  chaque  terme  de  f\x,y)  par  une  puissance 
de  z  telle  que  le  produit  soit  de  degré  m  en  x,  y,  z. 

Par  exemple,  si  f{x,y)  est  un  polynl^me  entier  du  second  degré  : 

f(x,  y)  =  \x'  4-  ^Bxy  +  Cy'  +  iDx  +  2Ey  +  F, 
on  aura  : 

f(x,  y,  z)  =  Ax'  +  '2\]xy  +  ('^y'  4-  2I)x:ï  +  iEyz  +  F^^ 
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(]ela  posé,  Tëquation  (3)  de  la  tangente  peut  être  écrite  : 

(3')  X  rx{Xo,  yo)  +  y  f'yix^,  y^)  —  [XofLi^^,  2/o)  +  yo/i(^o,  I/o)]  ==  0 . 

Or,  la  quantité  entre  crochets  se  présente  dans  l'identité  d'Euler  : 
X  rj,^, y, z)  +  fy[x, y,z)-\-z  f'J.x, y,z)  =  m  f{x, y,  s), 

qui  devient,  pour  z  =  i  : 

(})  X  nix,  y)  +  y  fy{x,  y)  +  fL{x, y)  =  m  f{x,  y), 

/l(a?,  y)  désignant,  pour  abréger,  fz(x,y,i)-  Enfin,  pour  x  =  Xo^  y  =  yo, 
rette  identité  donne,  en  vertu  de  (2),  la  relation  : 

—  [x^  f^{Xo,  yo)  +  2/0  fyXo,  yo)]  =  fl[Xo,  yo). 

et  par  %mie,V équaiion  de  la  tangente,  mise  sous  la  forme  (3'),  et  rendue 
homogène  par  raison  de  symétrie,  devient  : 

<  0  )  X  f!,{Xo,  yo)  +  y  fyixo,  yo)  +  z  fl(x^,  yo)  =  0, 

équation  que  Ton  convient  d'écrire,  pour  abréger  : 
\^')  xf'^  +  yf'y.  +  «A,  -  0. 

ËXKUPLB.  —  Considérons  la  courbe,  construite  au  n»  215,  ayant  pour  équation  : 

2xyi  +  ZœY  —  (J*  —  «*)*  =  0. 
Cette  équation,  rendue  homogène,  devient  : 

trif  +  ar»y«  —  (x«  —  aV)*  =  0. 

L*équatioD  de  la  tangente  à  la  courbe,  en  un  point  quelconque  (0^*0,^0),  est  donc  : 

Par  exemple,  au  point  d(  a,,  =  a,y^-= ;r  )  **  tangente  a  pour  équation  : 

/       27    .     27  \    .      /  27        «\       „  „      .   . 

^(--4-  +  -2-j  +  t/(-2--  9j  =  0,      ou:      2a.  +  2y  =  0  : 

et  Ton  voit  ainsi  que  cette  tangente  passe  par  l'origine  des  coordonnées  (fig.  138). 

Remabque.  —  Si  l'équation  (1)  n'est  pas  entière,  il  suffit,  pour  la  rendre  homogène,  de 
récrire  3"«/1  — ,71=  0,  m  étant  arbitraire.  Tout  ce  qui  précède  s'applique  alors  sans 
modifications. 

241.  Problème.  —  Par  un  point  donné,  mener  des  tangentes  à  une  courbe 
donnée. 
Soient  donnés  un  point  S(x'i,  ^i)  et  une  courbe  (C)  : 

(i)  f(x,  y)  =  0; 

et  soit  M{x,y)  le  point  do  contact  inconnu  de  Tune  des  tangentes  menées  de  S 
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à  la  courbe  (C).  Si  M  n*est  pas  un  point  singulier,  la  tangente  en  ce  point  est, 
en  désignant  par  X,  Y  les  coordonnées  courantes  : 

Cela  étant,  pour  que  M  réponde  à  la  question,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit 
8U7'  la  courbe,  et  que  la  tangente  en  ce  point  passe  par  S,  c*est-k-dire  que 
ses  coordonnées  inconnues  x,  y  satisfassent  à  Téquation  (1)  et  à  la  sui- 
vante : 
(2)  x,n  +  Vifv  +  2/i  =  0, 

dans  laquelle,  par  symétrie,  nous  posons  encore  2:1  =  2  =  4.  On  est  ainsi 
conduit  à  résoudre,  par  rapport  à  a;  et  y,  le  système  des  équations  (1)  et  (4). 
Remarquons  d'ailleurs  que  les  coordonnées  x,  y  de  tout  point  singulier  de  la 
courbe  vérifient  ce  système  d'équations,  car  elles  satisfont  (n*  216)  à  l'équa- 
tion (1)  ainsi  qu'aux  équations  :  fi  =  0,  fi  =  0,  fi  =  0,  cette  dernière  étant, 
d'après  l'identité  d'Ëuler  (4),  une  conséquence  des  précédentes.  Ces  valeurs 
de  ic  et  y  étant  écartées,  toute  autre  solution  du  système  d'équations  (1),  (2) 
correspond  à  une  solution  du  problème. 

Or,  l'équation  (2)  représente  une  certaine  courbe  (D);  et,  si  (C)  est  algé- 
brique et  de  degré  m,  cette  courbe  (D)  est  aussi  algébrique  et  de  degré  m — i  ; 
on  est  ainsi  conduit  à  une  solution  géométrique  du  problème  : 

Les  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  S  à  une  courbe  algé- 
brique (C),  de  degré  m,  sont  les  points  d'intersection  de  cette  courbe  avec 
une  autre  courbe  algébrique  (D),  de  degré  m  —  1,  les  points  singuliers 
de  (G)  exceptés.  >   • 

Par  exemple,  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  S  à 
une  courbe  du  second  degré  (G)  sont  à  Vintersection  de  celle-ci  avec  une 
droite  (D).  On  peut  donc,  par  un  point  S,  mener  deux  tangentes  à  une  courbe 
du  second  degré;  la  droite  (D)  est  appelée  la  corde  des  contacts  des  tangentes 
issues  de  S. 

Exemple.  —  Soit  la  courbe  d'équation  : 
(1)  a*y  —  or»  =  0. 

L'équation  [i)  se  réduit  à  la  suivante  : 
(i)  -  3a«a-,  +  a'y,  +  2ary  =  fr. 


j-> 


Le  système  (1),  (2)  donne  donc  :  y  =  -7  ,  avec  : 
(3)  —  Zx*x,  +  a*yi  +  ir"  =  0, 

cette  dernière  étant  une  équation  du  troisième  degré  en  a-,  qui  a  trois  racines  réelles  et  dis- 
tinctes sous  la  condition  : 

Pour  résoudre  cette  inéf?alité,  considérons  (lig.  147)  la  courbe  donnée  (C),  d'équation 
a*y  —  a;'  =  0,  et  la  droite  Oj;,  d'équation  y  =  0. 
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La  condition  obtenue  ast  remplie  si  le  point  S(a:|,^«)  est  placé  dans  Tune  des  régions  du 
plan  comprises  entre  (C)  et  l'axe  Ojc  ;  dans  ce  cas,  on  peut  mener  de  S  trois  tangentes  à  la 
courbe  ;  si  S  est  placé  dans  l'une  des  autres  régions,  on 
ne  peut  mener  qu'une  seule  tangente  ;  si  S  est  placé  sur  ^ 

la  courbe  (C)  (y,  =—71,  l'équation  (3)  a  une  racine 

double  j-  =  x\  et  une   racine  simple  x  =  —  -  *  ;  on 

z 

peut  donc  mener  de  ce  point  trois  tangentes,  dont 
deux  se  confondent  avec  la  tangente  en  ce  point; 
enfin,  si  S  est  sur  Ox  (y^  =  0).   l'équation  a  une  ra- 

cine  double  a:  =.  0  et  une  racine  simple  a:  =  —^  ,  et 

Von  peut  mener  de  ce  point  trois  tangentes,  dont  deux 
se  confondent  avec  Ojt*. 

On  remarquera  que  la  droite  O^i-,  qui  intervient  dans 
cette  discussion,  est  une  tangente  d'inflexion  de  la 
courbe. 

242.  Problème.  —  Mener  à  une  covrbe  des 

tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée. 

Soient  données  une  courbe  (C),  d'équation  : 

(i)  nx,  y)  =  0, 

et  une  direction  8  de  coefficient  angulaire  m. 

Soit  M(j;,  y)   le   point   de    contact   inconnu 

d'une  tangente  h  (G);  on  sait  (n°  211)  que,  si 

M  n^est  pas  un  point  singulier,  le  coefïicient 

r 

angulaire  de  la  tangente  en  ce  point  est jj-  \ 

la  condition  pour  que  cette   tangente  soit  parallèle  à  0  est  donc  : 

(^)  w==-4.       ou:       /•;  +  w/';  =  o. 


Fig.  147. 


n 


Par  conséquent,  pour  que  le  point  M  réponde  à  la  question,  il  faut  que  ses 
deux  coordonnées  a:  et  y  vérifient  les  équations  (1)  et  (2)  ;  et  ces  conditions  sont 
suffisantes  tant  que  M  n'est  pas  un  point  singulier.  On  est  ainsi  conduit  à 
résoudre,  par  rapport  à  x  et  y,  le  système  des  équations  (1)  et  (2)  ;  et,  les 
coordonnées  des  points  singuliers  étant  écartées,  à  toute  solution  de  ce  sys- 
tème correspond  une  solution  du  problème. 

Or,  réquation  (2)  représente  une  courbe  (D)  ;  comme  dans  le  problème 
précédent,  on  est  ainsi  ramené  à  consti^uire  les  points  dHntersection  des 
deux  courbes  (C)  e^  (D). 

En  particulier,  si  (C)  est  du  second  degré,  on  peut  lui  mener  deux  tan- 
génies  parallèles  à  une  direction  5  ;  (Dj  devient  alors  une  droite  qui  est  la 
corde  des  contacts. 

Exemple.  —  Soit  encore  la  courbe  : 
(I)  a*y  — a'»  =  0. 


m 


L'équation  (2)  se  réduit  à  :  —  3a*  +  "*''*  =  ^^  ^^  donne  :  .r'  =  -nrt',   y  étant  donné   par 
lëquation  (1). 
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On  peut  donc  mener  à  la  courbe  deux  tangentes  parallèles  à  une  direction  o,  à  condi- 
tion que  colle-ci  ait  un  cueniciont  angulaire  positif. 

243.  Courbes  tangentes.  —  Soient  deux  courbes  (C)  et  (Dj  données  par  leurs 
équations  : 

(1)  /•(^,y)=0,        g{x,ij)=0. 

Cherchons  à  quelle  condition  ces  deux  courbes  sont  tangentes,  c'est-à-dire 
ont  même  tangente  en  un  de  leurs  points  communs. 

Soit  U{x,  y)  le  point  de  contact  inconnu  ;  si  ce  point  est  un  point  simple  de 
chacune  d*elles,  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  en  ce  point  sont 
égaux,  et  Ton  a  : 

(2)  -4=-"!^'         ^"-         rrOv-9'Ji=0. 

ly  y  y 

Les  coordonnées  ic  et  y  de  ce  point  M  vérifient  donc  les  trois  équations  (l) 
et  (2)  ;  et  ces  conditions  sont  suffisantes  tant  que  M  n'est  pas  un  point  singu- 
lier de  Tune  des  deux  courbes. 

On  est  ainsi  ramené  h  exprimer  que  le  système  des  trois  équations  (1)  et  (5) 
admet  au  moins  une  solution  en  x  et  y. 

244.  Équation  de  la  normale  en  un  point  (coordonnées  rectangulaires).  — 
Soient  une  courbe  (C),  ayant  pour  équation,  en  coordonnées  rectangulaires  : 

(1)  /•(^,2/)--0, 

et  M(a:o,yo)  un  point  quelconque  de  cette  courbe. 

La  normale  en  ce  point,  étant  perpendiculaire  à  la  tangente,  a  pour  coefficient 

angulaire  -i:f, '  ,  et  pour  équation  : 

I  j\Xo,  y^j 

_  fltioco,  Vo)  ,  .  X  —  x„  _  y  —  I/o 

y      ^' -  Ax..  y„)  ^"^      ^°''     ^"-      /;(jJ.,y.)"~/'i(j;,.y.)- 

Application.  —  On  déduira  facilement  de  cette  équation,  comme  dans  le 
cas  des  tangentes,  la  solution  des  problèmes  suivants  : 

Mener  à  une  couj^be  des  normales  passant  par  un  point  donné,  ou  paral- 
lèles à  une  direction  donnée. 

245.  Courbes  orthogonales.  —  On  dit  que  deux  courbes  sont  orthogonales 
lorsque,  en  un  de  leurs  points  d'intersection,  leurs  tangentes  sont  rectangu- 
laires. 

Soient  : 
(1)  f{x,y)  =  0,         g(x,y)  =  0, 

les  équations  de  ces  deux  courbes  ;  on  montre,  comme  dans  le  problème  (l»»s 
courbes  tangentes,  que  la  condition  d'orthogonalilé  de  ces  deux  courbes  s'oh- 
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tient  en  exprimant  que  le  système  de  trois  équations  en  x  et  y,  formé  par  les 
équations  (1)  et  la  suivante  : 

(2)  ->-x-|^=-'i,       ou:       ng'r  +  ryg\.  =  Q. 

admet  au  moins  une  solution. 

ExEUPLB.  —  Soient  les  deux  courbes  : 

ay  —  a  =  0,        a:*  —  y*  —  p  =  0. 

La  condition  (2)  devient  : 

yX2x  +  a:(—  2?/)  =  0  : 

olle  est  vérifiée  identiquement.  Donc,  quels  que  soient  a,  p.  ces  deux  courbes  sont  ortho- 
gonales en  tous  leurs  points  de  rencontre. 


EXERCICES 

1.  Cotistruîrp  les  courbes  : 

a:»  —  y»  —  ^ry  +  5x  —  2y  =  0, 

{Kcole  Centrale,  Oral,  1890.) 
y(-^  +  y)*  —  «^(x  +  y)  —  2a*y  —  0, 
y«(j-«  +  y«  -  a*)*  -  b\x*  +  y»)  =  0, 
(jT*  —  y*  —  a.r  —  «*)*  —  a*\x*  —  y«)  =  0, 
jr*  _  y*  —  2aj,«y  =  ».         y(y  —  j-)»  —  T«{y  +  .r)  =  0, 
X*  +  2y*  —  5a«xy*  =  0,         jr(y«  —  x*)*  —  y*(//  +  ^)  =0, 
y(x«  —  y«)  +  2x  =  0,        y[x  +  y)«  +  2t  =  0, 
X*  +  y»  —  X  —  y  =^  0,        x«  —  y«  —  x«  +  y  =  0,  ■ 
(x*  —  rt«)«  —  ay*  (2y  +  3a)  =  0.  Points  doubles. 

a?*  —  y*  4-  Mx»  —  2y«)  +  4(x»  -  y«)  =  0.  [Picquet]. 

(x«  +  y«  -  2x)  (x  +  y  -  2)  =  (z«  +  y«  -  2y)  (x  -  y). 

{Kcole  Normale  Supérieure,  Oral,  1890.) 

y»  —  3x«  y  +  2x»  —  tt*y  =  0.        xy«  —  x»  +  1  =  0, 
(y  _  2j.  _  1)1  (ar  +  1)  _  ^  +  1  =  0, 
(x  +  y)  (x«  +  y«  +  ax  +  ay)  —  axy  =  0, 
xy*  —  2x*y*  +  x*  —  x*  —  x  —  2  =  0.  [Xiewenglowski.) 

i.  Len  oitrémiléft  A  cl  B  d'un  côlé  d'un  rpctaii|(lc  variable  sont  l'une,  fixe,  Tautre,  B,  mobile  sur  une  droite 

fixe;  en  outre,  le  côté  opposé  passe  par  un  point  fixe,  1,  de  cette  droite.  Ou  demande  le  lien  du  sommet  opposé 

à  A. 

ilievue  de  Math.  Spéc,  juin  1895.) 

3.  Etant  donnés  trois  points  A,  B,  C,  trouver  le  lieu  du  point  M  tel  que  la  bissectrice  de   l'angle  AMB  passe 
par  C. 

4.  Etant  donnés  deux  points  A  et  B  sur  une  droite  xx^,  trouver  le  lieu  du  point  M  tel  que  l'on  ait  : 
te  ]'«a$:le  MBx  égal  au  double  de  l'angle  MAx; 

2^  Tangle  MBx  égal  au  triple  de  Tanglc  MAx. 

'i.  Déduire  de  l'expression  du  cocrncicnt  angulaire  de  la  tangente  à  Tovale  de  Cassiui  une  construction  géomé- 
trique de  cette  tangente. 

6,  Étudier  à  Torigine  les  courbes  : 

(y  —  x)«  —  4x«(y  —  x)  +  Sx»  +  x^  =  0, 
(2y  —  X)*  —  2(x«  +  y«)  (2y  —  x)  +  (x«  +  y«)«  —  wix»  --^  0. 

7.  Étudier  à  l'infini  les  courbes  : 

2y«(x  —  a)*  +  2yx(x*  —  a*)  +  oxfx*  +  a«)  =  0, 
2y«(x  —  a)*  —  2ay^x«  —  a*)  -{-  ax{x*  4-  a*)  =  0. 

g.  (Construire  la  courbe  : 

4«y*  +  y.:3x«  +  Oax  —  a*)  —  4x3  =  0. 

Branches  infinies.  Asymptotes.  Tangcutes  aux  points  remarquables. 


222  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

9.  CoDstruiro  les  courbes  : 

(3jr«  —  y*)*  _  8o«  y*  —  4a*  =  0, 

y*  —  96a«y«  +  100o«x*  —  ar*  =  0, 

{y  —  x)*  (x  —  !)•  —  x{y  —  x)  {mx  —  2)  +  x»  =  0, 

y*  _  ytLa*  +  i|L\  +  (x«  -  a«)  (x«  -  4<i»)  =  0, 

(9xy  +  6ax  +  4a«)  (2xy  +  a«)  +  o«  x*  =  0, 
{x*+  xy  —  12a«)«  +  9a«  (x«  +  2xy  —  12a«)  —  9a*y*  =  0. 

10.  On  considère  les  courbes  du  troisième  dogvfi  C,  représentées  par  Tâqualion  : 

x*y  +  a*x  =  X, 
où  X  désigne  un  paramètre  variable . 

On  demande  de  démontrer  qu'il  existe  deux  courbes  de  cotte  espèce  tangontos  à  une  droite  quelconque  D  do 
plan,  ayant  pour  équation  : 

y  =  wx  +  />. 

et  de  calculer  les  coordonnées  «,  p  et  a',  p'  des  deux  points  de  contact  M  et  W. 

Exprimer  a'  et  ,3'  en  fonction  de  a  et  ^  ;  construire  la  courbe  décrite  par  le  point  M'  lorsque  le  point  M  àétni 
la  ligne  droite.  . 

p  =  «  —  2a. 

{École  Normale  Supérieure,  t886),  (en  partie; 

11.  Construire  la  courbe  :  r-  /  a*\* 

y\x  —  k)  —  iy*\x»^  9*x«+(l2it«+  J^jx—  AaM  +  (x  —  4/f)«  1  x»  —  ^ *  ^    1  =  0. 

Discuter  suivant  les  diverses  valeurs  de  a*.  Examiner  en  particulier  les  hypothèses  suivantes  :  a*  =  ik*, 
a*  =  i6A«,  a*  =  80*«. 

12.  Construire  et  discuter  la  courbe  : 

^y{j^  +  y*)*  +  oy(3^  -  y*)  +  M3y«  -  x*)  =  o. 

13.  Construire  la  courbe  : 

x{x*  —  y»)  +  4xy(x  —  y)«  —  4y(2y  —  Sx)  =  0. 

(Ecole  Anormale  Supérieure  y  1888.) 

14.  Etant  donnés  deux  points  F  et  F',  trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  l'on  ait  : 
(!)  MF  +  A  MF' =  a, 

k  el  a  ayant  des  valeurs  données.  Démontrer  que  des  trois  équations  : 

MF  +  fc  MF'  =  rt,        MF  —  k  MF'  =  «,        _  MF  +  A  MF'  =  a, 

dans  lesquelles  &  et  a  ont  respectivement  les  mêmes  valeurs,  deux  seulement  définissent  des  lieux  géométrique^. 

Ces  lieux  sont  deux  courbes  fermées  c|uc  l'on  nomme  ovales  de  Descartes. 

Montrer  que  sur  la  droite  FF',  il  existe  un  troisième  point,  F",  tel  que  la  relation  entre  MF"  d'une  pari  H 
MF'  d'autre  part  ait  la  forme  (1). 

15.  Lieu  du  sommet  d'un  triangle  dont  la  base  a  reste  fixe,  el  dans  lequel  les  deux  autres  eûtes  6,  e  et  U 
médiane  correspondante  m  vérifient  la  relation  :  b  —  c  :^  m  V  2  {lcmnisca(e). 

16.  On  donne  un  point  fixe  0  et  une  droite  fixe  Ox;  on  considère  un  triangle  variable  MON  qui  remplit  le^ 
conditions  suivantes  : 

ON  =  a,         NM  =aVr,         cos  (MON  —  20MN)  =  cos  MOP. 

Montrer  que  le  sommet  M  décrit  une  lemuiscnte  et  que  la  tangente  à  celte  courbe  en  M  passe  par  le  eeiitrr 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  MON. 

i7.  Lieu  du  sommet  de  l'angle  droit  d'un  Irianglc  rectangle  dont  l'hypothénuse  a  une  longueur  fixe  a  et  »> 
déplace  sur  une  droite  fixe,  l'un  des  côtés  do  l'angle  droit  passant  par  un  point  fixe. 

IR.  Mener  par  un  point  des  tangentes  à  la  courbe  :  j*  —  a*y^  =■  0.  Discussion. 

{Kcole  Polytechnique,  Oral,  1900.) 
10.  On  donne  la  cissoïde  qui,  rapportée  à  des  axes  rectangulaires,  a  {lour  équation  : 

.r(x«  +  //«)  ^  ay«. 

Soient  x',  y'  les  coordonnées  d'un  iK)lnl  M  du  plan.  On  propose  de  former  :  1<*  Téfiuation  du  troisième  degré 
qui  a  pour  racines  les  coefficients  angulaires  des  droites  qui  joignent  l'origine  0  aux  points  de  contact  des  troi<« 
tangentes  à  la  cissoTde  issues  du  point  M  ;  2o  l'équation  du  cercle  qui  passe  par  ces  points  de  contact. 

Montrer  que,  si  les  trois  tangentes  sont  réelles,  le  point  M  est  inlérieui-  au  cercle. 

On  considère  l'ensemble  des  cercles  Cm  dont  chacun  jouit  de  cette  propriété,  que  les  tangentes  à  la  citsoTde. 
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en  Irais  dn  (|uaLrc  points  où  ils  la  rcnconlrcnt,  concourent  en  un  même  point;  soit  M  ce  point  pour  le  cercle  Cm. 

On  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles  Cm  qui  passent  par  un  point  donné  P  du  plan,  ainsi  que  le  lieu  des 
points  H  relatifs  à  ce*  cercles.  On  examinera  en  particulier  le  cas  où  le  point  P  est  situé  sur  la  cissoïde  et  ne 
fait  pas  partie  des  trois  points  communs  au  cercle  Cm  et  à  la  cissoïde,  pour  lesquels  les  tangentes  concourent. 

Combien  passe-t-il  de  cercles  Cm  par  deux  points  donnés  P  et  Q  du  plan  ?  Peut-on  disposer  de  ces  deux  pointa 
de  façon  qu'ils  appartiennent  à  une  infinité  do  cercles  Cm  ? 

{Ecole  Normale  Supérieure,  1«83.) 

20.  Théorème  de  Newton.  —  On  considère  une  courbe  algébrique  de  deg^é  m  ;  les  côtés  d'un  angle  variable  A 

ont  des  directions  fixes  et  rencontrent  la  courbe  aux  points  P|,  P«, Pm  et  Q«,Q« ,  Qm.  Démontrer  que  le 

rapport  : 

ÂP;.  ÂP^.....  ÂPm 

Tïïi,  Â(S AUm 

est  indépendant  de  la  position  du  sommet  A. 

31.  Théorème  de  Mae  Laurin.  —  On  considère  une  courbe  algébrique  de  degré  m  et  par  deux  points 
fiscs  A  et  B,  on  mène  deux  droites  parallèles  de  direction  variable  qui  rencontrent  la  courbe  aux  points 
P},  Pj Pm  et  Q|,  Qf Qm.  Démontrer  que  le  rapiiorl 

Ai  |,    Aif....,   As  m 

bq;,  bo, ^ô^ 

est  indépendant  de  la  direction  des  deux  droites. 

12.  Théorème  deCarnot. —  Etant  donnés  une  courbe  de  degré  m  et  un  polygone  quelconque  ABCD KL, 

le  produit  des  segments  déterminés  par  la  courbe  sur  AB  à  partir  de  A,  sur  BC  à  partir  de  B etc.,  sur  LA 

il  partir  de  L,  est  égal  au  produit  analogue  compté  en  sens  inverse,  sur  AL  à  partir  de  A,  sur  LK  à  partir  de 
L ,  etc,  sur  BA  i  partir  de  B. 

2Z.  Démontrer  à  Taide  du  théorème  de  Carnot  que  si  une  cubique  a  trois  points  d'inflexion  réels,  ces  trois 
points  sont  en  ligne  droite. 


CHAPITRE  V 

LIEUX  GÊOMÉTRÏOUES 


246.  —  Rappelons  qu*un  lieu  géométrique  est  l  ensemble  des  points  d'un 
plan  qui  possèdent  une  propriété  commune,  à  Vexclusion  de  tous  les 
autres  points  du  plan. 

En  vertu  de  cette  définition,  pour  établir  qu'un  lieu  géométrique  (L)  est 
une  courbe  déterminée  (G),  il  est  nécessaire  de  démontrer,  dans  un  ordre 
quelconque,  deux  propositions  réciproques  : 

1*^  Tout  point  du  plan  possédant  la  propriété  qui  définit  le  lieu,  c'est-à-dire 
tout  point  du  lieu  (L),  est  situé  sur  la  courbe  (G)  ;  ou  bien  :  tout  point,  non 
situé  sur  la  courbe  (G),  ne  possède  pas  la  propriété,  c'est-à-dire  n'appartient 
pas  au  lieu  (L)  ; 

2**  Tout  point  de  la  courbe  (G)  possède  la  propriété,  c'est-à-dire  appartient 
au  lieu  (L). 

En  Géométrie,  la  recherche  d'un  lieu  est  effectuée  lorsque,  à  l'aide  des 
deux  propositions  précédentes,  on  arrive  à  conclure  que  le  lieu  est  une  courbe 
de  forme  connue,  définie  en  grandeur  et  en  position  à  l'aide  des  données  du 
problème.  En  Géométrie  analytique,  comme  on  sait  construire  et  étudier  les 
courbes  par  des  méthodes  régulières  qui  viennent  d'être  développées,  on 
devra  d'abord  ramener  le  problème  h  la  construction  d'une  courbe  par  Tune 
de  ces  méthodes. 

Nous  avons  donc  à  montrer,  dans  ce  chapitre,  soit  comment  on  peut 
exprimer  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  en  fonction  d'un  paramètre, 
soit  comment  on  peut  trouver,  en  coordonnées  rectilignes  ou  polaires, 
l'équation  de  ce  lieu.  Mais  auparavant,  remarquons  que  l'un  ou  l'autre 
de  ces  problèmes  n'a  de  sens  que  si  les  axes  de  coordonnées  sont  connus  ; 
il  faut  donc,  avant  tout,  choisir  les  axes  de  coordonnées,  en  les  définissant 
par  rapport  aux  données.  Ajoutons  que  la  facilité  des  calculs  et  de  la  cons- 
truction de  la  courbe  est  souvent  la  conséquence  d'un  choix  raisonné  et  bien 
fait. 

247.  Premier  problème.  —  Exprimer,  en  fonction  d'un  paramètre,  les  coor- 
données d'un  point  du  lieu.  —  Nous  ne  donnerons  pas  la  solution  géné- 
rale de  ce  problème  ;  mais  il  est  essentiel  de  remarquer  que,  dans  certains 
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cas  particuliers,  bien  fréquents  d'ailleurs  dans  les  applications,  la  définition 
du  lieu  indique  immédiatement  un  paramètre  variable  tel  qu*à  chaque 
valeur  de  ce  paramètre  correspond  un  point  du  lieu  et  un  seul.  On  interprète 
alors  analytiquement  les  constructions  qui  permettent  d^ obtenir  le  point  du 
lieu  correspondant  à  une  valeur  du  paramètre,  et  l'on  obtient  ainsi  l'expres- 
sion des  coordonnées  de  ce  point  en  fonction  du  paramètre. 

C'est  par  cette  méthode  que  nous  avons  étudié  la  cycloîde  (n<*  173). 

En  voici  un  autre  exemple,  qui  conduit  à  une  définition  particulière  de  la 
strophoïde  droite  (n*  141  et  203). 

Exemple.  —  Un  triangle  rectangle  a  une   hypoténuse  fixe;  lieu  décrit  par  le  pied 
de  la  bissectrice  de  Vun  de  ses  angles  aigus. 

Soient  OA  =  a  Thypoténuse  fixe  de  co  triangle 
et  0  le  sommet  de  Tanglc  aigu  d'où  part  la  bissec- 
trice (fig.  148).  Choisissons  deux  axes  de  coordon- 
nées rectangulaires»  l'origine  en  0.  et  Taxe  Ox  situé 
sur  OA  et  dirigé  de  0  vers  A. 

Nous  pouvons  définir  la  position  de  la  bissectrice 
mobile  OM  par  l'angle  o  =  (Oj;,OM)  qu'elle  fait  avec 
Ox,  cet  angle  de  deux  droites  pouvant  rester  com- 
pris entre  —  T  ^^  +  "5"  ' 

L'angle  (OA,OP).  que  fait  le  crtté  DP  avec  l'hy- 
poténuse a.  est  alors  égal  à  âo;  il  en  résulte  que 

le  coefficient  angulaire  de  0\i  est  tg  o,  celui  de 

,  *  1  Fig.  148. 

OP,  Ig  io,  et  celui  du  second  côté  AP,  —  .     >    • 

Le  pied  M(x,  y)  de  la   bissectrice  est  donc  l'intersection  des  deux  droites  : 

1 

y  =  X  tg  «p,       y  =  —  -^"2^  (A  =  a). 

On  en  déduit  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  en  fonction  du  paramètre  cp  : 

a  cos  9  cos  2©  ^  ^    . 

=  a î 3-  =  a  cos  2o.       y  =  a  cos  2©  tg  o; 


*  -f  tg  O  tg  2o 
ou»  en  fonction  de  /  =  tg  o  : 


cos  o 


X  =  a 


1  —  t* 

1  +  /*  • 


y  =  a 


t{\  -  /*) 


On  déduira  facilement  de  l'une  de  ces  deux  représentations  la  construction  de  la  courbe 
et  on  constatera  qu'elle  est  identique  à  colle  que  nous  avons  construite  au  n«  141,  identité 
que  nous  vérifierons  d'ailleurs  plus  loin  (n«  259). 

248.  Deuxième  problème.  —  Rechercher  Téquation  d'un  lieu  géométrique. 

Méthode  directe.  —  Dans  certains  cas,  on  peut  traduire  immédiatement 
sous  forme  i^nalytique  la  propriété  commune  à  tous  les  points  du  lieu  en 
représentant  un  point  quelconque  par  ses  coordonnées  ;  on  forme  ainsi  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  qitelconque  du  plan 
appartienne  au  lieu  ;  c'est  cette  condition  que  nous  avons  appelée  équation 
de  la  courbe  (n*  204). 

Nous  avons  déjà  fait  de  nombreuses  applications  de  cette  méthode,  que 
nous  appellerons  méthode  directe  ;  elles  sont  énuméi^ées  au  début  du  cha- 

TBtA9S  LT  TaiDACT.  Géomélric  analytique.  li> 
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pitre  IV.  Nous  allons  en  donner  encore  de  nouveaux  exemples,  dans  lesquels 
la  formation  de  l'équation  nécessite  une  discussion. 

249.  Équation  de  Tellipse.  —  Lellipse  est  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  distança 
à  deux  points  fixes  F  et  F\  appelés  foyers,  est  constante. 

On  appelle  distance  focale,  et  on  désigne  par  2c,  la  distance  FF'  des  deux  foyers  ;  on 
appelle  axe  focal,  et  on  désigne  par  2a,  la  somme  constante  MF  +  MF'. 

Nous  choisissons  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  l'origine  0  étant  au 
milieu  de  FF'  et  l'axe  Ox  placé  sur  FF'. 

Cela  posé,  les  distances  d'un  point  quelconque  M{x,  y)  du  plan  aux  deux  foyers  F\C,  0} 
et  F'(—  c.  0)  sont  (n°  43)  : 

MF  =  V^(x  -  o*  +  y\        MF'  =  ^{x  +  c,*  +  y*. 

La  condition  nécessaire  et  suiiisante  pour  que  M  appartienne  au  lieu,  c'est-à-dire  Véqua- 
tion  de  Vellipse,  est  : 

(1)  v/(a'  -  cf  +  y»  -f  \/{x  +  cf  -f-  y*  =_-  2a. 

Nous  pourrions  regarder  comme  terminée  la  recherche  de  l'équation  de  l'ellipse  ;  mais 
il  y  a  avantage  à  rendre  cette  équation  entière.  D'abord,  les  deux  membres  de  l'équation 

(1)  étant  toujours  positifs,  on  obtient  une  équation  équivalente  en  élevant  au  cara*.  co 
qui  donne  : 

(2)  2(j;«  4-  y*  +  c*)  +  ^\/[x*  +  2/*  +  <-•*)*  —  ^c*x*  =  4a*, 
ou  :  ^\x*  +  y*  +  c*)*  —  4cV  =  2a«  —  {x*  +  y*  +  c»). 

Si  nous  élevons  encore  au  carré,  nous  obtiendrons  une  équation  plus  générale,  qui  aura 
comme  solutions  étrangères,  celles  qui  rendent  négatif  le  second  membre,  2a* —  (^**  +  y*+^*  • 
L'équation  ainsi  obtenue  est  : 

(3)  —  4a«(.r*  +  y*  +  c')  +  4a*  =  —  4cV,      ou  :       (a'  —  c-)x*  +  aV  —  a*(a*  —  c«)  =  0. 

L'ellipse  peut  donc  alors  être  définie  comme  l'ensemble  des  points  du  plan  dont  les  coor- 
données X,  y  vérifient  simultanément  cette  é(iuation  (3)  et  l'inégalité  : 

(4)  X*  +  y«  -f  c*  —  2a*  <  0. 

a*y* 
Or,  en  tenant  compte  de  l'équation  (3)  qui  donne  :  a-*  =  a* j^ — |f  ,  cette  condition 

d'inégalité  (4)  peut  Olre  écrite  : 

c*v-        .  ■  .  —  c*M*  —  (a*  —  c*)* 

-     .    -'    ,  +  c*  -  a*  <  0,         ou  :         ^  ,         , <  0, 

a   —  c      '  a  —  c 

ou  enfin  : 

(5)  a-  —  c*  >  0,        ou  :        a  >-  c. 

Cette  nouvelle  condition  est  indépendante  des  coordonnées  variables  x,  y  et  ne  dépend 
que  des  données  a,  c. 

Par  consé(iuent,  pour  a<ic,  il  n'y  a  pas  de  lieu,  l'ellipse  n'existe  p€is  ;  pour  a  >  c. 
l'ollipsc  est  renscmble  de  tous  les  points  dont  les  coordonnées  vérifient  l'équation  (3),  et 
cette  équation  est  celle  de  l'ellipse.  Dans  ce  cas,  on  peut  poser,  en  vertu  de  l'hypothèse 
a  >  c,  b*  =  a'  —  c*.  et  l'équation  de  rdlipse  prend  la  forme  : 

b'x'  +  a*y*  —  a-ù'-  =0,         ou  :         ~r  +  "fr  -  ^  =  0. 

Dans  le  ras  particulier  où  l'on  a  :  a=  c,  l'équation  (3)  se  réduit  à  y*  =  0  et  représente 
l'axe  Ox  ;  l'inégalité  (4)  se  réduit  alors,  en  tenant  compte  de  cett^î  équation,  à  : 

X-  <  c*.         ou  :        —  c  <C  X  <C  c. 
On  en  conclut  que  le  lieu  est  alors  la  portion  de  droite  FF',  limitée  aux  deux  foyers. 
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250.  Équation  de  lliyperbolt.  —  L'hyperbole  est  le  lieu  des  points  M  dont  la  différence 
des  distances  à  deux  points  fixes,  F  et  F',  appelés  foyers,  est  constante. 

Gomme  pour  l'ellipse,  on  désigne  par  2c  la  distance  focale  FF',  et  par  2a,  la  différence 
constante  des  distances  MF,  MF'  ou  axe  focal. 

Les  axes  étant  choisis  de  la  même  manière  que  pour  l'ellipse,  le  même  raisonnement 
montre  que  l'équation  de  rh)T)erbole  est  : 

(1)  }/[x  -  c)«  +  y*  —  \/\x  +  cf  +  y"  =  d=  2a  ; 
et  nous  prenons  le  signe  =t:,  car  on  peut  avoir  : 

soit  :        MF  —  MF'  =  2a  ;        soit  :        MF'  —  MF  =  2a,        ou  :        MF  —  MF'  =  —  2a. 

La  présence  de  ce  double  signe  permet  d'élever  au  carix»  et  de  transformer  cette  équa- 
tion en  une  autre  équivalente,  qui  est  : 

(2)  2(a;*  +  y»  +  c«)  —  2  ^/{a«  -f  y*  +  c*)*  —  4c*;f«  =  ka\ 
ou  :  /(a:*  +  y«  +  c*)*  —  4c«x»  =  a«  -[-  y*  4-  c*  —  2aV 

En  élevant  encore  au  carré,  on  introduit  des  solutions  étrangères,  dont  le  caractère  est  de 
rendre  négatif  le  second  membre  a:*  +  j/*+  c*  —  2o*. 

On  trouve  donc,  comme  pour  l'ellipse,  que  l'hyperbole  est  l'ensemble  des  points  du  plan 
qui  vérifient  simultanément  l'équation  : 

(3)  (a*  —  c*)j;*  +  a*y«  —  (a*  —  c')a*  =  0 
et  l'inégalité  : 

(4)  0:^  +  y-  +  c«  -  2a«  >  0, 

cette  dernière  pouvant  être  remplacée,  toujours  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse,  par  la  sui- 
vante  : 

(5)  a*  —  c*  <  0,        ou  :        a<ic. 

Par  conséquent,  pour  a"^  c,  V hyperbole  n'existe  pas;  pour  a  <ic,  l'hyperbole  existe  et 
c'est  la  courbe  représentée  par  l'équation  (3).  On  peut  alors  poser  :  6*  =  c*  —  a*,  et  l'équa- 
tion de  rhyperbole  prend  la  forme  : 

-  5*0;*  +  ay  +  6V  =  0,         ou  :         -^-.^-1=0. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  :  a  =  c,  l'équation  (3)  se  réduit  à  y"  =  0,  elle  représente 
l'axe  Ox\  l'inégalité  (4)  devient  :  a*  >  c*,  ou  \x\  >  c;  le  lieu  est  alors  la  partie  de  Taxe  Oa?, 
qui  est  extérieure  au  segment  FF'  compris  entre  les  deux  foyers. 

251.  Équation  de  la  parabole.  —  La  parabole  est  le  lieu  des  points  M  équidistants  d'un 
point  fixe  f ,  appelé  foyer,  et  d'une  droite  fixe  (A),  appelée  directrice. 

On  appelle  paramètre ,  et  on  désigne  par  p,  la  distance  FD  du  foyer  à  lu  directrice. 

Nous  choisissons  deux  axes  i-ectangulaircs  Ox,  Oy,  l'origine  0  étant  au  milieu  de  la  dis- 
tance FD,  et  l'axe  Oa?  placé  sur  cette  droite  FD  et  dirigé  de  0  vers  F.  Cela  posé,  les  dislances 

d'un  point  quelconque  M(a:,  y)  au  foyer  Fl  ^  ,  0  j  et  à  la  directrice  (A),  .r  =  —  -3- ,  sont  : 


MF 


=  \l['^-i)'+y'^     ^*"*  = 


x  +  {^ 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (juc  M  appartienne  au  lieu,  c'est-à-dire  Véqua- 
tUm  de  la  parabole,  est  donc  : 

V'(._f)'+.'=K||: 

ou,  en  élevant  au  carré,  puisque  les  deux  termes  sont  tous  deux  positifs  : 

{^  -  2  )  +  y*  =  {^  +  "i  )  '        ^"  "^^^'^  '        y*  -  -P-"  =  ^- 
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252.  Méthode  indirecte.  —  Lorsqu'on  ne  sait  pas  appliquer  la  méthode 
directe,  on  pourra  souvent,  en  partant  de  la  définition  du  lieu,  concevoir 
des  constructions  permettant  de  déterminer,  par  des  procédés  réguliers,  un 
point  arbitraire  de  ce  lieu.  Ces  constructions  mettent  en  évidence  un  para- 
mètre arbitraire  \,  tel  qu'à  chaque  valeur  de  ce  paramètre  correspondent 
un  ou  plusieurs  points  du  lieu,  et  non  pas  nécessairement  un  seul  comme 
dans  le  premier  problème.  En  interprétant  analytiquement  les  constructions 
qui  permettent  d'obtenir  ces  points,  on  forme  un  système  de  deux  équa- 
tions entre  le  paramètre  1  et  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  quelconque  du 
lieu  : 

(1)  f{x,  y,  1)  =  0,        g{x,  y,  a)  =  0, 

ayant  pour  solutions  les  coordonnées  des  points  qui  correspondent  à  la 
valeur  1  du  paramètre.  On  peut  ainsi  considérer  ces  points  comme  les 
points  d'intersection  de  deux  courbes  variables  avec  \  (V)  et  (r),  représentées 
par  ces  deux  équations.  Il  arrive  souvent  que  la  définition  même  du  lieu 
met  en  évidence  ces  deux  courbes  ;  pour  obtenir  le  système  (1),  il  suffit  alors 
de  former  leurs  équations. 

Cela  fait,  nous  pouvons  donner  une  seconde  définition  du  lieu,  et  dire  qu'il 
est  l'ensemble  des  points  du  plan  dont  les  coordonnées  x,  y,  associées  à  une 
valeur  convenable  de  à,  vérifient  le  système  (1).  Pour  déduire  de  cette  dëfini- 
tion  l'équation  du  lieu,  nous  nous  placerons  d'abord  dans  deux  cas  particu- 
liers. 

253.  !•'  CAS  PARTICULIER.  —  Les  équations  (1)  des  courbes  variables  (f),  «l"' 
sont  du  premier  degré  en  "k.  Soient  : 

(2)  A^  +  B  =  0,        Aa  4-  B  =  0 

ces  deux  équations,  A,  B,  A',  B'  étant  des  expressions  quelconques,  générale- 
ment entières,  en  x  eiy. 
Éliminons  1  entre  ces  deux  équations,  ce  qui  donne  la  relation  : 

(3)  AB'  —  BA'  =  0  ; 

nous  allons  montrer  que  le  lieu  est,  en  général,  la  courbe  (C;  représenlép 
par  l'équation  (3;. 

En  effet,  supposons  d'abord,  pour  simplifier,  que  le  paramètre  /  puisse 
varier  de  —  oo  à  +  oc. 

1*^  Soient  M(Xo,  yo)  un  point  quelconque  du  lieu  et  Ao  la  valeur  correspon- 
dante du  paramètre  ;  d'après  la  seconde  définition,  les  équations  (2)  sont  véri- 
fiées pour  X  =Xo,y  =  yo,'k=^\',  on  a.  donc  : 

Ao>o  +  Bo  =  0,        \'o\  +  Bo  =  0  ; 
et  on  on  déduit  : 

AoB;  —  AoB;  =  o, 

c'est-à-dire  que  tout  point  M  du  lieu  est  bien  sur  la  courbe  (C;. 
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2*  Inversement,  soit  P(a?i,  yi)  un  point  quelconque  de  la  courbe  (C)  ;  ses 
coordonnées  vérifient  la  condition  :  AiB',  —  A;B|  =  0.  Si  Ai,  Bi,  A',,  Bi  ne 

sont  pas  tous  nuls,  l'une  au  moins  des  deux  quantités L,  — JfL,  la  pre- 

mière  Xi  =  —  -7-  P*"*  exemple,  n'est  pas  indéterminée  et  a  une  valeur  finie 
ou  infinie.  La  condition  vérifiée  par  les  coordonnées  de  F  montre  alors  que 
les  équations  (2)  sont  vérifiées  pour  x  =  Xi,  y  =  yi,  X  =  a^  ;  le  point  P  est 
donc  bien  un  point  du  lieu. 

Si  Al,  B,,  A'i,  B;  sont  tous  nuls,  les  coordonnées  de  P  vérifient,  quel  que 
soit  X  les  deux  équations  (2).  Les  deux  courbes  variables  (F),  {V)  ont  donc 
chacunes  un  même  point  fixe  en  P  ;  et  ce  point  peut  encore  être  considéré 
comme  appartenant  au  lieu. 

Tout  point  de  la  courbe  (G)  est  donc  bien  un  point  du  lieu. 

En  résumé,  le  lieu  cherché  est  la  courbe  (C)  représentée  par  r équation  (3). 

Supposons  maintenant  que,  d'après  sa  définition  géométrique,  le  para- 
mètre \  ne  puisse  varier  que  dans  un  intervalle  déterminé,  par  exemple, 
qu'il  soit  assujetti  h  vérifier  l'inégalité  X  >  a.  Le  raisonnement  précédent 

subsiste  encore,  et  en  se  reportant  à  la  valeur  du  paramètre,  ^1  =  —  —,  qui 
correspond  à  un  point  P(Xi,  Pi)  du  lieu,  on  en  conclut  que  le  lieu  cherché 
est  une  partie  de  la  courbe  (C),  formée  par  les  points  dont  les  coordonnées 
vérifient  simultanément  l'équation  de  cette  courbe  (3)  et  l'inégalité  : 

(4.)  —  -r-  >  fl. 

A 

Remarques.  L  —  Arrêtons-nous  au  cas  où,  dans  ce  qui  précède,  l'une  des 

deux  quantités r^, rf  ,  par  exemple  la  seconde rV,  serait  indé- 

'  *  Bi  Al 

terminée,  la  première,  li^=  — -^  '  "^  Tétant  pas.  Les  coordonnées  Xi,  y^  de  P, 

annulant  A'  et  B^  vérifient  alors,  quel  que  soit  \  la  seconde  équation  (2)  : 
AO.  +  B'  =  0,  et  le  point  P  est  un  point  fixe  de  l'une  des  deux  courbes 
variables  (D  et  (r). 

Réciproquement,  si  lune  de  ces  deux  courbes,  (P)  par  exemple,  a  un 
point  fixe  Q,  les  coordonnées  de  ce  point  annulent  A'  et  B'  et  vérifient 
réquation  (3;  ;  ce  point  Q  est  donc  sur  la  courbe  (C)  et  appartient  au  lieu. 

IL  —  Il  peut  arriver  que,  pour  une  valeur  particulière  Aq,  finie  ou  infinie, 
du  paramètre,  les  courbes  correspondantes  (fo),  (C)  aient  non  pas  un  ou 
plusieurs  points  d'intersection,  mais  une  infinité,  soit  qu'elles  se  confon- 
dent, soit,  plus  généralement,  qu'elles  aient  une  partie  commune  (C).  Tous 
les  points  de  (C;  ont  des  coordonnées  qui  vérifient  les  deux  équations  : 

W  +  B  :^  0,        \%  +  B'  =  0, 

et,  par  suite,  l'équation  (3)  de  la  courbe  (G)  ;  par  conséquent,  la  courbe  (G)  se 
décompose  en  plusieurs  autres,  dont  Tune  est  (G').  On  dit  alors  que  cette 
courbe  (G')  est  une  solution  particulière  du  lieu  géométrique,  correspondant 
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à  la  valeur  parlicuUère  Ao  du  paramètre  et,  par  opposition,  on  appelle  solu- 
tion générale  une  partie  de  la  courbe  (C),  telle  que  la  valeur  du  paramètre 
correspondant  à  chacun  de  ses  points  varie  quand  ce  point  décrit  la  courbe. 
Lorsqu'on  aura  trouvé  l'équation  de  la  courbe  (C)  et  constaté,  en  la  cons- 
truisant, qu'elle  se  décompose,  on  fera  la  distinction  entre  les  solutions  géné- 
rales et  les  solutions  particulières,  en   calculant  la  valeur  du  paramètre 

B  B' 

A  == r-  = rr  qui  correspond  à  tout  point  {x,  y)  de  cette  courbe  ;  et  si, 

pour  une  partie  (01)  de  cette  courbe,  cette  valeur  de  \  est  constante,  (Cj  est 
une  solution  particulière. 

254.  2*  Cas  particulier.  —  Les  équations  des  courbes  variables  (F),  (P) 
sont  du  second  degré  en  \\  soient  : 

(5)  aa2  +  b).  +  c  =  o,      Aa2  +  Ba  +  c'  =  o, 

ces  deux  équations.  A,  B,  C,  A',  B',  C/  étant  des  expressions  quelconques, 
généralement  entières,  en  x  et  y. 

Gomme  dans  le  cas  précédent,  éliminons  \  entre  ces  deux  équations,  c'est- 
dire  formons  la  condition  nécessaire  et  suflisante  pour  qu'il  y  ait  au  moins 
une  valeur  de  >.,  finie  ou  infinie,  réelle  ou  imaginaire,  vérifiant  simultanément 
ces  deux  équations  ;  on  sait  que  cette  condition  est  : 

(6)  (AC  —  C\'f  —  (AB'  —  BAO  (BC  —  CB')  =  0.. 

Nous  allons  montrer  que  le  lieu  est,  en  général,  la  courbe  (C)  représentée 
par  l'équation  (6),  en  nous  plaçant  d'abord  dans  le  cas  où  le  paramètre  a  peut 
varier  de  —  oo  à  -|-  <»•  En  effet  : 

1°  Soient  M(a;o,  ^o)  un  point  quelconque  du  lieu  et  Ao  la  valeur  correspon- 
dante du  paramètre;  d'après  la  seconde  définition,  les  équations  : 

Ao^  +  BoA  +  c  =  0,        K\^  +  W,\  4-  Ci  =  0, 

formées  en  faisant  x  =  Xq,  y  =  yo  dans  les  équations  (5),  sont  simultanément 
vérifiées  pour  \  =  \o-  La  condition  (6)  est  donc  satisfaite  pour  x  =  Xo,y  =  Vo, 
c'est-à-dire  que  tout  point  M  du  lieu  est  bien  sur  la  courbe  (C). 

^"^  Inve7*sement,  soit  P(Xi,yi)  un  point  quelconque  de  la  courbe  (C);  ses 
coordonnées  Xi,yi  vérifient  l'équation  (6);  si  elles  n'annulent  pas  les  trois 
quantités  AC  —  CA^  AB'  —  BA',  BC  —  CB' ,  l'une  au  moins  des  deux  quan- 

\iC\  —  CxA;  b,c;  ~  CiB;    ,         .^  ,      .  » 

tites .  .y y.  .f    , ,  .V .,  ^,   ,  la  première  par  exemple,  n  est 

pas  indéterminée  et  a  une  valeur  finie  ou  infinie  "ki,  qui  vérifie  simultané- 
ment les  deux  équations  : 

AA^  +  BA  +  Ci  =  0,      A'iA^  +  h;).  +  Cl  =  0. 

Les  équations  (5)  sont  donc  vérifiées  pour  1  =  li,  x  =  Xt,  y  ^=  y^,  et  le 
point  P  appartient  au  lieu. 
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Si  les  coordonnr^es  de  P  annulent  simultane'ment  les  trois  quantités 
\C  —  C\',  AB'  —  B;V,  BC  —  GB^  mais  non  pas  les  six  coenirients  A,  B,  C, 
A',  IV,  C.  l'une  au  moins  des  deux  équations  : 

Al).»  +  BA  +  Cl  =  0,      Mi^  +  B[\  +  c;  =-  0, 

la  première,  par  exemple,  ne  se  réduit  pas  à  une  identité  et  admet  deux 
racines)»!,  a1,  Unies  ou  infinies,  distinctes  ou  confondues,  mais  pouvant  être 
imaginaires,  qui  vérifient  aussi  l'autre  équation.  Les  équations  (5)  sont  donc 
vérifiées  soit  pour>=  Ai,  x  =  Xi,  y=  y\,  soit  pour).  =  aJ,  a?  =  Xi,y  =2/1  ; 
le  point  P  appartient  donc  au  lieu  si  ).i  et  \\  sont  réelles,  mais  n'appartient 
plus  au  lieu,  si  li  et  ).!  sont  imaginaires. 

Il  peut  donc  arriver  que  certains  points  P  de  la  courbe  (C),  ceux-ci  pouvant 
d'ailleurs  être  soit  en  nombre  limité,  soit  en  nombre  illimité  et  former  une 
partie  de  la  courbe  (C),  n'appartiennent  pas  au  lieu.  Pour  simplifier  le  lan- 
gage, on  énonce  souvent  co  fait  en  disant  que  de  pareils  points  sont  des  points 
(lu  lieu  qui  correspondent  à  des  valeurs  imaginaires  du  paramètre. 

Ajoutons  que,  dans  les  hypothèses  où  les  coordonnées  de  P  annulent  simul- 
tanément AC  —  GA',  AB'  —  BA',  BG'  —  GB',  elles  annulent  aussi  le  pre- 
mier membre /(a;, y)  de  l'équation  (6),  ainsi  que  ses  deux  dérivées  /*^,  f'y. 
Un  pareil  point  est  donc  un  point  multiple  de  la  courbe  (G)  (n*'  216)  et,  par 
conséquent,  tout  point  simple  de  la  courbe  (G)  est  toujours  un  point  du  lieu. 

Il  reste  enfin  à  étudier  le  cas  où  les  coordonnées  d'un  point  P(a7i,  y^)  de  la 
courbe  (G)  annulent  simultanément  les  six  coefficients  A,  B,  G,  A^  B',  G'.  Les 
deux  courbes  variables  (F),  (D  ont  alors  toutes  deux  un  point  fixe  en  P,  et  ce 
point  peut  encore  être  considéré  comme  faisant  partie  du  lieu. 

Par  conséquent,  sauf  la  restriction  faite  plus  haut,  tout  point  de  (G)  est, 
inversement,  un  point  du  lieu,  et  le  lieu  cherché  est  la  courbe  (G)  repré- 
sentée par  V équation  (6). 

Si  le  paramètre  a  est  assujetti  à  ne  varier  que  dans  un  intervalle  déterminé, 
on  verra,  comme  dans  le  premier  cas  particulier,  que  le  lieu  n'est  plus  formé 
que  d'une  partie  de  la  courbe  (G),  celle  dont  les  points  ont  des  coordonnées  qui 

satisfont  à  une  ou  plusieurs  inégalités  de  la  forme  : '. .., ,> .  ^  >  a. 

Remarques.  —  Les  remarques  faites  sur  le  premier  cas  particulier  trouvent 
leur  extension  dans  le  second. 

l.  Dans  le  cas  où  les  coordonnées  d'un  point  ^{Xi,  2/1)  annulent  tous  les 
coefficients  A',  B',  G'  de  l'une  des  équations  (5)  sans  annuler  tous  ceux  de 
l'autre,  ce  point  P  est  un  point  fixe  de  l'une  des  deux  courbes  variables 
(T),  (TO  ;  et,  réciproquement,  si  l'une  de  ces  deux  courbes,  (T)  par  exemple,  a  un 
point  fixe  Q(Xi,yi),  ce  point  Q  est  un  point  du  lieu,  avec  cette  particularité 
qu'il  correspond  h  deux  valeurs  du  paramètre,  réelles  ou  imaginaires,  a,,  \\, 
racines  de  l'équation  Ai).-+  Bi).  +  Gi  =  0. 

IL  La  remarque  relative  à  la  distinction  entre  une  solution  particulière  et 
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une  solution  généraley  ainsi  qu'à  la  manière  de  les  reconnaître,  s'applique 
sans  modification  ici. 

255.  Cas  GÉNÉRAL.  — Considérons  le  cas  sçénéral  oii  les  équations  des  courbe* 
variables  (V),{V')  sont  deux  équations  entières  et  de  degrés  quelconques 
par  rapport  à'k  : 

(i)  f(x,  y,  \)  =  0,        g{x,  y,  1)  =  0. 

Dansco  cas.  l'Algèbre  donne  encore  des  méthodes,  moins  élémentaires  que 
celles  qui  s'appliquent  aux  deux  cas  précédents,  permettant  d'éliminer  a  entre 
ces  deux  équations,  c'est-à-dire  de  former  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante : 
(-2)  B{x,  y)  =  0, 

pour  qu'il  y  ait  au  moins  une  valeur  de  \  finie  ou  infmie,  réelle  ou  imagi- 
naire, vérifiant  simultanément  ces  deux  équations,  ces  méthodes  permettant 
on  outre,  lorsque  la  condition  (2)  est  remplie,  de  calculer  ces  valeurs  de  a. 

L'équation  (2)  représente  une  courbe  (C)  ;  cela  étant  si  a  varie  de  — <xà 
-|-  00,  le  raisonnement  employé  dans  le  cas  précédent  établit  :  1'*  que  tout 
point  M  du  lieu  est  sur  (C)  ;  2*  inversement,  que  tout  point  P  de  ((])  est  un 
point  du  lieu,  à  moins  qu'il  ne  corresponde  à  des  valeurs  toutes  imaginaires 
du  paramètre,  ce  que  les  méthodes  d'élimination  permettent  toujours  de 
reconnaître;  en  particulier,  il  résulte  de  ces  méthodes,  que  tout  point  simple 
de  (C)  est  toujours  un  point  du  lieu. 

Si  le  paramètre  Avarie  dans  des  intervalles  déterminés,  les  mêmes  méthodes 
permettent  de  former  des  inégalités  on  x,  y,  qu'il  faut  associer  à  l'équation 
de  (C)  pour  obtenir  tous  les  points  du  lieu. 

IlEMAnQUEs.  —  Les  remarques  faites  précédemment,  soit  sur  le  cas  où  l'uno 
des  courbes  (P),  (T)  a  des  points  fixes,  soit  sur  les  solutions  particulières  ou 
générales,  s'appliquent  encore  sans  modification. 

Observons  enfin  que,  dans  les  applications,  il  est  préférable,  au  lieu  d'ap- 
pliquer inimédiatonient  les  formules  d'élimination,  formules  qui  ne  sont 
d'ailleurs  pas  établies  dans  les  éléments  de  l'Algèbre,  de  faire  directement  les 
calculs  sur  le  système  d'équations  (X),  en  le  transformant  en  un  système 
équivalent,  et  do  faire  ainsi  apparaître,  si  on  le  peut,  le  résultat  de  l'élimi- 
nation. 

En  résumé,  nous  pouvons  énoncer  la  règle  suivante  : 

Hèolr.  —  Lorsqu'un  lieu  géométrique  peut  être  défini  par  un  système  de 
deux  relations  entre  les  coordonnées  de  Vun  quelconque  de  ses  points  et  un 
paramètre  variable,  on  obtient  son  équation  en  éliminant  le  paramètre 
entre  les  deux  relations,  sauf  ensuite  à  discuter  s'il  est  possible  d'associer 
une  valeur  convenable  du  paramètre  à  tout  point  dont  les  coordonnées  véri- 
fient réquation  obtenue. 
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256.  1*'  Exemple.  —  Lieu  des  centres  des  circonférences  qui  sont  coupées  en  deux  points 
diamétralement  opposés  par  deux  circonférences  données. 

Los  cirronfôrenrcs  (C)  ot  (C)  «Hant  donnée.^  (fig.  149),  prônons  pour  axo  0.r  la  droito  des 
centres  et  pour  axe  Oy  une  perpendiculaire  ciuolconque  à  Ox. 

Désignons  par  a  et  a'  les  abscisses  des  centres  C  et  G',  par  r  et  r'  les  rayons  des  deux 
circonférences,  de  sorte  que  les  équations  des  deux  circonférences  données  sont  : 

{X  —  af  +  y'  —  r«  =  0,        (x  —  a')*  +  y*  —  r'*  =  0. 

Considérons  une  circonférence  quelconque  (w)  de  centre  tu{a'o.  yo)  et  do  rayon  p;  son 
éiruation  est  : 

{^  -  ^o)*  +  (y  -  Vol*  -  p*  =  0. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'elle  soit  coupée  par  (C)  en  doux  points 
diamétralenient  opposés  est  que  son  centre  co  soit  situé  sur  l'axe  radical  des  deux  circon- 
férences (C)  et  (ti>).  Or,  cet  axe  radical  a  pour  équation  (n«  125)  : 

[[X  -  fl)«  +  y»  -  r«J  -  [(X  -  x^Y  +  (y  -  y,Y  -  p*]  =  0  : 

cette  condition  est  donc  :  '' 

(n     {:r,-a)«+yî-H  +  p«  =  0. 

De  môme,  la  condition  néces- 
saire et  suf lisante  pour  que  ((d) 
soit  coupée  par  (C)  en  deux 
points  diamétralement  opposés 
est  : 


(2)  (xo-a')«+y;-r'«  +  p«  =  0. 

On  a  ainsi  formé  deux  rela- 
tions (1)  et  (â),  entre  les  coordon- 
nées a:«,  yo  d'un  point  quelconque 
f.«t  le  paramètre  p  ;  elles  expri- 
ment les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  ce  point 
{x;  y»)  appartienne  au  Heu . 

Or,   dans  ces  équations,  p  ne  Fig-  149. 

ligure  que  par  son  carré  p';  on 

peut  donc  considérer  p*  comme  le  paramètre,  avec  cette  particularité  que  ce  paramètre  est 
assujetti  à  rester  positif. 

L'élimination  de  p*  donne  immédiatement  Téquation  : 

(3)  [K  -  a)'  +  yl  -  r«]  -  [ix,  -  a')*  +  yj  -  r^  =  0, 

qui  représente,  comme  on  sait  (n*  125),  l'axe  radical  des  deux  circonférences  (G),  (G'),  Xo  et  y» 
étant  les  coordonnées  courantes. 

A  chaque  point  du  lieu  correspond  une  seule  valeur  de  p^  qui  est  : 

p«  =  -  f(^*  -  «)•  +  yl-r*]=-^  {{X,  -  ar  +  yl-  r"]. 


La  condition  p*  >  0  peut  donc  être  écrite  : 
soit  :  (a-o  —  a)*  +  yl  —  r^  <  0.        soit  : 


K  -  «r  +  y;  -  r'  <  0. 


Elle  exprime  que  le  lieu  est  formé  seulement  de  la  partie  de  Vaxe  radical  intérieure  aux 
deux  circonférences.  11  n'y  a  donc  pas  de  lieu  lorsque  les  deux  circonférences  ne  sont  pas 
sécantes. 

257.  2«  EXEMPLE.  —  Limaçon  de  Pascal.  —  Cherchons  pur  cette  méthode  Téquation  du 
limaçon  de  Pascal,  équation  déjà  obtenue  par  la  méthode  directe  (n®  206). 

Il  s'agit,  étant  donnés  un  point  0  (lig.  150),  placé  à  l'origino  de  doux  axes  rectangu- 
laires Ojt,  Oy,  et  une  circonférence  (C),  de  centre  G  (a.  0)  et  de  rayon  r,  do  trouver  le  lieu 
des  projections  de  O  sur  les  tangentes  à  (C). 


234 


GKOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


Tout  point  M  du  lieu  est  donc  à  l'intersection  d'une  tangente  a  la  circonférence  (C)  avw 
la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  cette  tangente.  Or.  si  Ton  désigne  par  m  le  coefficient 
angulaire  variable  de  la  tangente,  1  équation  de  celle-ci  est  (n*>  120)  : 

y  =  m[a-  —  a)  db  ?•  y^l  -f-  Jn*  ; 

si  on  la  rend  rationnelle,  Téquation  : 

(1)  [y  —  m(.r  —  a)]*  —  r*(l  +  w«)  =  0 

représente  l'ensemble  des  deux  tangentes  à  la  rîr- 
conférencc,  paraUt^'les  à  la  direction  de  coefiicient 
angulaire  m.  Tout  point  du  lieu  est  encore  l'inter- 
section de  ce  système  de  deux  tangentes  avec  la 
perpendiculaire  issue  de  0,  dont  l'équation  est  : 

(2)  my  +  :r  =  0. 

On  a  ainsi  deux  équations  (1)  et  (2),  entre  les 
coordonnées  .r,  y  de  tout  point  du  lieu  et  le  para- 
mètre variable  m  :  éliminons  donc  m  entre  ces  dou\ 
équations.  L'équation  (2)  donne  : 


(3) 


711  = 

y 


Fig.  450. 


w 


en  portant  dans  (1),  il  vient,  en  multipliant  par  y* 
[y*  +  A«  —  aay  —  r*(y«  +  .r*)  =  0. 


Or,  la  valeur  de  m,  donnée  en  fonction  de  x  et  y  par  la  formule  (3),  montre  qu'à  tout 
point  (j",  y),  excepté  l'origine  {x  =0,  y  =0),  correspond  toujours  une  valeur  de  m.  linie 
ou  infinie,  et  une  seule.  Par  conséquent,  tout  point  dont  les  coordonnées  vérilient  l'équa- 
tion (4),  l'origine  exceptée,  est  un  point  du  lieu  corresponciant  à  une  seule  valeur  du  para- 
mètre m. 

Il  reste  à  étudier  l'origine,  dont  les  coordonnées  vérifient  encore  réquation  (4).  Or,  fai.-ions 
.r  =  0,  y  =  0  dans  les  é(iuations  (1)  et  (2),  considérées  comme  équations  en  m.  L'équa- 
tion (2)  se  réduit  à  une  identité,  et  la  première  devient  : 


a* m*  -  r«(l  +  m»)  =  0, 


ou 


t/i-  = 


a*^r*  ' 


elle  n'a  de  racines  que  sous  la  condition  r  ^  a. 

Par  conséquent,  pour  r  ^  a,  le  lieu  est  formé,  sans  restriction  aucune,  par  la  courbe 
représentée  par  l'équation  (4),  tout  point  de   cette    courbe  correspondant  à  une  seule 

T 

valeur  du  paramètre  m,  sauf  l'origine  qui  correspond  aux  doux  valeurs  :  7n  :=  d=  ■  ; 

V  a*  —  r* 
pour  r  :^  a,   le  lieu  est  formé  par  la  courbe   représentée  par  l'équation  (4),  l'origine 
exceptée. 

268.  3«  EXEMPLE.  —  Étant  donnés  une  circonférence  (F)  de  diamètre  XA',  une  droite  (Ai 
pe"pendiculaire  à  ce  diamètre,  et  un  point  S  sur  ce  diamètre,  par  les  deux  extrémités  X,  A' 
de  ce  diamètre^  on  mène  deux  droites  mobiles  se  coupant  sur  (A)  et  rencontrant  respecti- 
vement (r),  tune  en  P,  Vautre  en  P'.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  d'intersection 
de  la  droite  SP  avec  la  parallèle  à  XX'  menée  par  P'. 

Nous  prendrons  la  droite  (A)  pour  axe  Oy  (fig.  151),  le  diamètre  AA'  pour  axe  Ox,  et 
nous  désignei-ons  par  a,  a'  et  b  les  abscisses  des  points  A,  A',  et  S. 

La  circonféi-ence  (F),  ayant  son  centre  sur  Ox,  a  une  équation  de  la  forme  : 

y*  +  ^'*  +  px  +  q  =  0, 
le  trinAme  x*-\-px-\-q,  devant  s'annuler  pour  x  r=  a,  x  =  a'  ;  l'équation  de  (r)  est  donc  : 

(D  y*  +  {^  —  «)(•«  —  ri')  =  0. 

Cela  posé,  de  la  définition  du  lieu  résulte  que,  si  l'on  se  donne  sur  (A)  la  position  du 
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point  Q,  intersection  des  deux  droites  issues  de  A  et  A',  on  peut  construire  la  droite  SP  et 
la  parallùle  à  A  A'  menée  par  V.  Désignons  donc  par  X  l'ordonnée  variable  de  Q,  et  for- 
mons, en  fonction  de  X,  les  équations  de  ces 
deux  droites  variables. 

Calculons  d'abord  les  coordonnées  de  P  et 
P';  le  point  P,  étant  situé  à  l'intersection  de 

(D  cl  de  la  droite  AQ  (n*  66)  :  —  +  -^  —  1  =  0. 

ses  coordonnées  s'obtiennent  en  n*solvant  le 
système  formé  par  les  équations  de  (T)  et  AQ, 
ce  qui  donne  en  écartant  la  solution  x  =  a, 
2/  =  0,  qui  correspond  au  point  A  : 


X  = 


ail*  4-  aa') 

X*  +  a* 


_    Xfl(a  —  a') 
^~      X*  +  a* 


en  permutant  a  et  a',  on  en  déduit  que  les 
coordonnées  de  P'  sont  : 


a'(k*  +  aa') 


Xa'ia'  —  a) 


Fig.  151. 


■^  —       X«  +  «'•      •        *  —      X«  +  a'«      • 

L'équation  de  SP,  droite  joignant  deux  points  définis  par  leurs  coordonnées,  est  donc  (n«  65)  : 

Xa(a  —  a') ^ 

•    ^  ~    a{X*  +  aa')  —  blk*  +  a*)    ^^  —  °^ 

celle  de  la  parallèle  à  AA'  menée  par  P'  : 

la'{a'  —  a) 
^  -      X*  +  a'*     ' 

On  a  ainsi  deux  équations  entre  les  coordonnées  .r,  y  d'un  point  quelconque  du  lieu  et 
le  paramètre  X;  il  reste  donc  à  éliminer  X  entre  ces  deux  é([ualions.  En  les  ordonnant  par 
luppori  à  X,  elles  deviennent  : 


U) 


^  \*{a  '-b)y  —  \a{a  —  a')  (.r  —  h)  -\-  a«(a'  —  b)y  =;  0, 
l  X'v  +  Xa'(a  —  a')  +  a'*j/  =  0. 


Le  résultat  de  l'élimination  conduit  à  l'équation  : 

( *)  ^[a'^ia  -  ft)  —  a*(a'  —  b)Y  +  (a—  a')*  y*[a'{a  —  6)  +  a{a-  —  b)]  aa'[a{a'  —b)  +  a'(x  —  6)]  =  0 

et  tout  point  dont  les  coordonnées  or,  y  vérifient  cette  équation  sans  vérifier  simultanément 
les  trois  relations  : 

(3)   y«[a'«(a  — 6)  — a*(a'— *)r=0»    y[a'(a  -  b)+a{x  —  b)]  =  0,    y[a(a'  — 6)  +  a'(a-  — ô)]  =  0, 
est  un  point  du  lieu  correspondant  à  une  valeur  de  X  et  une  seule  : 

(g  —  a')  aa'y[a'{x  —  b)]  +  a{a'  —  b)]  ,  a'{x  ^  b)  +  a{a' —  b) 

^  "       (a  —  a')  y[a{x  —  A;  +  a'[a  —  6)]       "^  ^     a{x  —  b)  +  a\a  —  b)  ' 

L'équation  (2)  donne  d'abord  la  solution  y  =  0.  Or,  pour  j/  =  0,  les  équations  (I)  se  rédui- 
sent toutes  deux  à.  X  =  0  ;  elles  ont  donc  deux  racines  communes,  invariables,  X  =  0  et 
X  =  oe»  ;  l'axe  des  x  {y  =  0)  est  donc  deux  fois  une  solution  particulière,  s'obtcnant  quand  le 
poîht  mobile  Q  vient  en  0,  ou  s'éloigne  indéfiniment.  Ce  résultat  était  évident  à  priori. 

G«tte  solution  étant  laissée  de  côté,  les  relations  (3)  se  réduisent  à  : 


(a  —  flO  [— ««' 4- ô{a  +  a')]  =  0, 


X  =z 


bja  +  a')  —  aa' 
a 


X  = 


bja  +  a')  —  aa' 
a' 


et,  comme  rt —  a'  ne  peut  être  nul,  les  points  A  et  A'  étant  distincts,  elles  ne  peuvent  être 
véfi fiées  que  dans  l'hypothèse  : 

aa* 

b[a  +  «')  —  ««'  =  0,        ou  :        b  =  1 — t-  ; 

'  a  -^  a' 
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dans  ce  cas,  réquation  (2)  devient  :  a-'  =  0,  ot  représente  l'axe  0.y.  Or,  pour  tous  les  points 
vérifiant  cette  équation,  les  relations  (3)  sont  aussi  vérifiées,  et  les  équations  (1)  ont  deai 
racines  communes,  variables  avec  y,  données  par  la  seconde  de  ces  équations  ;  ces  racioe.s 
sont  réelles  soils  la  condition  : 

(a  _«')«- 4y«  >  0,        ou:        y«<i^-=^. 

Ce  résultat  exprime  alors  que  le  lieu  clicrché  est  la  portion  de  Oy  comprise  entre  les  deai 
tangentes  à  la  circonférence  qui  sont  parallèles  à  Ox. 

Enfin,  dans  le  cas  général  où  l'on  suppose  aa'  —  ô  (a  +  «')  ^  0,  la  solution  générale  est 
la  courbe  rcprésent^^e  par  l'équation  suivante,  déduite  de  (2)  en  supprimant  le  facteur 
{a  —  a'fy*  : 

y*[b(a  +  a')  —  aa']*  +  aa'la'x  +  aa'  —  b(a  +  a')]  [aa-  +  aa'  —  b{a  +  a')]  =  0. 

On  peut,  pour  simplifier  cette  équation,  remplacer  le  second  terme,  qui  est  un  trinôme  «iu 
second  degi-é  en  x  ayant  deux  racines  réelles,  par  une  difTéi-ence  de  carrés,  en  l'écrivant  : 

et,  enremplaçantar+-5-(  — +  --rl[aû'  —  b(a-\-  a')]  par  X,  ce  qui  revient  à  déplacer 
l'origine  sur  Ox,  l'équation  se  réduit  à  la  suivante  : 

y*[Ha  +  a')  —  aa'Y  +  a*a''-  X*  —  -j(a  —  a')*  lb(a  +  a')  —  aa']*  =  0. 
ou  : 

(a  —  a')*  ^    (a  —  «')*  [b(a  +  a')  —  aa']*   ^        *  —  "' 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  l'équation  de  l'ellipse  (n«  249)  ;  le  lieu  cherché  est  donc  une 
ellipse. 

259.  Comparaison  des  deux  problèmes.  —  Dans  les  deux  problèmes  géné- 
raux, recherche  de  Texpression  des  coordonnées  d'un  point  du  lieu  en  fonc- 
tion d'un  paramètre,  ou  recherche  de  Téquation  du  lieu,  on  est  conduit  à 
chercher,  dans  la  définition  du  lieu,  un  paramètre  variable  X,  tel  qu'à  chaque 
valeur  de  ce  paramètre  correspondent  un  ou  plusieurs  points  du  lieu.  Dans 
les  deux  cas,  on  peut  alors  former  un  système  de  deux  équations  entre  ce 
paramètre  a  et  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  quelconque  du  lieu  : 

(1  )  f{a),  y»  ^a)  =  0,        gix,  y,  \)  =  0. 

Jusque  là,  les  deux  procédés  se  confondent;  mais  ensuite,  on  pourra,  ou 
tirer  de  ces  deux  équations  x  et  y  en  fonction  de  X,  ou  éliminer  a  entre  ces 
deux  équations  ;  en  d'autres  termes,  on  peut  résoudre  ou  le  premier  ou  le 
second  problème. 

Il  sera  toujours  bon  d'aborder  ces  deux  recherches,  sauf  h  abandonner 
l'une  d'elles  lorsqu'elle  paraît  conduire  à  des  calculs  pénibles  ou  à  des  résul- 
tats compliqués  et  difficiles  à  interpréter.  Chacune  des  deux  méthodes  peut, 
en  effet,  mettre  en  évidence  des  propriétés  capitales  du  lieu  qui  n'apparaî- 
traient pas  avec  l'autre  ;  par  exemple,  le  calcul  de  a?  et  y  en  fonction  de  X  peut 
mettre  en  évidence  dos  valeurs  particulières  de  1  auxquelles  correspondent 
des  solutions  particulières,  celles-ci  n'apparaissant,  dans  l'équation  du  lieu, 
que  sous  forme  de  facteurs  qu'il  n'est  pas  toujours  facile  de  séparer;  de 


ÉQUATION  D'UN  LIEU  GÉOMÉTRIQUE  237 

même,  Tëquation  du  lieu  fait  souvent  reconnaître  immédiatement  que  ce  lieu 
est  une  courbe  de  nature  connue,  comme  une  circonférence,  une  ellipse,  etc. 

Par  exeinple,  dans  un  problème  traité  plus  haut  (n»  258),  les  deux  équations  en  x,  y,  X  sont  : 
\*{a  —  b)y  —  Xa{a  —  a^lo;  —  ô)  +  a*{a'  —  b)y  =  0.        X'y  +  Xa'{a  —  a')  +  a'*y  =  0. 

En  les  résolvant  par  rapport  à  x,  y^  on  trouve  immédiatiunent  : 

—  \a\a  —  a')  ^        \a\a  —  a')  [X*(a  —  6)  +  a*(a'  —  b)] 

y  = St    I    „,t »         j;=6  — 


X«  +  «'•       '       -  —  "  Xa(a  —  a')  [X*  +  a'*J 

On  voit  d'abord  que,  pour  X  =  0,  j;  est  indéterminé  et  y  est  nul.  L'axe  Ox  est  donc  une  solu- 
tion particulière  correspondant  à  la  valeur  X  =  0. 
La  solution  générale  est  alors  représentée  par  les  expressions  : 

X                          ^        a'     \*{a  -  A)  +  g*(a'  -  à) 
y=-a(a-a)^,_^^^  ,       a- =  ô  -  — j^qp^pi . 

Le  dénominateur  X*  +  a'*  ne  s'annulant  pas,  on  sait,  d'après  l'étude  de  la  fraction  ration- 
nelle du  second  degré,  que  xoty  resteront  tous  deux  compris  entre  un  maximum  et  un  mini- 
mum. Le  lien  est  donc  compris  à  l'intérieur  d'un  rectangle  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux 
axes  Ox,  Oy. 

Enfin,  la  valeur  de  -t-  peut  se  réduire  à  une  constante  dans  l'hypothèse  particulière  : 

a*{a'  —  *)  ,,  L,     i      n  I 

— i j— ^  =  a'*,       ou  :        bia  +  a')  =  aa'  ; 

a  —  0 

dans  ce  cas,  la  valeur  de  x  est  : 

X  =  b —  (a  —  6)  =  6 ' — -■ =  0  ; 

a   ^  '  a 

y  restant  compris  entre  deux  limites,  le  lieu,  dans  ce  cas  particulier,  est  un  segment  limité 
de  Oy;  nous  vériûons  ainsi  un  résultat  établi  au  n«  258. 

Remarquons  d'ailleurs  que,  lorsqu'on  connaît  les  coordonnées  dun  point 
du  lieu  en  fonction  d'un  paramètre  : 

(2)  X  =  9(a),        y  =  ^(k), 

on  pourra  en  déduire  V équation  du  lieu  en  éliminant  X  enti^e  les  formules 
(â),  car  ces  formules  peuvent  être  considérées  comme  deux  équations  entre 
X,  y  et  le  paramètre  X. 

Par  exemple,  au  n®  247  nous  avons  trouvé,  on  fonction  d'un  paramètre,  les  coordonnées 
d'un  point  d*un  lieu  géométrique  : 

X  =  a  cos  2q       y  =  a  cos  2çp  tg  o. 

Pour  éliminer  o  entre  ces  deux  équations,  résolvons-les  par  rapport  à  cos  2o  et  tg  o  ;  elles 
donnent  ; 

cos2cp  =  -^,        tgo=-^. 

Comme  on  connaît  l'expression  de  cos  2ç  en  fonction  de  tg  o,  on  en  déduit  l'équatiuu  du 
lieu  : 

X       X*  —  v*  «       «'"'(^  —  •*■) 

—  =   .  ,   • , ,       ou  :       y*  =: 1 ; 

a       A*  +  3/  a-\-  X 

c  i;st  réqualiou  de  la  strophoïde  droite  (u«»  141).  Le  lieu  est  donc  une  slrophuide  droile. 
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260.  Emploi  simultané  de  plusieurs  paramétres.  —  Dans  certains  pro- 
blèmes^ on  aperçoit  rapidement  des  constructions  permettant  de  déterminer, 
par  des  procédés  réguliers,  un  point  arbitraire  du  lieu,  lorsqu'on  connaît 

non  plus  un  seul  paramètre,  mais  plusieurs  Xi,  li,  ,  a„,  dépendant  le? 

uns  des  autres.  C'est  ce  qui  arrive  généralement  quand  tout  point  du  lieu  est 
à  l'intersection  de  deux  courbes  (F),  (V)  dépendant  chacune  de  plusieurs 
paramètres.  On  formera  alors,  comme  dans  le  cas  d'un  seul  paramètre,  soit 
les  équations  de  ces  courbes  (V),  (F'),  soit,  plus  généralement,  un  système  de 
deux  relations  définissant  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  quelconque  du 
lieu,  en  fonction  des  paramètres  Ai,  \^, ,  X„  : 

(4)  f{x,  y,  \,  \u   -M  >v.)  =  0,        g{x,  y,  \u  hy  ..-,  >n)  =  0. 

Puis,  les  paramètres  Ai,  l^,  ,  a„  n'étant  pas  tous  arbitraires,  on  for- 
mera, entf^e  ces  paramètres,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
les  courbes  (F),  (F')  se  coupent  en  des  points  du  lieu,  plus  généralement,  pour 
que  les  points  Wx,  y),  définis  par  les  équations  (1),  soient  des  points  du 
lieu.  En  général,  comme  il  ne  doit  y  avoir  qu'un  seul  paramètre  arbitraire 
pour  que  le  point  M(x,  y)  décrive  une  courbe,  les  n  paramètres  seront  li^s 
parw  —  1  relations  : 

(2)  Cpi(7.,,  li,   ...,  In)  =  0,  92()^i,  ^.2,   ...,  Xi)  =  0,   

Gela  fait,  on  éliminera  les  n  paramètres  "ki,  l^, ,  ^n  entre  les  équa- 
tions (1)  et  (2),  qui,  en  général,  forment  un  système  de  n+i  équations; 
c'est-à-dire  que  l'on  formera  la  condition  nécessaire  et  suffisante  : 

(3)  R(a:,  y)  =  0, 

pour  qu'il  y  ait  au  moins  un  système  de  valeur  de  Ai,)^i,  ,)^  vérifiant 

simultanément  ces  équations. 

Comme  dans  le  cas  d'un  seul  paramètre,  on  démontrera  :  1®  que  tout  point 
du  lieu  appartient  h  la  courbe  (Gj  représentée  par  Féquation  (3);  2*  inverse- 
ment, que  tout  point  de  cette  courbe  (C)  appartient  au  lieu,  à  moins  que  le 

système  correspondant  de  valeurs  de  ).i,  ).2,  ,  ^n»  vérifiant  les  équations 

(1)  et  (2),  ne  convienne  pas,  soit  parce  qu'il  est  formé  de  valeurs  imaginaires, 
soit  parce  qu'il  est  formé  de  valeurs  placées  en  dehors  des  intervalles  où 
doivent  varier  ces  paramètres.  Sauf  cette  restriction,  le  lieu  cherché  est 
donc  la  courbe  représentée  par  V équation  (3). 

261.  Ë.KEUPLE.  —  Étant  données  deux  circonférences  (C),  (C),  tangentes  rn  A,  A'  à  une  même 
droite  Oo.*,  et  un  point  0  sur  cette  droite,  par  ce  point  0.  on  mène  une  sécante  mobile  rencon- 
trant (C)  en  P,  (C)  en  P'  ;  on  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  d*intet^eciion  des  droitef 
AP,  A'P'  quand  cette  sécante  tourne  autour  de  0. 

Prenons  pour  axe  dos  x  la  droite  Ox  et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  à  Ox  mecéa 
par  0  (fig.  152j  :  soient  C(«,  6)  et  C'[a',  //i  les  centres  de  (G)  et  (C).  L'équation  de  (C}  est  ; 

(j  —  a)*  +{y—  à)*  —  ô«  =  0.        ou  :        {x  —  a)*  +  y*  —  2%  =  0; 
celle  de  (C)  : 
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Cela  posé,  tout  point  M  du  lieu  est  à  l'intersection  des  deux  droites  variables  AP,  A'P', 
dont  les  équations  sont  : 

(1)  y  =  {Ji(a;— a),        y  =  yi'ix  —  a'), 

en  désignant  par  n,  et  [l' leurs  coefticients  angulaires  variables. 

Ces  paramètres  [i,  ^i'  ne  sont  pas  tous  deux  arbitraires  ;  mais  il  faut  et  il  suffit  que  les 
deux  droites  AP,  A'P',  représentées  par  les  équations  (l),  coupent  respectivement  les  circon- 


Fig.  152. 


férences  (C)  et  (C)  en  des  points  P  et  P'  en  ligne  droite  avec  0.  Déterminons  donc  les  coor- 
données de  P  et  P'  en  fonction  de  jjl  et  jx'.  Celles  de  P  sont  données  par  le  systèiiio  dos  équa- 
tions de  (C)  et  de  AP,  qui  donne,  en  dehors  de  lasolutionar=:a,  y  =0  correspondant  au  point  A  ; 

26u  ,      26ji  2ôjx« 

X  —  a  =  .    .     . ,       ou  :       a-  =  a  +  j-rrrî  *       V  = 


1   +  |X" 

De  même,  les  coordonnées  de  P'  sont  : 


x=za'  + 


26'}!' 


1+K' 


i+^* 


(2) 


l  +  fx"' 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  cherchée  est  enfin  : 

2AHt" 26V^« 


a(l  +  |x-)  +  26.U  -  a'(l  +  {x")  +  Uy  ' 


Eliminons  donc  (jl  et  ii'  entre  les  équations  (I)  et  (2)  ;  les  équations  (1)  donnent,  en  général, 
une  valeur  et  une  seule  pour  {jl  et  fx'  : 


(3) 


y 


y 


^      X  —  a'        ^       X — a' 


t't,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  on  obtient  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'il  y  ait  des  valeurs  de  {i  et  ^jl'  vérifiant  les  équations  (1)  et  (2)  : 

hyl by 

a[[x  —  «)«  +  y*\  +  tby{x  -  a)   ~"  a\{x  -  a')*  +  y*\  +  tb'y{x  -  a')  ' 

Cette  condition  donne  d'abord  y  ;=  0  ;  mais,  pour  cette  solution,  les  valeurs  de  jj^-et  fi'  obte- 
nues plus  haut  sont  toutes  deux  constantes  :  |jl  =  0,  (jl'  =  0.  L'axe  Oj;  est  donc  une  solution 
particulière,  correspondant  au  cas  où  AP,  A'P'  viennent  se  confondre  simultanément  avec  Ox, 

II  reste  ensuite  la  solution  : 


ou 

(4) 


aà^ix  —  a)«  +  y»J  +  2bb'y(x  -  a)  —  ba'[(x  —  ay  +  y*]  —  2bb'yix  —  a')  =  0. 


ab'[{x  —  a)*  +  y*—  2by]  —  ôa'[(x—  a')"  +  !/*  —  ^b'y]  =  0. 


D'antre  part,  les  valeui*s  de  (ji,  |x',  données  par  les  formules  (3),  ne  deviennent  indéterminées 
la  première,  que  pour  le  point  Aia.  0),  la  sec<mdt\  pour  le  point  A'(a',0),  points  dont  les  coor- 
données ne  vériiient  pas  ré<iuation  (3),  mais  seulement  l'équation  particulière  t/  =  0. 
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Le  lieu  cherché  est  donc,  sans  restriction^  la  courbe  représentée  par  Véqualion  U).  D&ns 
rhypothèse  gônéralo  :  ah'  —  ba'  ^  0,  on  reconnaît  que  ce  lieu  est  une  circonférence  pas- 
sant parles  points  d'intersection  des  doux  premières,  ou,  plus  généralement,  appartenant  au 
môme  faisceau  que  celles-ci;  dans  l'hypotlit^so  particulière  :  ab'  —  ba'  =:  0,  te  point  0  est  sur 
la  droite  des  centres  CC,  et  le  lieu  est  l'axe  radical  des  deux  circonférences  données. 

262.  Remarque.  — Nous  avons  dit  qu'il  y  a,  en  général,  n  —  1  équations  (2); 
dans  certains  cas  particuliers,  il  peut  y  en  avoir  soit  moins  de  n  —  i,  soit 

plus  den  —  1 ,  sans  qu'il  soit  impossi ble  de  faire  Télimination  de  ).i,  )v4, 1^  et, 

par  suite,  sans  que  le  lieu  cesse  d'exister.  Dans  le  premier  cas,  le  système  (1  ),  li 
comprend  n+ 1  —  /e équations,  et  l'élimination  de  w  —  k  paramètres  entraine 
aussi  celle  des  k  autres;  dans  le  second  cas,  le  système  (1),  (2)  comprend 
H  +  1  -{-  k  équations  en  >.i,  1^,  !„,  qui  sont  compatibles  sous  la  condi- 
tion R(x,  y)  =  0. 

En  dehors  de  ces  circonstances  exceptionnelles,  le  système  (2)  doit  toujoui^s 
comprendre  n  —  1  équations.  Donc,  si  Von  forme  moins  de  n  —  i  relations 
entre  les  n  paramètres,  c'est  qu'on  n'a  pas  exprimé  toutes  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  que  doivent  remplir  ces  paramètres;  si  Ton  en 
forme  davantage,  c'est  que  certaines  d'entre  elles  sont  surabondantes  et 
peuvent  être  supprimées  comme  étant  des  conséquences  des  autres. 


COURBES  ENVELOPPES 

263.  DÉFINITION.  —  On  dit  que  les  courbes  (C)  d'une  même  famille  ont  une 
enveloppe  (fig.  153),  lorsqu'elles  sont  toutes  tangentes  à  une  même  courbe 

(F);  celle-ci  est  appelée  l'enveloppe, 
et  les  courbes  (C)  les  enveloppées. 

Par  exemple,  les  circonférences  ((]( 
de  rayon  constant,  dont  le  centre  est 
mobile  sur  une  droite  (A),  admettant 
une  enveloppe,  qui  est  formée  de  deux 
parallèles  à  (A). 

De    même,    les   tangentes  à   une 
courbe  (F)  ont  une  enveloppe,  qui  est 
la  courbe  (F)  elle-même. 
Fig.  153.  Etant  donnée  une  famille  de  courbes 

(C),  dépendant  d'un  paramètre  a,  et 
définies,  en  fonction  de  ce  paramètre,  par  leur  équation  générale  : 

(i)  A^*'  y»  >^)  =  0, 

proposons-nous  de  reconnaître  si  ces  courbes  ont  une  enveloppe,  et  cherchons 
à  déterminer  celle-ci. 

Supposons  d'abord  que  cette  enveloppe  (F)  existe  (fig.  153);  dans  ce  cas. 
tout  point  M  de  (F)  correspond  à  une  courbe  (C)  de  la  famille  (1),  dont  il  est  K- 
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point  de  contact  avec  l'enveloppe;  ses  coordonnées  x,  y  sont  donc  des  fonctions 
déterminées  : 

(2)  x  =  91)0,       y  =  ^i}:) 

du  paramètre  "k  qui  définit  la  courbe  (C).  La  courbe  (V)  est  alors  représentée 
par  les  équations  (S)  ;  exprimons  qu'elle  satisfait  à  la  définition  de  renvelojppe. 
D'abord,  le  point  M,  représenté  parles  formules  (2),  est  situé  sur  la  courbe  (C); 
ce  qui  signifie  que  les  fonctions  (2)  vérifient  identiquement  l'équation  (1). 
Puis,  les  tangentes  en  M  aux  courbes  (C)  et  (F)  étant  confondues,  les  coeffi- 
cients angulaires,  finis  ou  infinis,  de  ces  tangentes  sont  égaux  et,  par  suite, 
les  fonctions  {i)  vérifient  la  seconde  condition  : 

<3'  ■§"  =  — §"'      ''"=      /X4-r,yi  =  o. 

Or,  comme  elles  vériflent  déjà  identiquement  l'équation  (1),  elles  satisfont 
encore  à  l'identité  qui  s'en  déduit  par  dérivation  : 

(4)  fiPC,  +  fiyi  +  fi  =  0. 

Donc,  enfin,  elles  vérifient  la  condition  : 

(5)  rx = 0. 

D'où  ce  résultat  :  s'il  y  a  une  enveloppe  (r),  il  existe  deux  fonctions 
déterminées  x,  y  du  paramètre  "k,  satisfaisant  aux  deux  conditions  (1) 
et  (5). 

Réciproquement,  supposons  qu'il  existe  deux  fonctions  (2),  x  et  y,  de  la 
variable  \  vérifiant  identiquement  les  conditions  (i)  et  (S).  Ces  deux  fonc- 
tions définissent  une  courbe  (F);  d'après  la  condition  (1),  le  point  M  de  cette 
courbe  (F),  qui  correspond  à  la  valeur^  du  paramètre,  est  situé  sur  la  courbe  (G) 
représentée  par  l'équation  (1);  puis,  la  condition  (5),  combinée  à  la  relation  (4) 
qui  est  une  conséquence  de  (i),  conduit  à  la  relation  (3)  ;  celle-ci  montre  qu'en 
ce  point  M,  les  courbes  (G)  et  (F)  sont  tangentes.  Les  courbes  (G)  ont  donc  une 
enveloppe,  qui  est  la  courbe  (F). 

Or,  les  conditions  (1)  et  (5)  forment  un  système  de  deux  équations  en  x  et 
y,  qui,  en  général,  ont  une  solution  ;  donc,  en  général,  il  y  a  une  enveloppe 
que  Ton  détermine  par  la  règle  suivante  : 

On  exprime  les  coordonnées  d'un  point  de  t enveloppe  en  fonction  de  \, 
en  résolvant,  par  rapport  àx  ety,  le  système  d équations  : 

(6)  r(x,  y,  \)  =  0,        f{{x,  y,\)==0; 

ou  encore,  on  forme  Véquation  de  Venveloppe  en  éliminant  X  entre  les  deux 
équations  (6). 

Dans  le  cas  où  Féquation  (1)  est  entière  par  rapport  à  >.,  on  sait  que  ce  second 
énoncé  équivaut  au  suivant  :  on  exptnme  que  l  équation  (l)  admet  une  racine 
double  en  \. 

TwtMvn  rr  Thtbaitt.  Géométrie  analytique.  16 
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264.  Cas  d'exception.  —  Cette  solution  tombe  en  défaut  lorsque  le  coefficient  angulaire, 
fini  ou  infini,  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (C)  ne  peut  plus  être  mis  sous  la  foni)t> 

fx 

jr*  ou  encore  (n»  216)  lorsque  M  est  un  point  multiple  de  la  courbe  (C).  Il  faut  donc 

ni 
écarter,  dans  la  solution  obtenue,  les  points  multiples  des  courbes  (C)  et,  en  particulier,  la 

courbe  i\),  lieu  de  ces  points  multiples,  lorsqu'il  en  existe  une.  Montrons  d'ailleurs  que  cotlr 

courbe  Qi  fait  nécessairement  partie  de  la  solution  du  système  (6). 

En  effet,   considérons  toujours    les  coordonnées  ,r,  y  d'un   point  quelonque  M  de  -A 

comme  fonctions  di*  X  ;  ces  fonctions  vérifient  identiquement  l'équation  (  I)  et  les  suivanto>: 

f'j.  =  Q^  f'ff=0,  qui  expriment  que  M  e.st  un  point  multiple  de  (C)  [n*  216);  leurs  dérivns 

vérifient,  en  consé(|uence,  la  relation  (4)  et  enfin  la  relation  (5).  C.  Q.  F.  II. 


265.  —  Exemple  I.  — -  Parabole  considérée  oomme  enveloppe.  —  Cherctions  Venteloppe  d^ 

côté  d'un  angle  droit,  dont  l'autre  cité  passe  par  un  point  fiae  F,  et  dont  le  sommet  décrit  une 

droite  (D). 

Choisissons,  comme  axe  Oy,  la  droite  donnée  (D)  et,  comme  axe  Ox,  la  perpendicu- 

p 
laire  abaissée  de  F  sur  (D),  dirigée  de  0  vers  F  ;  désignons  par-5-  la  distance  de  F  à  D 

(fig.^54). 
Soit  X  l'ordonnée  variable  d'un  point  P  pris  sur  Oy.  Le  coefficient  angulaire  de  PF  esif 


2X 


:  la  droite  (T),  menée  par  Del  perpendiculaire  àFP,  a  donc  pour  équation 


(I) 


y  —  X  =-^x,      ou  :      p.r  —  2X.y  +  2X* 


0. 


Pour  trouver  l'enveloppe  di»  celte  droite  (T),  associons,  a  l'équation  (1),  l'équation  dérivét» 

par  rapport  à  X  : 

(2)  -  y  +  2X  =  0. 


En  éliminant  X,  on  trouve  l'équation  de  l'enveloppe 


f3) 


y 


±px. 


On  retrouv(>  ainsi  i'é((uation  de  la  parabole  (n«  251 1. 
L'enveloppe  vfierchée  est  donc  la  parabole  qui  a  pour  foyer  F 

et  pour  directrice  la  droite  (A)  :  jl-  =.  —  -^  . 

La  relation  (2)  montre,  en  outre,  que  le  point  de  contact 
M  de  cette  parabole  avec  la  tangente  (T)  a  une  ordonnée  y 
-^  qui  est  le  double  de  l'ordonnée  X  de  P  et.  par  suite,  qui 
est  égale  à  celle  du  point  de  rencontre  f  de  la  directrice 
avec  FP.  11  en  résulte  que  le  point  M  est  à  Vintersection 
de  la  tangente  (T)  avec  la  parallèle  à  Vaxe  menée  par  f. 

On  retrouve  ainsi  une  propriété  bien  connue  de  la  para- 
bole. 


266.  II.  Ellipse  et  hyperbole  considérées  comme  enveloppes.  —  Cherchons  Venveloppe 
du  côté  d'un  angle  droit,  dont  l'autre  côté  passe  par  un  point  fi^-eF,  et  dont  le  sommet 
décrit  une  circonférence  (O). 

Rapportons  la  circcmférence  (O)  à  deux  diamètres  i*ect angulaires  0«r.  Oy,  dont  le  premier 
0.r,  passant  par  F,  est  dirigé  de  O  vers  F  ;  et  soient  a  le  rayon  de  (0),  c  la  distance  OF. 
Considérons,  sur  la  circonférence  (0)  (fig.  155).  un  point  quelonque  P  ;  ses  coordonnée?. 
exprimées  en    fonction  d'un   paramèti*e   variable  tu.  sont  acoso».  asinco.  Le  coeflicient 

angulaire  de  FP  est  donc  ^^  ^^^^  ^      — ^  ,  et  la  droite  (T),  menée  par  P  et  perpendiculaiiv 

à  FP,  a  pour  équation  : 


a  cos  oj  —  c- 


ou 

>li 


fl  cos  w  —  c 

Il  —  a  sm  to  H : (.r  —  a  cos  co)  =  0, 

'       a  sin  to  ' 


air  +  c)  cos  w  +  o.V  sin  10  =  a*  +  ex. 
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Noos  avons  à  chercher  l'enveloppe  de  ces  droites  (T).  Associons  donc,  à  cette  équation  (i), 
l'équation  dérivée  par  rapport  à  o)  : 

(î)  —  a(x  +  c)  sin  w  +  «y  cos  to  =  0. 

L'élimination  de  co,  entre  ces  deux  équations,  se  fait  en  élevant  les  deux  membres  de 
cha4;une  d'elles  au  carré,  et  en  ajoutant;  ce  qui  donne  immédiatement  l'équation  de  l'en- 
velopi>e  : 

a*{x  +  c)*  +  aY  =  {«•  +  c^)\        ou  :        (a*  —  c*)  a-  +  aY  —  a*{a*  —  c'-)  =  0. 


ou  enfîn  : 


>•> 


y 


Nous  retrouvons  l'équation  de  l'ellipse  ou  de  l'hy- 
perbole (n»249  et  250).  V enveloppe  cherchée  est  donc 
une  ellipse  ou  une  hyperbole^  ayant  pour  foyers  le 
point  F  et  son  symétrique  F'  par  rapport  à  0  ;  la 
longueur  de  Vaxe  focal  étant  le  diamètre  2a  de  la 
circonféi^ence  (0). 

La  relation  (i)  défînit,  en  outre,  la  position  du 
point  de  contact  M  de  la  tangente  (T)  avec  son  en- 
veloppe. Elle  représente  une  droite  passant  par  le 
second  foyer  F'( —  c,  0),  et  parallèle  à  OP,  son  coef- 
licient  angulaire  étant  tgu.  Le  point  de  contact  M 
est  donc  à  Vxntersection  de  la  tangente  (T)  avec  la 
droite  gui  joint  le  second  foyer  F'  au  symétrique  f 
du  premier  foyer  par  rapport  à  cette  tangente. 


Fig.  455. 
On   retrouve  ainsi  une   propriété  bien  connue  de   l'ellipse   ou  de  l'hyperbole. 


267.  Iniarprétation  de  Fenyolcppe.  Tbkorème.  —  Le  point  de  contact  d'une  courbe  enve- 
loppée (C)  avec  son  enveloppe  est  la  position  limite  d'un  point  d'intersection  de  (G)  avec  une 
autre  courbe  (C*)  de  la  famille^  lorsque  (C)  tend  à  se  confondre  avec  (C). 

Soit,  en  effet,  une  courbe  enveloppée  quelconque  (G)  : 


(l) 


f{x,  y,  X)  =  0, 


correspondant  à  une  valeur  fixe  X  du  paramètre  :  et  con.sidérons  une  autre  courbe  envelop- 
pée (C)  : 

(2)  f(x,  y,  X  +  AX)  =  0, 

correspondant  à  la  valeur  X  -(-  ^X  du  paramètre.  Les  points  d'intersection  de  (G)  et  (C)  sont 
définis  par  le  système  d'équations  (1)  et  (2),  dans  lequel  on  peut  remplacer  l'équation  (2) 
par  la  suivante  : 

fix.  y,  X  +  AX)  -  f{x,  y) 


AX 


=  0. 


Gela  étant,  supposons  que,  (C)  restant  fixe.  (G')  tende  à  se  confondre  avec  (C)  :  l'équation  (1  ) 
ne  change  pas  et,  AX  tendant  vers  zéro,  l'équation  (3)  devient  à  la  limite  : 


(n 


m^y  Vi  X)  =  0  ; 


on  retrouve  alors  le  syst^'me  d'équations  (1).  (4),  qui  définit  les  points  de  contact  de  (G)  avec 
son  enveloppe.  G.  Q.  F.  D. 

CoROLLAiRB.  —  Le  point  de  contact  d'une  tangente  à  une  courbe  est  la  limite  de  son  point 
d'intersection  avec  une  autre  tangente  variable,  lorsque  celle-ci  fend  à  se  confondre  avec 
la  première. 
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ÉTUDE  DE  QUELQUES  TKANSFORMATIONS  DE8  COURBES 

268.  Symétrie  par  rapport  à  Torigiiie.  —  Soit  une  courbe  (C),  d'ëquation  : 
(4)  f(x,y)  =  0; 

proposons-nous  de  chercher  Téquation  de  la  courbe  (C),  symétrique  de  (Ci 
par  rapport  à  Torigine.  Désignons  par  M{x,  y)  un  point  quelconque  de  (C)  et 
par  M'(a?^  y')  son  symétrique  ;  on  a  : 

(2)  af  =  —  x,        y'  =  —  y, 

X  eiy  étant  deux  variables  liées  par  la  relation  (1).  L*équation  de  (C),  Heu  du 
point  M',  s'obtient  donc  en  éliminant  x  eiy  entre  (1)  et  (2)  ;  ce  qui  donne 
immédiatement  :  /"( — a?',  —  y')  =  0,  ou,  avec  la  notation  ordinaire  : 

(3)  f(-x,-y)  =  0. 

L'équation  de  la  courbe  symétrique  (C)  se  forme  donc  en  changeant  le$ 
signes  de  x  et  y  dans  l'équation  de  la  courbe  donnée  (C). 

Application.  —  Condition  pour  qu'une  courbe  algébrique  soit  symétrique 
par  rapport  à  V origine. 

Supposons  la  courbe  (C)  algébrique  et  son  équation  (1)  mise  sous  forme  en- 
tière. D'abord,  si  elle  est  symétrique  par  rapporta  l'origine,  les  deux  courbes 
(C)  et  (C),  d'équations  (1)  et  (3),  se  confondent  et  l'on  a  l'identité  (n**  236)  : 

f{—  x,  —  y)  =  kf{x,  y). 

où  k  est  une  constante  non  nulle.  On  en  déduit,  en  changeant  x  et  y  de 

signes  : 

f(x,  y)  =  kf{—  x,  —  y); 

d'où,  en  multipliant  membre  h  membre  :  /c*  =  1,  ou  /c  =  it  1.  On  a  donc 
l'une  des  deux  identités  : 

f{—x,  —  y)=  r{x,  y),        fi—  x,—y)  =  —  f(x,  y)  ; 

et,  inversement,  si  l'une  de  ces  identités  est  vérifiée,  la  courbe  est  manifeste- 
ment symétrique  par  rapport  h  l'origine. 

On  peut  en  conclure  qu'il  existe  deux  classes  de  courbes  algébriques  symé- 
triques par  rapport  à  l'origine .  En  effet,  le  changement  de  x  et  y  en  —  x  et  —  y, 
dans  un  monôme  entier  en  a;  et  y,  ne  le  transforme  pas  s'il  est  de  degré  pair, 
et  ne  fait  que  changer  son  signe  s'il  est  de  degré  impair.  Par  conséquent,  ?i 
la  première  identité  est  vérifiée,  l'équation  de  la  courbe  ne  contient  que  des 
termes  de  degré  pair  et,  en  particulier,  la  courbe  est  de  degré  pair;  si  c'est 
la  seconde  identité  qui  est  vérifiée,  Véquation  ne  contient  que  des  termei^ 
de  degré  impair  et,  en  particulier,  la  courbe  est  de  degré  impair. 

En  résumé,  pour  quune  courbe  algébrique  soit  symétrique  par  rapport  à 


TRANSFORMATIONS  DES  COURBES  Ud 

Voi*igine,  il  faut  et  il  suffit  que  les  degrés  de  tous  les  termes  de  son  équation 
soient  de  même  parité. 

On  remarquera  que,  dans  le  cas  d'une  courbe  de  degré  impair,  Téquation 
De  contient  pas  de  terme  constant  et,  par 
suite,  que  la  courbe  passe  alors  par  son 
centre  de  symétrie;  circonstance  qui  ne 
peut  se  produire  qu'à  titre  exceptionnel 
dans  le  cas  d'une  courbe  de  degré  pair. 

De  plus  (fig.  156),  à  tout  arc  OA  de  la 
courbe,  aboutissant  au  centre  de  symétrie  0 
avec  une  tangente  OT,  correspond  un  arc 
symétrique  OA',  qui  a,  au  point  0,  même 
tangente  OTet,  par  conséquent,  se  raccorde    ^^  „.     .^g 

avec  le  précédent  en  formant  une  inflexion. 

Donc,  lorsqu'une  courbe  (C),  ayant  un  centre  de  symétrie  0,  passe  par  ce 
centre,  toute  tangente  à  la  courbe  en  ce  point  est  nécessairement  une  tan-, 
gente  (ï inflexion. 

Par  exemple,  la  courbe  d'étiualion  :  a*  y  —  i''  =  0  est  symétrique  par  rapport  à  l'origine, 
et  elle  a  une  inflexion  en  ce  point  (fig.  147). 

L'ovale  de  Cassini,  ayant  pour  équation  :  (a:*  +  y*  +  c*)* —  4c*a:* —  a*  =  0,  est  aussi  symé- 
trique par  rapport  à  l'origine  ;  si  l'on  a  :  a  =  c,  elle  devient  une  lenmiscate  et.  dans  ce  cas, 
le  centre  de  symétrie  est  un  point  double  de  la  courbe  ;  les  tangentes  en  ce  point  sont  des 
tangentes  d'inflexion. 

269.  Symétrie  par  rapport  à  un  axe  de  coordonnées  {coordonnées  rectan- 
gulaires). —  On  étudiera  de  la  môme  manière  la  symétrie  par  rapport  à  l'un 
des  axes  de  coordonnées,  Ox  par  exemple,  en  remarquant  que,  si  les  coor- 
données sont  rectangulaires,  le  symétrique  d'un  point  M(a;,  y)  par  rapport  à 
Ox  est  W{x,  —  y).  De  là  résulte,  d'abord,  que  si  une  courbe  (Cj  a  pour  équa- 
tion fix,  y)  ==  0,  celle  de  sa  symétrique  (C)  par  rapport  à  Ox  est  f{x,  —  y)  =  0, 
et  se  forme  donc  en  changeant  y  en  —  y  dans  la  pi^emière. 

Ensuite,  on  montrera  qu'il  existe  deux  classes  de  courbes  algébriques  symé- 
triques par  rapport  à  Ox,  leur  équation  vérifiant  l'une  des  deux  identités  : 

fipc*  —  2/)  =  /*(^.  y)^      fK^^  —y)  =  —  f{^>  y)' 

Or,  dans  le  second  cas,  on  trouve,  pour  y  =  0,  f{x,  Oj  ^  —  f{x,  0)  ^  0; 
réqoation  de  la  courbe  est  identiquement  vérifiée  pour  y  =  0,  et  la  courbe 
comprend  Taxe  de  symétrie  Ox.  En  séparant  alors  le  facteur  y  dans  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation,  on  a  : 

f{x,  y)==y  fi[x,  y), 
avec  l'identité  : 

—  y  fi{x,  —y)  =  ^y  f,{x,  y),        ou  :        fiix,  —  y)  =  f,{x,  y)  ; 
et  l'on  revient  ainsi  au  premier  cas.  Donc,  en  excluant  le  cas  d'une  courbe 
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comprenant  Taxe  de  symétrie,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  courbe  algébrique  soit  symélinque  par  rapport  à  Ox  est  que  son 
équation  ne  contienne  que  des  puissances  paires  de  y. 

De  même,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  quune  courbe  algé- 
brique soit  symétrique  par  rapport  à  Oy  est  que  son  équation  ne  contienne 
que  des  puissances  j  aires  de  x. 


270.  Symétrie  par  rapport  à  l'une  des  bissectrices.  —  1**  On  étudiera  de  ia  niônie  manièiv 
la  symétrie  par  rapport  à  la  première  bissectrice,  les  ajces  de  coordonnées  étant  d'ailleun 
obliques  ou  rectangulaires  II  suflit  d'observer  que  le  symétrique  d'un  point  Mix^y)  par 
rapport  à  la  première  bissectrice  est  M '(y.  x),  car  on  passe  de  M  à  M'  en  rabattant  le  plan 
sur  lui-même  autour  de  la  bissectrice,  ce  qui  revient  à  échanger  Oa:  et  Oy  et,  par  suite,  x  et  v. 

En  conséquence  si  l'équation  d'une  courbe  (C)  est  /\j-,  y)=:0,  celle  de  sa  symétrique  (C: 
par  rapport  à  la  première  bissectrice  est  /"ly,  x)  =  0,  autrement  dit,  elle  se  déduit  de  la  première 
par  l'échange  de  x  et  y. 

Puis,  en  excluant  le  cas  d'une  courbe  compi*enant  Taxe  de  symétrie,  on  montrera  que 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  quune  courbe  algébrique  soit  symétrique  par  rap- 
port à  la  première  bissectrice  est  que  le  premier  membre  de  son  équation  entière  soit  symé- 
trique en  X  et  y. 

Telle  est,  par  exemple,  la  courbe,  construite  au  n«  211,  qui  a  pour  équation  : 

.r»  +  y'  —  Zaxy  —  Sa*  =  0 . 

2»  Le  symétrique  d'un  point  M  (a*,  y)  par  rapport  à  la  seconde  bissectrice  est  M'( —  y.  —  x\, 
car  il  est  le  symétri<iue,  par  rapport  à.  l'origine,  du  point  M, (y,  x),  symétrique  de  M  par  rap- 
port à  la  première  bissectrice. 

Donc,  si  f(x,y)  =  0  est  l'éciuation  d'une  courbe  (C),  celle  de  sa  symétrique  par  rapport  a 
la  seconde  bissectrice  est  f( —  y,  —  x)  =  d  ;  puis,  l'axe  de  symétrie  étant  exclu,  on  verra 
que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  courbe  algébrique  (C)  soit  syméJrîque 
par  rapport  à  la  seconde  bisse<'trice  est  que  son  éciuation  ne  change  pas  quand  on  y  r**m- 
placc  X  par  —  y  et  y  par  —  x. 

271.  Remaruubs  st'R  LES  SYMÉTRIES.  —  Lcs  résultats  précédents  permettent  de  vérifier,  dans 
le  cas  particulier  d'une  courbe  algébrique,  quelques  propriétés  générales  des  figures  symé- 
triques. 

I.  —  Si  une  courbe  algébrique  a  deux  axes  de  symétrie  rectangulaires  Oa-,  Oy.  elle  est  symé- 
trique par  rapport  à  leur  point  d'intersection. 

Car  son  équation,  rapportée  aux  axes  Oa-,  Oy,  ne  contient  que  des  puissances  pairc»s  de  x, 
des  puissances  paires  de  y  et,  par  suite,  les  degivs  de  tous  ses  t<»rmes  sont  de  même  parité. 

II.  —  Inversement.,  si  une  courbe  algébrique  (C)  a  un  centre  0  et  un  axe  de  symétrie  Ox 
passant  par  ce  centre,  elle  a  un  second  axe  de  symétrie  Oy,  perpendiculaire  au  premier  et 
passant  aussi  par  O. 

Ajoutons  à  ces  considérations,  les  proposilicms  suivantes  : 

III.  —  Théorème.  —  Une  courbe  algébrique  qui  a  plusieurs  centres  se  réduit  à  un  système 

de  droites  parallèles. 

Car,  si  elle  a  deux  centn»s  de  symétrie  distincts  O,  O, 
(fig.  157).  en  vertu  de  la  symétrie  par  rapport  à 0,,  elle 
a  aussi  pour  centre  le  symétrique  0^  de  O  par  rapport 
d  0,  ;  puis,  de  même,  le  symétrique  0,  de  0,  par  rap- 
port à  i\,  et  ainsi  de  suite  ;  elle  a  donc  une  inlinilé  de 
centres  de  symétrie  en  ligne  di*oit<;. 

Cela  étant,  soient  M  un  point  (quelconque  delacoarbo. 
M'  son  symétrique  par  rapport  à  O,  M^,  M^, ....  les  synit- 
tri(iues  de  M'  par  rapport  à  0^,0,  ...  L<'S  points  M.  M|, 
M,,  ...,  étant  sur  une  même  droite  (A)  parallèle   à  la 
00,(\.  ...,  (A)  coupe  la  courbe  algébrique  en  une  infinité  de  points   et. 
par  suite,  fait  partie  de  cette  courbe  (n»  210). 

Le  résultat  s'upplitiuant  à  tout  point  M  de  la  courbe,  la  proposition  est  ainsi  établie. 


Fig 

ligne  des  centi-es 


1; 


ij 
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IV.  —  CoiioLLAiRE.  —  Une  courbe  algébrique,  qui  a  un  centre  et  un  ojce  de  symétrie  ne 
plissant  pas  par  ce  centre,  se  réduit  à  un  système  de  droites  parallèles. 

Car.  si  elle  a  0  pour  centre  et  (D)  pour  axe,  elle  a  aussi  pour  centre  le  symétrique  0^  de  O 
par  rapporta  (Dj. 

V.  —  ThèorAme.  —  Une  courbe  algébrique  qui  a  deux  axes  de  symétrie  parallèles,  se  réduit 
à  un  système  de  droites  parallèles  entre  elles. 

Car,  si  elle  admet  deux  axes  parallèles  (D),  (D,),  «'lie  admet  aussi  pour  axe  la  dmite  (D,), 
symétrique  de  (D)  par  rapport  à  (D^),  et  ainsi  de  suite.  Les  symétriques  d'un  nn^me  point  M 
par  rappoil  à  tous  ces  axes  parallèles  étant  en  ligne  droite,  la  proposition  est  établie. 


M' 


272.  Homothétie  par  rapport  à  rorigine.  —  Considérons  un  point  M(j;,  y), 
et  soit  W{x',  y')  son  homothétique  par  rap-  y 

port  a  l'origine,  le   rapport  d'homothétie 
étant  k  (fig.  158).  On  a,  par  définition  de  /  ^ 

rhomothétie  : 


OM' 


jy 


y'  . 


OM      ^       y 

ce  qui  donne  : 

soit  :         x^  =  kXy      y'  =:z  ky  ; 


soit  : 


m,' 


(>>la  étant,  soit  : 


(i; 


f{x,  y)  =  0 


réqaation  d'une  courbe  (C);  l'éliinination  de  a;  et  y  conduit  immédiatement  à 

réqaation  de  la  courbe  homothétique  {(]'>  :  /*(-t^,-t")  =  ^y  ou,  «ivec  la 
notation  ordinaire  : 


^(x-i)-»- 


En  particulier,  pour  A  =  —  I,  on  retrouve  l'équation  de  la  courbe  symé- 
trique de  (Cj  par  rapport  à  0. 

273.  Application  aux  courbes  semblables.  —  On  sait  que  deux  courbes,  ou 
plus  généralement  deux  figures,  sont  dites  semblables,  lorsqu'on  peut  déplacer 
l'une  d'elles  dans  le  plan  de  façon  à  les  rendre  homothétiqiu's  ;  on  sait,  de 
plus,  que  le  centre  d'homothétie  peut  être  choisi  arbitrairement  dans  le 
plan  ;  nous  pourrons  donc  le  placer  à  l'origine  des  coordonnées. 

Théorème.  —  Lorsque,  dans  la  définition  d'une  courbe,  les  dimensions  de 
celle-ci  ne  dépendent  que  d*une  seule  longueur  arbitraire,  toutes  les  courbes 
obtenues  en  faisant  varier  cette  longueur  sont  semblables  entre  elles. 

Considérons,  en  efTet,  une  courbe  (f)  dont  la  grandeur  ne  dépend  que  d'une 
longueur  arbitraire  a.  On  peut  rapporter  la  courbe  à  deux  axes  rectangulaires 
Ox,  Oy,  qui  lui  sont  liés  géométriquement  et  qui,  inversement,  fixent  la  posi- 
tion de  (F). 


248 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


Les  axes  Ox,  Oy  étant  ainsi  choisis,  Tëquation  de  (F)  :  f(x,  y,  a)  =  0,  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  (x,  y)  appartienne  à  la 
courbe,  est  homogène  par  rapport  aux  longueurs  x,  y,  a  (n°  21)  ;  elle  peut 
donc  être  mise  sous  la  forme  : 


0) 


^(f-!-)=«- 


Considérons  une  autre  courbe  (D  de  la  même  famille,  et  soit  a'  la  longueur 
qui  définit  ses  dimensions.  Tout  revient  à  démontrer  que  Ton  peut  déplacer 
(P)  de  façon  à  la  rendre  homothétique  de  (f).  Pour  cela,  considérons  les  axes 
rectangulaires  OV,  O'y'  placés,  par  rapport  à  (F),  comme  Ox,,  Oy  le  sont  par 
rapport  à  (I"),  et  déplaçons  (f)  de  façon  que  ces  axes  0'x\  O'y'  viennent 
coïncider  avec  Ox,  Oy.  L'équation  de  {V),  rapportée  alors  aux  mêmes  axes 
que  {V),  est  : 


(2) 


a 


en  posant /c:  = 

L'équation  de  (f)  est  donc  celle  d'une  courbe  homothétique  de  (V),  le  centre 
d'homothétie  étant  l'origine.  C.  Q.  F.  D. 

Par  exemple,  deux  paraboles  quelconques  sont  semblables  ;  de  même,  deux 
lemniscates,  deux  strophoïdes  droites. 


274.  Paoblème. 


Fig.  i59. 


Équation  du  faisceau  des  droites  joignant  V origine  aux 

points   d'intersection  de  dettx  courbes 
algébriques. 

Soient  (G),  (D)  (fig.  159j  deux  courbes, 
d'équations  : 

(1)       f{x,  y)  =  0,        gix,  y)  =  0. 

Nous  nous  proposons  de  former  l'équa- 
tion du  faisceau  des  droites  OP,  joignant 
l'origine  0  aux  points  d'intei-section  P  des 
courbes  (G)  et  (D).  Appliquons  pour  cela 
la  méthode  directe  dans  la  recherche  de 
l'équation  d'un  lieu  géométrique. 

Considérons  donc  dans  le  plan  un  point 
quelconque  lA(x',  y')  ;  la  droite  OM,  joi- 


gnant ce  point  à  l'origine,  a  pour  équation  : 


(2) 


X 


y' 


Pour  que  M  fasse  partie  du  faisceau  cherché,  il  faut  et  il  suffit  que  les  courbes 
(Cj,  (D)  et  la  droite  OM    ientau  moins  un  point  commun,  ou  que  le  système 
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de  trois  équations  (1)  et  {i),  en  x,  y,  ait  au  moins  une  solution.  Or,  toute 
solution  de  (i)  peut  être  représentée  par  les  formules  : 

z  étant  une  inconnue  auxiliaire  ;  en  portant  dans  (1),  on  est  donc  ramené  à 
former  la  condition  pour  que  les  deux  équations  en  z  : 

aient  une  solution  commune;  il  faudra  donc  éliminera  entre  ces  deux  équa- 
tions qui  sont  homogènes  en  x\  y',  z. 
Nous  pouvons  énoncer  la  règle  suivante  : 

Règle.  —  On  obêienl  Véquation  du  faisceau  des  droites  qui  joignent  Vori- 
gine  aux  points  dHntersection  de  deux  courbes  algébriques  en  éliminant 
la  variable  (T homogénéité  entre  leurs  équations  rendues  homogènes. 

275.  Appucation.  —  Théorème  de  Frégier.  —  Les  cordes  d'une  courbe  du  second  degré 
tV),  vues  sous  un  angle  droit  d'un  point  fixe  0  de  cette  courbe,  passent  elles-mêmes  par  un 
point  fixe. 

Rapportons,  en  effet.  la  courbe  (D  &  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Ou,  l'origine  étant  en  0, 
et  l'axe  Ox  étant  dirigé  suivant  la  tangente  à  (F)  en  ce  point.  L'axe  Ox  ayant  pour  équation 
y  =  0,  les  termes  de  moindre  degré,  dans  l'équation  de  (r),  se  réduiront  à  un  terme  en  y 
(n«  217)  et  la  courbe  (F),  étant  du  second  degré,  est  représentée  par  une  équation  de  la  forme  : 

(1)  Aa-*  +  2Bxy  +  Cy*  +  2Ey  =  0. 

Considérons,  d'autre  part,  une  corde  (D)  de  cette  courbe,  vue  de  0  sous  un  angle  droit  :  cette 
droite,  ne  passant  pas  par  0,  a  une  équation  de  la  forme  : 

(2)  Ma;  +  t;y  —  1  =  0. 

Exprimons  que  la  corde  (D)  remplit  les  conditions  de  l'hypothèse  et  formons  d'abord 
l'éqaation  du  faisceau  des  droites  joignant  l'origine  aux  points  d'intersection  de  (F)  et  (D). 
D'après  la  règle,  nous  rendrons  homogènes  les  équations  (1)  et  (2)  ;  elles  deviennent  : 

Aa*  +  2Bxy  +  Cy*  +  SEys  =  0,        lu:  +  oy  —  z  =  0  ; 

on  en  déduit,  en  éliminant  z  : 

Aar*  +  2Ba-y  +  Cy*  +  2Ey(ux  +  vy)  =  0, 

équation  qui  représente  le  faisceau  de  droites  considéré;  par  hypothèse,  ces  deux  droites 
sont  rectangulaires,  on  a  donc  (n*  106)  : 

A  -f  C  +  2E»  =  0,        ou  :        i;  =  —  ^^^  • 
L'équation  générale  des  cordes  répondant  &  la  question  devient  alors  : 

•    «*-(-^E^  y +  *)  =  «»; 

elle  contient  un  paramètre  arbitraire  au  premier  degré  u  et,  par  suite  (n«  76),  les  cordes  pas- 

/  2  E    \ 

sent  par  un  point  Oxe  (  0,  —  .    ■  ^  j,  à  distance  finie  ou  infinie. 
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EXERCICES 

1 .  Trois  soromeu  d'un  quadrilatère  «oui  lues  el  le  qualrièmo  décrit  une  droite,  trouver  le  lieu  du  centre 
de  gravité  du  quadrilatère. 

{Hevuetie  Math.  Spée.,  I8t>0.) 

2.  Lieu  des  point»  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée  menées  aux  circonférences  qui 
sont  tangentes  à  une  droite  lixc,  eu  uu  point  donné  de  cette  droite. 

3.  Lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs  d'un  triangle  de  grandeur  variable,  inscrit  dans  uu  triangle  ree- 
tangle  donné  OAE. 

{École  des  Ponts  et  C/iautwet,  1893.) 

4.  On  donne  un  triangle  ABC  ;  par  uu  |>oinl  fixe  0.  pris  sur  AB.  ou  mène  une  sécante  variable  qui  coupe  Ir^ 
côtés  AC  et  BC  aux  points  D  et  B.  Lieu  des  points  de  rencontre  des  circonférences  circonscrites  aux  triangl«^ 
OAD  et  QBE. 

5.  On  donne  une  circonférence  et  un  point  fixe  0  ;  autour  de  0  on  fait  tourner  un  angle  droit  AOB;  on  joint 
les  points  A  et  B  situés  sur  la  circonférence  el  l'on  demande  : 

!•  Le  lieu  du  milieu  de  AB  ; 

2*  Le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  AB  ; 

3*  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  à  la  circonférence  menées  aux  points  A  el  B  ; 

4*  L'enveloppe  de  la  droite  AB. 

6.  On  donne  deux  circonférences  tangentes  (C)  et  (C')  ;.  autour  du  point  de  contact  O,  on  fait  loumcr  uu  angle 
droit  AOA';  on  joint  le  fioint  A  situé  sur  (C)  el  le  point  A'  situé  sur  (C).  On  demande  : 

1<*  Le  lieu  du  milieu  de  AA'  ; 

2**  Le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  AA/. 

7.  D'un  |M>int  donné  A,  Ton  mène  des  tangentes  à  chacune  des  circonférences  d'un  faisceau  linéaire  ;  trouver 
le  lieu  des  milieux  des  cordes  de  contact. 

8.  On  donne  deux  circonférences  tangentes  (C)  el  (C')  ;  autour  du  point  de  contact  A  pivote  une  «ècante  qui 
rencontre  respectif  ement  les  circonférences  aux  points  .M  el  M'.  Le  point  d'inlerserliou  du  ra%on  CM  avec  la 
parallèle  ii  CC'  menée  par  M'  décrit  une  cireonféronce  de  centre  A. 

9.  On  donne  deux  circonférences  (C)  et  (C')  el  deux  points  fixe»  S  el  S'  pris  respectivement  sur  iC|  el  [V.'-. 
Par  un  |M>int  commun  A  aux  deux  rirconférences,  on  mène  une  sécante  qui  les  rencontre  respectivement  aux 
points  P  el  P^  Le  point  d'intersection  des  droites  SP.  S'P'  décrit  une  circonférence. 

10.  Etant  donnés  trois  points  A,  B,  C  eu  ligne  droite,  on  fait  passer  |)ar  les  points  A  et  B  ime  cireonrérenrr 
variable  (|ui  rencontre  en  1)  et  D'  la  per|)endiculairc  élevée  sur  le  milieu  de  AB.  Lieu  des  points  de  rencontre 
du  la  circonférence  avec  les  droites  Cl),  Cl)'. 

11.  On  donne  deux  circonférences  (C),  {U)  tang<>ntes  en  un  \w\ul  0  el  une  troisième  circonférence  T}  qui  ren- 
contre au  point  I  la  tangente  commune  en  0.  On  considère  trois  points  variables  en  ligne  droite  P,  F',  Q  sitoés 
respectivement  sur  (C<.  [C),  IV)  de  Taçon  que  les  droites  OP'  et  IQ  soient  parallèles.  Le  point  d'inlerseciion 
des  droites  OP  el  l(j  décrit  une  circonférence. 

Montrer  c|ue  cette  circonférence  reste  la  même  si  l'on  remplace  I  par  le  second  |)oint  d'intersection  J  de  la 
circonférence  (T)  avec  la  tangenlc  en  0  à  [l'.)  el  [Cj). 

12.  On  donne  un  quadrilatère  complet  formé  par  les  deux  droites  CSA  et  CS/A'  coupées  par  les  deux  droites 
OAA'  et  OSS'.  On  considère  deux  circonférences  (r)  et  (T^)  respectivement  tangentes  en  A  et  A^  à  la  droite 
OAA^  Une  droite  mobile  issue  de  0  rencontre  respectivement  (F)  cl  (r')  en  P  et  P/;'9oil  0  lo  point  d'intersec- 
tion des  droites  SP  et  S^P^  i^c  point  d'intersection  des  droites  CU  et  OPP'  décrit  une  circonférence. 

13.  On  doime  deux  circonférences  (C)  el  [C)  ;  par  uu  de  leurs  points  conmiuns.  A,  on  mène  une  droilr 
variable  qui  coupe  res|)eclivement  (C)  el  ^C)  en  P  el  P/.  Lieu  du  |M)inl  de  rencontre  des  rayons  PC  el  PC. 

14.  Un  lieu  géométrique  étant  défini  par  l'intersection  de  deux  courbes  variables  dont  les  ^équations  : 

AX  +  B  =  0,        A/X  +  B'  ^  0 

renferment  un  |>aramèlrc  X  au  premier  degré,  »i  ces  deux  courbes  ont  un  poiul  ^Ixe  commun  P.  simple  pour 
chacune  d'elles,  P  est  un  point  double  du  lieu.  Déterminer  les  valeurs  de  X  qui  corresiK>udent  a  P  et  les  lan 
génies  en  ce  point  ;  discuter. 

Dans  les  mêmes  conditions,  si  les  «siualions  des  courbes  variables  renferment  X,  l'une  au  premier  deerr, 
l'autre  au  second  degré,  P  est  un  {Kiint  triple  du  lieu. 

Si  les  deux  é(|ualioiis  sont  du  second  degré  par  rapport  à  X,   P  est  un  point  quadruple. 

15.  Un  lieu  géométrique  étant  défini  par  l'intersection  de  deux  courbes  variables  (r)  et  .TOdonl  les  À{uation^ 
renferment  le  paramètre  X  au  second  degré,  montrer  f|ue  si  l'une  des  courlies,  IV),  a  un  point  fixe  P,  ce  point 
est  un  point  double  du  lieu,  et  que  les  tangentes  en  ce  point  «toiiL  les  tangentes  aux  deux  courltes  iP)  que  Ion 
obtient  en  donnnnt  à  >  les  deux  valeurs  qui  corres|)ondent  à  I'. 
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16.  Dans  les  mêmes  conditions,  les  équations  des  courbes  variables  étant  : 

Ait»  +  Ri  +  C  «  0,  Aa«  +  B/a  +  C  =  0, 

si,  pour  un  point  (xo,  y»),  on  a  : 

AB/  —  BA/  =  0,        BC/  —  CB'  =  0,        CA/  —  AC/  ~  0. 

le  point  («•,  y^)  est  un  point  double  dont  les  tangentes  sont  réelles  ou  imaginaires  eu  mémo  teni|)s  que  les 
valeurs  correspondantes  de  a. 

17.  Un  lieu  étant  défini  par  Tinterseetion  de  deux  courbes  variables  dépendant  d'un  paramètre  V,  trouver 
l'équation  de  la  tangente  au  lieu  en  un  point  (o'ot  yo)  correspondant  à  la  valeur  'a  =  «o* 

18.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  fixe  à  toutes  les  circonférences  d'un  faisceau 
linéaire. 

Lieu  des  extrémités  des  diamètres  qui  passent  par  le  point  fiie. 

19.  Lieu  des  points  de  contact  dbs  tangentes  menées  d'un  point  flxe  aux  circonférences  qui  passent  par  un 
point  donné  A  et  sont  tangentes  à  une  droite  donnée  (D). 

Examiner  le  cas  particulier  où  le  point  A  est  sur  la  droite  (D). 

20.  On  donne  un  point  flxe  A  et  une  droite  fixe  BP  ;  un  angle  droit  AMP  se  déplace  de  façon  que  le  côté  MA 
passe  par  A  et  que  la  longueur  MP,  interceptée  sur  l'autre  cété,  soit  égale  à  la. distance  AB  de  A  à  la 
droite  BP. 

!•  Le  sommet  M  décrit  une  êtropholde  droite  ; 

S«  Le  milieu  de  MP  décrit  une  eiaêolde  droite.  {Newton.) 

2t.  On  donne  une  circonférence  (0)  et  un  point  fixe  C  situé  sur  cette  circonférence.  Autour  du  centre  0,  on 
fait  tourner  un  angle  droit  AOB,  dont  les  côtés  rencontrent  (0)  aux  points  A  et  B.  Le  lieu  du  point  de  ren- 
contre do  la  droite  BC  avec  la  tangente  en  A  à  la  circonférence  est  une  cissolde. 

3i.  On  considère  toutes  les  circonférences  tangentes  à  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Oy.  Lieu  du  point  de 
contact  des  tangentes  à  ces  circonférences  menées  par  un  point  fixe  A  pris  sur  Ox. 

S3.  On  donne  deux  circonférences  sécantes  (C)  et  (C):  par  un  de  leurs  |)oiots  communs,  A,  on  mène  une 
sôcaote  variable  qui  coupe  (C)  et  (C')  en  P  et  P^  Lieu  du  point  de  rencontre  du  rayon  CP  avec  la  parallèle 
au  ra\on  CA  menée  par  P/  {strophotde). 

24.  Deux  cercles  variables  sont  langenls  extérieurement  en  un  point  fixe  0,  et  leurs  rayons  R,  R/  satisfont 
en  outre  à  la  condition  :  /\R,  W)  =  0.  Lieu  du  point  de  contact  de  chaque  circonférence  avec  la  tangente 
commune  extérieure. 

Examiner,  en  particulier,  le  cas  où  la  relation  /'«^R,  R/)  =  0  a  l'une  des  formes  suivantes  : 

1         1  r 

W  =  «,        --  +  —  =  a,  77  =  *"»        rr'  ^k*,        r  +  r/  =  a,        r  ^  rf  =::  a. 

25.  Lieu  du  point  de  contact  de  deux  circonférences  variables  ;  l'une  a  un  centre  fixe  et  un  rayon  variable, 
l'autre  a  un  rayon  constant  et  son  centre  df'cril  une  droite  fixe.  {Conchoîde  de  Nichomède.) 

36.  On  donne  un  angle  droit  j-Oy  et  un  point  P  sur  la  bissectrice  ;  une  sécante  variable  détermine  avec  les 
côtés  de  l'angle  on  triangle  rectangle  d'aire  constante.  Lieu  de  la  projection  du  point  P  sur  l'hypolcnuse. 

27.  On  nommo  podaire  d'une  courbe  par  rapport  k  un  point  0  le  lieu  des  projections  de  0  sur  les  tangentes 
à  la  courbe. 

Moatrer  que  la  normale  en  un  point  P  de  la  podaire  d'une  courbe  (C)  passe  par  le  milieu  de  la  droite  OM 
qui  joint  le  point  0  au  point  correspondant  M  de  la  courbe  (C). 

1.8.  Trouver  la  podaire  d'une  parabole  :  y*  —  2/>jr  =  0,  par  rapport  à  un  point  quelconque  A  {cubique  circu- 
laire tmicurgale). 

Cas  particuliers  :  A  est  sur  la  parabole  (cissoîde)  ;  A  est  au  sommet  {eisêolde  droite)  ;  A  est  sur  la  direc- 
trice (ttropkoide)  ;  A  est  au  pied  de  la  directrice  (itrophoïde  droite). 

59.  Podaire  d'une  ellipse  :  —  +  -^ 1  =  0,  ou  d'une  hyperbole  :   —r-  —  -^r  —  *  =  ^.  P*''  rapport 

a  un  point  quelconque  A. 

Cas  particulier  où  le  point  A  est  sur  la  courl>e. 

ZQ.  On  donne  une  circonférence  (C)  et  un  point  fixe  A  sur  (C)  ;  une  corde  PU  se  déplace  parallèlement  k  uuc 
direction  donnée.  Lieu  du  point  do  rencontre  de  la  droite  P  A  avec  la  tangente  en  Q  k  la  circonférence. 

31.  On  donne  une  circonférence  (C)  et  un  point  fixe  S  ;  par  un  point  fixe  0  pris  sur  (C)  on  mène  une  corde 
variable  OP. 

i«  Lieu  du  point  de  rencontre  H  de  la  tangente  en  P  au  cercle  (C)  avec  la  parallèle  k  OP  menée  par  S  ; 
!•  La  droite  SP  rencontre  (C)  en  un  second  point  Q  ;  soit  R  le  point  de  rencontre  des  tangentes  en  0  et  en 
Q  au  cercle  (C).  Lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  RS  et  PM. 

32.  Étant  donnés  une  circonférence  (C)  et  deux  points  fixes  A  et  B  ;  on  considère  sur  (C)  un  point  variable  P. 
Lieu  do  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  menées  respcclivemcnt  eu  A  et  B  aux  droites  PA  et  PB. 

{Picquet.) 
S3.  Construire  la  courbe  définie  par  l'équation  : 

(x«  -  X  +  1)3 
*'  y  =  \r*  ix  -  1)*  ' 
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Si  Ton  coupe  celte  courbe  par  une  parallèle  à  l'axe  des  x^  et  si  Ton  désigne  par  a  Tabscisse  de  l'un  àia 
points  d'intersection,  les  abscisses  des  cinq  autres  pointa  d'intersection  seront 

1  ,  .1  i  g 

Distinguer  sur  la  figure  les  points  qui  correspondent  aux  formules  précédentes,  en  supposant  que  a  soil  Ii 
plus  grande  des  abscisses  des  points  d'intersection. 

Lieu  do  la  projection  du  point  d'intersection  de  deux  tangentes  à  la  courbe  (1),  eu  des  pointa  dont  les  ai»- 
cisses  sont  inverses  l'une  de  l'autre,  sur  la  droite  qui  joint  ces  deux  points.  (Les  coordonnées  sont  supposée» 
rectangulaires.) 

{Bourses  de  licence.,  1889)  (eu  partie). 
34.  Construire  la  courbe  définie  par  l'équation  : 

ar(x«  —  9) 

y=  x*-i  ' 

Combien  peui-on  lui  mener  de  tangentes  réelles  parallèles  à  une  direction  donnée. 

On  se  donne  sur  la  courbe  un  point  A,  d'abscisse  égale  à  a.  Quelles  sont  les  abscisses  des  autres  pointa  A'.  A'', 
de  la  courbe,  situés  sur  la  parallèle  à  l'axe  des  x  menée  par  le  point  A  ?  Comment  distinguer  sur  la  figure  k» 
pointa  A/,  A''  qui  correspondent  respectivement  aux  expressions  trouvées. 

Déterminer  les  abscisses  des  points  de  contact  des  t^uigentes  à  la  courbe  issues  du  point  A  et  autres  que  la 
tangente  en  A.  Former  l'équation  de  la  droite  qui  joint  ces  points  do  contact.  Enveloppe  de  celte  droite  quand 
le  point  A  décrit  la  courbe. 

Quel  est  le  lieu  des  points  d'iuierseclion  des  taugenles  à  la  courbe  on  deux  points  tcb  que  le  produit  de 
leurs  abscisses  soit  égal  à  1  ? 

Comment  varie  la  distance  de  deux  points  de  la  courbe  qui  ont  môme  ordonnée,  quand  cette  ordonnée  croit 
de  zéro  à  l'infini  ? 

{Bourses  de  licence,  1899.) 

'  35.  On  donne  un  cercle  fixe  et  un  diamètre  AB  de  ce  cercle  ;  d'un  point  M  mobile  sur  le  cercle,  et  pris  pour 
centre,  on  décrit  un  cercle  tangent  au  diamètre  AB  en  P.  Ou  mène  les  droites  MA  et  MB,  «{ui  coupent  le  cercle 
mobile  en  C  et  D.  Trourer  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  droite  CD  avec  MP. 

{Revue  de  Math,  Spéc,  1893.) 

36.  Lorsqu'une  cubique  a  un  point  double  0  et  que  les  tangentes  en  ce  point  sont  rectangulaires,  les  cordes 
qui  sont  vues  de  0  sous  un  angle  droit  passent  par  un  point  fixe. 

Application  à  la  slropho'ide. 

37.  On  donne  deux  circonférences  (0)  et  (0').  et  l'on  considère  sur  (0)  un  point  A  tel  que  le  rayon  OA  soit 
perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  00^  Une  tangente  variable  louche  la  circonférence  (0)  eu  Met  coupe  ;0'< 
aux  points  P  et  0-  Lieu  de  l'intersection  de  la  droite  AM  avec  les  parallèles  <i  00'  menées  par  P  et  Q.  Div 
cuter. 

38.  Une  droite  AB  détermine  avec  deux  axes  Oj*,  Oy  un  triangle  AOB  d'aire  constante. 
1*  Lieu  du  point  qui  partage  AB  dans  un  rapport  donné  ; 

2*  Enveloppe  de  AB. 

39.  Étant  donnés  deux  cercles,  par  un  point  fixe  pris  sur  la  ligne  des  centres  on  mène  une  sécaute  quel- 
cou<|ue  et  l'on  joint  chaque  centre  à  l'un  des  points  de  rencontre  de  la  sécante  et  du  cercle.  Lieu  du  point 
d'intersection  de  ces  deux  droites  {ovales  de  Descartes). 

40.  Enveloppe  d'une  circonférence  variable,  orthogonale  à  une  circonférence  fixe,  et  dont  le  centre  décrit  une 
circonférence  {ovales  de  Descaries). 

41.  Enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  glissent  sur  deux  droites  rectangu- 
laires. 

42.  Enveloppe  des  normales  de  la  spirale  logarithmique. 

43.  Les  tangentes  à  la  sinusoYde  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  une  droite  quelconque  soot  tan- 
geutes  à  une  courbe  algébrique. 

44.  Construire  la  courbe  :  —  =  e^**  -f  e~  ''*"  ;  montrer  que  les  taugenles  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe 
avec  une  droite  issue  du  pôle  sont  tangentes  à  une  courbe  du  second  degré.  {Pieqttet.) 

45.  Etant  donnés  une  circonférence  et  un  triangle  inscrit,  on  construit,  pour  chaque  point  de  la  circonférence, 
la  droite  de  Simpson  correspondant  au  triangle.  L'enveloppe  de  ces  droites  est  une  hypocycloide  à  trois  rebroua- 
scments  doul  le  centre  est  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  du  triangle.  {Steiner). 

4G.  Euvelop|ic  de  la  droite  variable  :  x  sin  a  —  y  cos  a.  =  a  cos  Ara  {hypocycloide  ou  épieyehtde). 
Lieu  des  pomts  d'où  l'on  peut  mener  à  l'enveloppe  des  tangentes  rectangulaires. 
Cas  particuliers  :  A  =  i,  A;  :=  3. 


LIVRE  IV 

LES  TROIS  CONIQUES 


CHAPITRE  PREMIER 

ELLIPSE 

276.  Équation  deTellipse.  —  Rappelons  que  Vellipse  est  le  lieu  des  points 
M  dont  la  somme  des  distances  h  deux  points  fixes,  F,F',  appelés  foyers,  est 
égale  à  une  constante  2a.  On  a  trouvé  (n°  249)  que  cette  courbe,  rapportée  à  la 
droite  des  foyers  F  F'  et  à  la  perpendiculaire  en  son  milieu  0,  prises  pour  axes 
Ox  et  Oy,  a  pour  équation  : 

(l)  ^  +  -^  — 1«0,       ou:        6^^- +  aV  —  «'6' =  0, 

b  étant  une  longueur  définie  en  fonction  de  la  distance  focale,  2c  =  FF', 

par  la  relation  : 

6»  =  a*  —  c^, 

et  satisfaisant,  par  suite,  à  la  condition  :  b  <a. 

Symétrie.  —  L'équation  (1)  ne  contenant  que  des  puissances  paires  de  x  et 
de  j/r  Tellipse  admet  comme  centre  et  axes  de  symétrie  l'origine  et  les  axes 
de  coordonnées  (n°*  268  et  269);  Taxe  Ox  est  appelé  axe  focal.  Taxe  Oy,  axe 
non  focal. 

Sommets.  —  On  appelle  sommets  de  Tellipse  les  points  de  la  courbe  situés 
sur  les  axes  de  symétrie.  L'équation  (1)  donne,  pour  y  =  0,  a;  =  dz  a,  et,  pour 
a;  =  0,  y  =  di  6.  L'ellipse  a  donc  quatre  sommets,  deux  à  deux  symétriques 
par  rapport  au  centre  :  deux,  A  et  A',  sur  Taxe  focal;  deux,  B  et  B',  sur  Taxe 
non  focal  (fig.  160).  Les  longueurs  AA'  =  2a,  BB'  =  tb  sont  les  longueurs  des 
ajces. 

Les  sommets  jouissent,  en  outre,  d'une  propriété  remarquable.  En  effet,  en 
écrivant  l'équation  (1)  de  façon  à  mettre  en  évidence  la  distance  du  point 
M(  J?,  y)  au  centre  0,  on  peut  lui  donner  les  deux  formes  : 

bHx^  +  y^)  =  a^b^  —  aY  +  f^Y'  =  o}^^  —  c^^ 
a\x'^  -h  y2)  —  a^b*  +  a-x^  —  b^x^  =  a^b^  h-  c^x^; 
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ce  qui  montre  que  la  distance  OM  est  maximum  pour  y  =  0,  et  minimum 
pour  a;  =  0  ;  les  sommets  A,  A'  sont  donc  les  points  de  l'ellipse  les  plus  éloi- 
gnés du  centre  0,  et  les  sommets  B,  B',  les  points  les  plus  rapprochés.  Pour 
cette  raison,  Taxe  focal  AA'  s'appelle  aussi  grand  axe,  et  l'axe  non  focal  BB , 
petit  axe. 

Enfin,  il  résulte  de  là  que  Tcllipse  n'a  pas  d'autre  centre  et  d'autres  axes  de 
symétrie  que  le  point  0  et  les  droites  Ox,  Oy;  car,  dans  le  cas  contraire,  les 
symétriques  de  A,  A'  par  rapport  à  ces  autres  centres  ou  axes  seraient  de? 
points  distincts  de  A  et  A',  situés  h  des  distances  de  0  égales  ou  supérieures 
à  la  distance  maximum  a. 


Forme  de  la  courbe.  —  Si  l'on  étudie  seulement,  à  cause  des  symétries,  les 

valeurs  positives  de  a:  et  y  vérifiant  l'équation  (1),  on  trouve,  en  fonction  de 

X,  une  seule  valeur  : 

b     . 

(2)  y  =  —  V^o^^^Tx^, 


définie  pour  a?  ^^  a  ;  ses  dérivées  y'  et  y"  ont  pour  valeurs  : 


2/'=--:; 


X 


a  \Jar—x^ 


>y 


I! 


b  l_A I     ^'        1       ^  ^' 


et  sont  toutes  deux  négatives  pour  0<a;<a;  on  a,  de  plus,  y'=0  pour 
x  =  0,  et  y'  =  oo  pour  x  =  a. 

L'ellipse  est  donc  formée  (fig.  160)  d'un  premier  arc  BA,  concave  vers  Oy', 
et  des  arcs  B'A,  BA',  B'A',  symétriques  par  rapport  à  Ox,  Oy  et  0  ;  elle  a  des 
tangentes  parallèles  à  Ox  en  B  et  B^  parallèles  à  Oy  en  A  et  A'.  C'est  donc 
une  courbe  fermée  convexe,  contenue  à  l'intérieur  du  rectangle  CDCIK  forme 
par  les  parallèles  aux  axes  menées  par  les  sommets  A,  A',  B,  B'. 
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277.  Ellipse  projection  du  cercle.  —  On  pourrait  tracer  Tellipse  point  par 
point  en  construisant,  pour  chaque  valeur  de  x,  Texpression  (2;  obtenue  pour 
/y.  Il  est  préférable  de  donner  immédiatement  l'interprétation  géométrique 
suivante  de  cette  construction. 

Théorème.  —  L'ellipse  est  la  p7*ojection  d'une  circonférence  décrite  sur 
son  gi^and  axe  comme  diamètre. 
En  effet,  la  valeur  (2)  de  y,  en  fonction  de  a?,  peut  être  écrite  : 

en  posant  : 

Y  =  \/a^  —  a^,      ou  :      a?*  +  Y*  =  a*. 

Le  point  Mi(a;,  Y)  décrit  donc  la  circonférence  ayant  pour  diamètre  le  grand 
axe  de  Tellipse  (ftg.  161),  circonférence  appelée  cercle  principal  à^  l'ellipse. 
D'après  (3),  à  tout  point  Mi(a;,  Y;  du  cercle  principal  correspond  donc  un 
point  M(îc,  y)  de  l'ellipse,  situé  sur  la  même  perpendiculaire  à  Ox,  et  dont 

Tordonnée  wM  est  dans  un  rapport  constant, ,  avec  celle  de  Mi,/wMi.  Or, 

a 

on  a  :  6<a;  ceci  exprime  donc  que  l'ellipse  et  le  cercle  principal  sont,  la  pre- 
mière, la  projection  orthogonale,  le  second,  le  rabattement  sur  le  même  plan, 
d'une  circonférence  de  diamètre  A  A',  dont  le  plan,  passant  par  AA',  fait 
avec  celui  de  l'ellipse  un  angle  a  défini  par  la  relation  : 

b 
ros  a  =  —  .  C.  Q.  F.  I). 

a 

Réciproque.  —  La  projection  orthogonale  d'une  circonférence  est  une 
ellipse. 

Soit,  en  effet,  une  circonférence  (C)  de  diamètre  2a.  On  peut,  sans  changer  sa 
projection,  déplacer  le  plan  de  projection  parallèlement  à  lui-même,  de  façon 
qu'il  passe  par  le  centre  de  (G);  il  coupe  alors  le  cercle  (C)  suivant  un  dia- 
mètre AA'.  Posons  :  ^  =  a  cos  a,  a  étant  l'angle  du  plan  de  (Gj  avec  le  plan  de 
projection  ;  et  considérons  l'ellipse  (Ej,  située  dans  ce  dernier  plan,  ayant  pour 
grand  axe  AA'  et  un  petit  axe  de  longueur  26.  D'après  le  théorème  direct, 
cette  ellipse  est  la  projection  de  (Gj.  G.  0-  F.  D. 

278.  Cercle  projection  de  l'ellipse.  —  L'équation  de  l'ellipse  (1),  résolue  par 
rapport  vlx,  au  lieu  de  y,  donne,  pour  a?  et  y  positifs  : 

(4)  ^  =  "y  ^^'  ~"  y^  • 

On  peut  interpréter  ce  résultat  comme  la  formule  (2). 
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Théorème.  —  La  projection  de  Vellipse,  sur  un  plan  convenablement 
choisi,  est  une  circonférence  décrite  sur  son  petit  axe  comme  dia- 
mètre. 

En  effet,  la  valeur  (4)  peut  être  écrite  : 

(S)  ^  =  y  X, 

en  posant  :  X  =  \/b*  —  y*,        ou  :        X*  +  y*  =  bK 

Le  point  M2(X^  y)  décrit  la  circonférence  ayant  pour  diamètre  le  petit  axe 
de  Tellipse,  circonférence  appelée  petit  cercle  principal  de  Tellipse  (fîg.  161). 

En  raisonnant  comme  au  numéro  précédent  et  en  écrivant  :  X  =  —  x,  on 

démontre  alors  que  ce  cercle  est  la  projection  d*une  courbe  qui  se  rabat  sur 
l'ellipse,  et  dont  le  plan,  passant  par  Br>',  fait  avec  le  plan  de  projection  un 
angle  a  défini  par  la  relation  : 

cos  a  =  —  .  C.  Q.  F.  D. 

a 

Rëciproqub.  —  La  courbe  plane  qui  se  projette  orthogonalement  suivant 
une  circonférence  est  une  ellipse. 

Soit,  en.  effet,  une  courbe  plane  (F),  ayant  pour  projection  orthogonale 
une  circonférence  (C)  de  diamètre  26.  Déplaçons  le  plan  de  (r)  parallèlement 
h  lui-même,  de  façon  qu'il  passe  par  le  centre  de  (C)  ;  il  coupe  alors  le  cercle  (C) 

suivant  un  diamètre  BB'.  Posons  a  =  ,  a  étant  l'ansle  du  plan  de  (H 

cos  a  °  '^  ^  ' 

avec  le  plan  de  projection,  et  considérons  l'ellipse  (E),  située  dans  le  plan 

de  (V),  ayant  pour  petit  axe  BB'  et  un  grsind  axe  de  longueur  2a.  Elle  se 

confond  avec  (P),  car  elle  a,  d'après  le  théorème  direct,  même  projection,  (C). 

CO.FD. 

279.  Première  construction  géométrique  de  Tellipse.  —  On  vient  de 

voir  qu'à  tout  point  M{x,  y)  de  l'ellipse  correspondent  un  point  M,(j?,  Y) 
de  son  cercle  principal  et  un  point  M2(X,  y)  de  son  petit  cercle  princi- 
pal. Or,  ces  deux  points  Mj,  Ma  sont  en  ligne  droite  avec  le  centre  0. 

car  on  a  : 

a 

y  ^     y     ^  ay  Y  _  6  ^  _  ay 

\         b  bx  '        X         X  bx  ' 

—  X 
a 

On  en  déduit  le  procédé  suivant  pour  tracer  point  par  point  une  ellipse 
dont  on  connaît  les  deux  axes  AA',  BB'  (flg.  161). 

On  trace  les  deux  cercles  pinncipaux  décrits  sur  les  dettx  axes  comme 
diamètres,  et  Von  mène  un  rayon  quelconque  OMiMg,  rencontrant  le  grand 
en  Ml,  le  petit  en  M2;  on  abaisse  de  Mi  une  perpendiculaire  sur  le  grand  axe. 
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de  Mj  une  perpendiculaire  sur  le  petit;  leur  intersection  M  est  un  point  de 
V  ellipse. 


Fig.  161. 

280.  Coordonnées  d'un  point  de  lellipse  en  fonction  d'un  paramètre.  — 

Posons  : 

9  =  {Ox,  OMi). 

En  fonction  de  cet  angle  variable  o,  les  coordonnées  de  Mi(j;,  Y)  sont  : 

X  =  a  cos  cp,        Y  =  a  sin  o  ; 

b 
et  celles  du  point  M(a;,  y  =  —  Y)  de  Tellipse  sont  : 

X  K  a  cos  (p,       y  SB  6  sin  (p. 

On  arriverait  au  môme  résultat  en  partant  du  point  M2(X,  x). 

Le  paramètre  cp  est  appelé  angle  d'anomalie  de  M. 

Si   l'on  remplace  coscp  et  sincp    par  leurs    expressions  en    fonction   de 

/  =  tg  -?■ ,  on  obtient  les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  Tellipse 

en  fonction  rationnelle  dCun  paramètre  arbitraire  t  : 


X 


a  - 


\-^t^ 


y  =  b- 


2/ 


1  +i' 


281.  Constructions  géométriques  sur  l'ellipse.  —  Nous  allons  résoudre 
divers  problèmes  sur  une  ellipse  définie  par  ses  deux  axes  AA',  BB'  en  la  con- 
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sidérant  comme  projection  d'une  circonférence.  Les  méthodes  employées  sont 
celles  de  la  Géométrie  descriptive  et,  à  titre  d'exercice,  on  pourra  les  appli- 
quer à  la  solution  des  mêmes  problèmes,  en  considérant  Tellipse  comme  une 
courbe  dont  la  projection  est  une  circonférence. 


Problême  I.  —  Construire  un  point  de  Vellipse  et  la  tangente  en  ce  point  (fig.  162). 

Gonsiddrons  un  point  quelconque  M,  du  oorclo  principal  ;  il  suffit  de  le  regarder  comme 

le  rabattement  d'un  point  dont  on  cherchera 
la  projection. 

Soient  B^,  BJ  les  extrémités  du  diamètre  du 
cercle  principal  perpendiculaire  à  AA'. 

La  droite  MjB,  (ou  M,BJ|  rencontre  AA'.  ato 
de  rabattement,  en  R  (ou  R')  :  c'est  donc  le 
rabattement  d'une  droite  dont  la  projection 
est  RB  (ou  R'B').  Le  point  cherché  M  est  à 
l'intersection  de  RB  (ou  R'B')  et  de  l'ordonné»? 
M,m  menée  par  M^. 

La  tangente  en  M  à  l'ellipse  est  la  projection 
de  la  tangente  en  M  au  cercle  ;  or  celle-ci.  M,T, 
rencontre  l'axe  A  A'  en  T  ;  la  tangente  cherchik' 
est  donc  TM . 

Remarque.  —  Si  l'on  applique  la  constrnc- 
Fig.  loi.  tion  du  n«  279  (fig.  161).  la  tangente  en  M  à 

l'ellipse  coupe  AA'  au  même  point  T  que  la 
tangente  en  M«  au  grand  cercle  principal,  et,  pour  la  même  raison,  l'axe  BB'  au  même 
point  T'que  la  tangente  en  M  au  petit  cercle  piincipal.  Cette  tangente  passe  donc  parles 
trois  points  M,  T  et  T'. 

282.  Problème  II.  —  Construire  les  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'une  ellipse 
(fig.  163). 

La  droite  donnée  (A)  est.  dans  le  plan  de  l'ellipse,  la  projection  d'une  droite  du  plan  de  U 
circonférence  dont  on  sait  construire  le  rabattement  (AJ  en  rabattant  deux  points  de  (A . 
(Dans  le  cas  de  la  figure,  on  a  choisi  le  points,  intersection  de  (A)  avec  AA',  et  le  point  P.  inter- 
section de  (A)  avec  la  parallèle  à  A  A'  menée  par  B.)  La  droite  (AJ  peut  rencontrer  le  cercle 
principal  en  deux  points  M^.N,.  rabattements  des  points  cherchés  M,N;  ceux-ci  sont  à  Tinter 
section  de  (A)  avec  les  ordonnées  do  M,  et  de  N, . 

Le  problème  admet  au  plus  deux  solutions  ;  sa  discussion  sera  donnée  plus  loin  fn*  285). 


JÊ^^A) 


Fig.  163. 


Fig.  161, 


283.  Problème  111.  —  Mener  par  un  point  des  tangentes  à  Vellipse  (fig.  164). 
Le  point  donné  P  est,  dans  le  plan  do  Tollipse,  la  projection  d'un  point  du  plan  de  la  cirtv>n- 
férence  dont  on  sait  construire  le  rabattement  P,.  en  menant  l'ordonnée  de  P  et  en  rabat- 
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tant  une  seconde  droite  (PB'  dans  le  cas  de  la  figure)  issue  de  P.  De  P,  on  peut  mener  a  la 
cirr-onférence  deux  tangentes  P|M|,  P,N,  qui  sont  les  rabattements  des  tangentes  cherchées 
PM.  PN,  et  qui  permettent  de  cons-  ^ 

traire  celles-ci  ainsi  que  leurs  points  v^p^ 

(le  contact  M ,  N. 

Le  problème  admet  au  plus  deux 
solutions. 

284.  Problème  IV.  —  Mener  à  l'el- 
lipse des  tangentes  parallèles  à  une 
direction  donnée  (fig.  165). 

Comme  dans  les  problèmes  pré- 
cédents, à  la  direction  donnée  08. 
rorrespond  un  rabattement  Oo,,  que 
Ton  construit. 

On  peut  mener  à  la  circonférence 
deux  tangentes  M,T,  U\T'  paral- 
lèles à  0S4  :  ce  sont  les  rabattements 
des  tangentes  cherchées  MT,  MT' 
que  Ton   sait  alors   construire,   ainsi   que   leurs   points   de   contact   M,  M'. 

Le  problème  a  toujours  deux  solutions. 


Fig.  165. 
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285.  —  Soient  une  ellipse  rapportëe  à  ses  axes,  définie  par  son  équation  : 


M) 


X 


y' 


a' 


ï-  +  1t-i  =  o, 


et  une  sécante  quelconque  (A)  d'équation  : 
(2)  y  =  mx  H-  ?i, 

en  supposant  (A)  non  parallèle  h  Oy,  cas  qui  a  été  traité  directement  en  étu- 
diant la  forme  de  Tellipse  (n*»  276). 

Le  système  d'équations  (1),  (2),  en  x  et  y,  définit  les  coordonnées  des  points 
d'intersection  ;  on  en  déduit  immédiatement  une  équation  en  x  : 


rà) 


ou  : 


^1  1  im^  +  ^^^ 

1    "r" 


a 


x 


b^ 


+  ^x 


mh 

"F" 


1=0, 


+  -^-1=0; 


et  chaque  racine  de  cette  équation  correspond  à  un  point  d'intersection  M 
dont  elle  est  l'abscisse,  et  dont  l'ordonnée  est  déterminée  par  la  relation  (2). 
Cette  équation  (3)  est  appelée  équation  aux  abscisses  des  points  dHnter- 
seclton. 

Or,  elle  est  toujours  du  second  degré,  son  coefficient  de  x-  ne  s'annulant 
pour  aucune  valeur  de  m;  elle  a  donc  toujours  deux  racines  finies,  réelles  ou 
imaginaires,  distinctes  ou  confondues;  par  suite,  toute  droite  (A)  coupe 
Vellipse  en  deux  points  à  distance  finie,  réels  ou  imaginaires  (n°  231),  dis- 
tincts ou  confondus. 
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Ensuite,  la  condition  pour  que  Téquation  (3)  ait  deux  racines  réelles  est, 
toutes  réductions  effectuées  : 


(4)       h^  ^  a^m^  +  b\        ou  :        —  s/a^m-  +  b^  ^  h  ^  sla^rn^  -f-  6*. 

Par  conséquent,  si  on  laisse  m  fixe,  faisant  varier  A,  la  condition  est  quei 
ordonnée  à  Torigine  de  la  droite,  soit  comprise  entre  deux  valeurs  opposées; 
autrement  dit,  lorsque  la  sécante  (A)  se  déplace  parallèlement  à  elle-même, 
elle  ne  coupe  V ellipse  en  deux  points  réels  que  si  elle  reste  complaise  enlre 
deux  positions  extrêmes  (T),  (T'),  symétriques  par  rapport  au  centre. 

286.  Tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée.  —  La  droite  (A)  est  tan- 
gente à  l'ellipse  lorsque  deux  de  ses  points  d'intersection  avec  l'ellipse  sont 
confondus,  c'est-à-dire  lorsque  la  condition  (4)  se  transforme  en  égalité  : 

Donc  :  il  y  a  toujours  deux  tangentes  à  Vellipse  parallèles  à  une  direclion 
donnée  ;  elles  ont  pour  équations  : 

y  =  mx  +  ^a^m^  -h  ¥,        y  =  mx  —  ^ôFmF+W, 

m  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  donnée  ;  elles  sont  donc  symé- 
triques par  rapport  au  centre. 

287.  Diamètres  de  Tellipse.  —  Définition.  —  Un  diamètre  de  l'ellipse  est  le 
lieu  des  milieux  des  cordes  de  l'ellipse  parallèles  à  une  même  direction  :  et 
l'on  dit  que  le  diamètre  est  conjugué  de  cette  direction,  ou  que  celte  direction 
est  conjuguée  du  diamètre. 

Théorème.  —  Les  diamètres  de  Vellipse  sont  des  droites  issues  du  centre. 

Car  le  point  M(x,  y),  milieu  du  siegment  limité  aux  deux  points  d'intersec- 
tion de  (A)  et  de  l'ellipse,  a  une  abscisse  égale  à  la  demi-somme  des  racines  de 
l'équation  (3),  et  une  ordonnée  définie  par  l'équation  de  (A),  (2).  On  a  dom*  : 

hma-  hm*a^       ...         b^ 


^  =  — ^2.>,2  I  /.2>         y  =  —  ^i^i^hf  +à  =  h 


a^m'  +  b-  ^~       a:'m'+b^  ^  a^m^-\'b^' 

Si  (A)  se  déplace  parallèlement  à  elle-même,  m  reste  fixe  et  h  varie  ;  IVli- 

mination  du  paramètre  h  donne  : 

b^ 

(5)  y  =  —  ~i —  X, 

équation  d'une  droite  (D),  issue  du  centre  0,  qui  est  le  lieu  cherché. 

G.  0.  F.  D. 

Réciproque.  —  Toute  droite  issue  du  centre  de  Vellipse  est  un  diamètre. 
Soit,  en  effet,  (D)  une  droite  issue  du  centre,  définie  par  son  équation  : 

y  =  m'x. 
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C'est  un  diamètre,  car  on  peut  déterminer  w  par  la  condition  : 

6*                                ,            b'-  b^ 

rn!  = ■ — ,        ou:        mml  ^= r,        ou:        w  =  — 


ce  qui  montre,  en  outre,  que  ce  diamètre  a  une  seule  direction  conjuguée. 

Par  exemple^  le  grand  axo  AA'  est  le  diamèlre  conjugué  des  cordes  parallèles  au  petit 
axe  BB'  ;  le  petit  axe  BB',  celui  des  cordes  parallèles  au  grand  axe  A  A'. 

Remarque.  —  On  peut  établir  l'existence  des  diamètres  en  considérant  l'ellipse  comme 
projection  de  la  circonférence.  En  effet,  à  des  cordes  parallèles  de  l'une  correspondent  des 
cordes  parallèles  de  l'autre,  et  au  milieu  d'une  corde  de  l'une  correspond  le  milieu  de  la 
corde  de  l'autre.  Enfin,  dans  la  circonférence,  le  lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à 
une  même  direction  est  un  diamètre  (DJ,  qui  se  projette  suivant  une  droite  (D)  passant  par 
le  centre  de  l'ellipse. 

288.  Théorème.  —  Le  point  de  contact  d'une  tangente  à  Vellipse  est  sur  le 
diamètre  conjugué  de  cette  tangente. 

Car  la  tangente  en  un  point  M  est  une  sécante  particulière  qui  coupe 
Tellipse  en  deux  points  confondus  en  M,  et  dont  le  milieu  est  aussi  en  M. 

Corollaire.  —  Un  diamètre  est  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  con- 
tact  de  Vellipse  avec  les  tangentes  parallèles  à  la  direction  conjuguée. 
On  dit  que  ces  deux  points  de  contact  sont  les  extrémités  du  diamètre. 

289.  Diamètres  conjugués.  —  Définition.  —  On  dit  que  deux  diamètres 
sont  conjugués  lorsqtce  chacun  deux  est  conjugué  de  la  direction  de  Vautre. 
L'existence  de  diamètres  conjugués  est  établie  par  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Si  un  diamètre  (D)  est  conjugué  de  la  direction  d'un  second 
diamètre  (D'),  inversement  [D')  est  conjugué  de  la  direction  du  pi^emier  (D). 

En  effet,  soient  m,  m' les  coefficients  angulaires  de  (D)  et  (D')  ;  en  vertu  de 
rhypothèse,  (D)  est  le  diamètre  conjugué  des  cordes  parallèles  à  (D').  On  a 
donc,  d'après  l'équation  (5j  : 

b'  ,  b' 

m  = 3 — r,       ou:       m' =  — 


a^nv'  a-m 

La  seconde  forme  de  cette  relation  montre  que,  inversement,  (D')  est  bien  le 
diamètre  conjugué  des  cordes  parallèles  à  (D).  On  peut  aussi  écrire  : 

b^ 
(6;  mr/i'=  — --7; 

Ci 

ce  qui  est,  sous  forme  symétrique,  la  relation  entre  les  coefficients  angulaires 
de  deux  diamètres  conjugués. 

Par  earemple.  les  deux  axes  AA',  BB'  sont  deux  diamètres  conjugués. 

Remarque.  —  La  propriété  précédente  résulte  aussi  de  ce  que.  dans  la  circonférence,  deux 
diamètres  rectangulaires  sont  conjugués  ;  par  conséquent,  leurs  projections  sont  aussi  deux 
diamètres  conjugués  de  l'ellipse. 
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290.  Position  de  deux  diamètres  conjugués.  Variation  de  leur  angle.  —  Les 

coefficients  angulaires  m,  m',  satisfaisant  à  la  relation  (6),  sont  toujours 
de  signes  contraires;  donc  :  deux  diamètres  conjugués  sont  placés,  lèpre- 
mte7'  dans  tun  des  angles  des  deux  axes  de  symétrie  de  Vellipse,  le  second 
dans  Vautre  angle  (fig.  166). 

Ensuite,  le  produit  mm'  étant  constant  en  valeur  absolue,  si  l'un  des  coeffi- 
cients angulaires  croît  en  valeur  absolue,  l'autre  décroît,  de  sorte  que,  si  un 


Fig.  166. 

diamètre  (D)  se  rapproche  du  petit  axe,  l'autre  (D')  s'en  éloigne,  ou  encore 
que  deux  diamètres  conjugués  se  déplacent  dans  le  même  sens. 

Étudions  enfin  l'angle  de  deux  diamètres  conjugués,  et,  pour  préciser, 
V angle  qui  contient  le  grand  axe.  Si  nous  supposons  m  >  0  et,  par  suite, 
m'  <  0,  cet  angle  V  est  décrit  par  (D'),  tournant,  dans  le  sens  positif,  pour 
s'appliquer  sur  (D)  ;  il  est  donc  défini  par  la  formule  (n**  90)  : 

tgv=  ^-^^   = 

^^  1  +  mm' 


a^m 


1  — 


a' 


qui  donne  pour  tg  V  une  valeur  positive  (m  >  0,  a  >  b).  Par  suite,  l'angle 

de  deux  diamètres  conjugués  qui  contient  le  grand  axe  est  aigu. 

h- 
D'autre  part,  la  dérivée  du  numérateur,  prise  par  rapport  à'm,est  1 \ — ;• 

elle  s'annule  pour  une  seule  valeur  positive  de  m,  m  =  —  ;  elle  est  négative 

h  b  '     ^ 

pour  0  <  m  <  — ,  positive  pour  m>  —  ;  ce  numérateur  étant  continu  pour 

toutes  les  valeurs  positives  de  m,  tg  V,  ou,  par  suite,  V,  passe  donc  par  un 
minimum  pour  m  =  —  ,  ce  qui  correspond  à  m'  = .  Pour  m  =  0,  et 


a 


a 
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w  =  oc,  on  a  Ig  V  =  30 ,  et  V  est  ëgal  à  un  droit.  Donc  :  V angle  aigu  de  deux 
diamèlres  conjugués  a  un  minimum  qui  est  atteint  lorsque  ces  deux  dia- 
mètres sont  les  diagonales  du  rectangle  formé  par  les  tangentes  aux  sommets 
de  V ellipse  ;  il  prend  toutes  les  valeurs  comprises  entre  ce  minimum  et  un 
droit;  il  est  égal  à  un  droit  lorsque  les  deux  diamètres  sont  les  axes  de 
V  ellipse. 

291.  Équation  de  Tellipse  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués.  —  En 

coordonnées  obliques,  on  peut  rapporter  Tellipse  à  deux  diamètres  conjugués 
quelconques  Ox,  Oy  pris  pour  axes  de  coordonnées  (fig.  167);  ces  deux  dia- 
mètres ne  sont,  en  effet,  jamais  confondus. 

y/ 


Fig.  167. 

Cherchons  quelle  est  alors  Téquation  de  la  courbe.  D'abord,  cette  équation 
ne  contient  que  des  puissances  paires  de  y,  car  une  corde  quelconque  MMi, 
parallèle  au  diamètre  Oy,  a  son  milieu  m  sur  le  diamètre  conjugué  Ox.  De 
même  Téquation  ne  contient  que  àQ% puissances  paires  dex.  Enfin,  l'équation 
doit  être  du  second  degrés  le  degré  étant  indépendant  du  choix  des  axes  de 
coordonnées  (n®  210).  Elle  est  donc  de  la  forme  : 

Xx^  +  Cy  +  F  =  0. 

D'autre  part,  si  l'on  désigne  par  ia'  =  AA',  26'  =  BB'  les  longueurs  com- 
prises entre  les  extrémités  des  deux  diamètres  conjugués  pris  pour  axes  de 
coordonnées,  cette  équation  est  vérifiée  pour  x=àza',  y  =^  0,  et  pour  a;  =  0, 
y=±:b'.  On  di  donc  : 

Aa'*  +  F  =  0,        Cb"  +  F  =  0  ; 

ou  : 

F  F 

a''  '  b"  ' 


A  =  — 
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290.  Position  de  deux  diamètres  conjngués.  VariatiOD  de  leur  v 
coefficients  angulaires  m,  m',  aalisfaisnnt  h  la  relation   (G). 
de  signes  contraires  ;  donc  :  deux  diamètres  conjugués  sr  ■ . 
mier  dans  l'un  des  angles  des  deux  axes  de  symétrie  d', 
dans  l'autre  angle  (fig.  166|.  I^g  ^,y^,. 

Ensuite,  le  produit  mm'  étant  constant  en  valeur  v  ^  équation- 

cients  angulaires  croH  en  valeur  absolue,  l'autre  '  ^^^  essenlJH 


diamètre  (D)  s 


ijpse  renconlre 
■;  autrement  dit: 
uiités  d'vn  diamèln 
diamèlre  conjuré,  ci" 
autre  forme,  la  propriété 
i88  ;  ou  encore  :  l'ellipse  est 
le  parallélogramme  formé  par 
1  menées  par  les  exlréinitës  A' 
liianiètres  conjugués  parallèlenienl  à 
.1  diamètres  (flg.  167). 
II.  —  De   même,  on  peut  faire  corres- 
pondre tout  point  M  de  l'ellipse  à  un  poinl  Sli 
du  cercle  décrit  sur  A.V  comme  diariièln' 
(lig.  168),  U  seule  différence  avec  la  lliconr 
du  n' 277  est  que  les  ordonnées  wiM,tnMi 
^•spondnnls  ne  soni  plus  parallèles,  celle  de  M  lilanl 
•'  l'irf  •^^'  *'^  '^'^"*^  '^^  ■"'  perpendiculaire  sur  AA'  ;  mais  leur 
■■„>'  ,   b 

.,  (jiénie,  et  leur  rapport  est  encoi-e  constant  et  égal  H'^- 

■aide  de  cette  pmpriété,  reprendn^  toutes  les  constructions 
l'ellipse  (n"  281-2841,  la  dilférence  que  nous  venons  de 

t  mt'me  parfois  des  simplificalions. 

])eut  reproduire  la  théorie  des  diamètres,  puis,  celle  des  (iifi- 

et,  en  particulier,  la  relation  entre  leurs  cocflicienls  anïii- 
fc'* 

-pj-,  dont  voici  une  interprétation, 

ux  diamètres  conjugués  quelconques  de  l'ellipse  tntercep- 
■nte,  à  partir  du  point  de  contact,  deux  segments  dont  If 
!  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente. 
le  point  de  contact  d'une  tangente  (lig.  iGl).  Nous  pouvon? 

■  rellipse  à  deux  diamètres  conjugués  dont  l'un,  1>J,  pa**f 
;é  de  0  vers  A  ;  on  sait  que  l'autre,  Oy,  est  alors  parallèk  à 

;ons,  IVIlrpse  a  pour  équation  : 


N. 


l-N 
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lés  quelconques  OD,  OB'  ont  pour  équations  : 
i/  =  mx,        y  =  m'x, 

»n  :  mm/  = ^ .  La  tangente  en  A  a  pour 

deux  diamètres  en  des  points  T,  T,  qui  ont 
V  ;  et  l'on  a  : 

-  a'2  =  —  ^/i.  G.  Q.  F.  D. 

^tf  supplémentaires  d'une  ellipse  deux 
•u>ux  autiv.s  points  A»  A'  diamétralement 

■ 

es  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués. 
^  vM.  La  droite  Om  est  le  diamètre  conjugué  (D)  des 

n'  conjugué  (D')   est  donc  parallèle  &  MA;  or,  Om. 

/>  du  triangle  MAA'.  est  parallèle  à  MA'.  Donc  MA,  MA' 

.  deux  diamètres  conjugués  (D'),(D).  C.  Q.  F.  D. 

rt  point  M  de  Vellipse  on  mène  deux  cordes  MAy  MA' paj'allèles 
,,ués,  ces  cordes  sont  supplémentaires,  c'est-à-dire  que  les  secondes 
w  cordes  sont  diamétralement  opposées. 
idiiiétralement  opposé  à  A,  MA',  est  la  corde  supplémentaire  de  MA  ;  et 

MA',  MA',  se  confondent,  étant  toutes  deux  pa- 
rallèles au  diamètre  conjugué  de  MA. 

H.  —  Si  par  les  extrémités  A,  A'  d*un  même 
diamètre  on  mène  deux  cordes  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugués^  ces  cordes  sont  supplémen- 
taires, c'est-à-dire  qu'elles  se  coupent  sur  VeU 
lipse. 

Car,  si  AM  est  la  corde  issue  de  A,  A'M,  supplé- 
mentaire de  MA,  est  parallèle  au  diamèti*e  con- 
jugué de  AM,  c'est  donc  la  seconde  corde  menée 
par  A'.  G.  Q.  F.  D. 

y 


Fi»ç.  169. 


Fig.  170. 


294.  Application  .  —  La  théorie  des  cordes  supplémentaires  permet  de  résoudre  certains 
problèmes  sur  les  diamètres  conjugués. 

Par  exemple,  reprenons  la  variation  de  l'angle  de  deux  diamètres  conjugués  (D).  (D'). 

Rapportons  l'ellipse  à  ses  axes:  et  menons  i)ar  les  sommets  A,  A'  des  parallèles  aux  deux 
(liainètres  conjugués  (0).  (I)')  (fig.  470j.  Ce  sont  deux  cordes  supplémentaires  qui  se  coupent 

y  y 

fnun  point  M{a:,y)  de  l'ellipse  ;  leurs  coefficients  angulaires  sont  :  m  -^  -; ,  m'  =   .  .       , 
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et  leur  angle  V  :=  (MA,  MA'),  égal  à.  l'angle  des  deux  diamètres  conjugués,  est  donné  par 
la  relation  (n«  90)  : 

y  y 


X  -\-  a 

JC 

— 

a 

i  + 

y' 

j.t  

a* 

—  2fly 


*«V-  y.  -  ^^y._^.; 


aV 


mais  on  a,  en  vertu  de  l'équation  do  l'ellipse,  x* —  a*  = ri-  ;  on  peut  donc  écrire  : 

*^  y^à*  —  a»)    —  a«  —  6*    y  ' 

Il  en  résulte  que  l'angle  aigu  V  passe  par  un  minimum  quand  y,  ordonnée  de  M,  pa>M'. 
en  valeur  absolue,  par  un  maximum  ;  c'est-à-dire  quand  M  vient  se  placer  en  B.  On  établit 
ainsi  l'existence  de  deux  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle  aigu  minimum. 
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295.  Formules  de  Chasles.  —  Considérons  une  ellipse  rapportée  à  ses  aie> 
(ou  à  deux  diamètres  conjugués)  et  définie  par  son  équation  : 

fi)  —  4-i^  — 1=0- 

et  proposons-nous  de  calculer  les  coordonnées  af,  y'  de  Textrémité  Q  d'un  dia- 
mètre (D'),  en  fonction  des  coordonnées  x,  y  de  Textrémité  P  du  dianiètn* 
conjugué  (D)  (fig.  171). 

D'abord,  P  et  Q  étant  sur  Tellipse,  x,  y  vérifient  la  relation  (1)  et  af,  y'  la 
relation  : 

(10  ±^+1 1=0 

VM  ^2-1-      ^3  *    —  "• 

Ensuite,  les  coefficients  angulaires  -^  ,  -^  des  deux  diamètres  conjugués 
(D),  (DO  satisfont  à  la  condition  (n°  289)  : 

On  aura  donc  x'  et  y'  en  résolvant  le  système  d'équations  (1^  et  (ij.  Or, 
réquation  (2),  mise  sous  forme  de  proportion  : 

y^      _.    x' 
—  b^x         a^y 

est  vérifiée  pour  :  y'  =  —  a6-j;,  x'  =  '>a^y,  a  étant  une  inconnue  auxiliaire  ; 
celle-ci  est  donnée  par  l'équation  (1^,  qui  devient  : 

ou,  en  tenant  compte  de  la  relation  (1)  : 

A2a«6»  =  1 ,         d'où  :         \  =  ±:~- 
'  ab 


i 
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Les  deux  solutions  correspondent  aux  deux  extrémités  opposées  Q,  Q'  du 
diamètre  (D^).  En  prenant,  par  exemple,  le  signe  +,  on  a  les  formules  cher- 
chées, appelées  formules  de  Chasles  : 


(3) 


^—Try.     y 


b 


Fig.  171. 


296.  Théorèmes  d'Apollonius.  —  l""  La  somme  des  caiTés  de  deux  demi- 
diamètres  conjugués  de  Vel- 
lipse  est  constante  et  égale  à 
la  somme  des  carrés  des  demi- 
axes  ; 

2*  La  surface  du  parallélo- 
gramme construit  sur  detix 
demi  -  diamètres  conjugués 
comme  côtés  est  constante  et 
égale  à  la  surface  du  rectangle 
conslmcit  sur  les  demi-axes. 

Plaçons-nous,  en  effet,  dans 
les  conditions  du  calcul  précé- 
dent, et  considérons  les  deux 
diamètres  conjugués  (D),  (D/  dont  les  demi-longueurs  sont  a'  =  OP,  b'  =  OQ 
(ftg.  171). 

1*^  On  a,  en  vertu  des  formules  obtenues  (3)  : 

a'^  =  a;«  +  y^;      b''  =  x'^+y'^=-^  2^*  +  "^  ^'• 
Donc:        a^''^b'^=x^(i  +  ^)  +  y'[i  +  Çj  ={a'  +  b')^^ 

ou,  enfin,  en  vertu  de  la  condition  (1)  : 

a''  +  b'i  =  a2  +  bK 

2*  La  surface  S  du  parallélogramme  construit  sur  OP  et  OQ  comme  côtés 
est  le  double  de  la  surface  du  triangle  OPQ  ;  et  Ton  sait  évaluer  Taire  de  ce 
triangle  puisque  Ton  connaît  les  coordonnées  de  ses  sommets  (n°  100). 

On  a  donc,  d'après  les  formules  de  Chasles  (3)  : 


S  =  \xy'  —  yx'l  = 


ou,  en  vertu  de  la  condition  (i)  : 


S  =  ab. 


EXPRESSION  ANALYTIQUE.  —  En  désignant  par  6  l'angle  (aigu  ou  obtus)  des 
deux  diamètres  conjugués,  les  relations  obtenues  deviennent  : 

a''  +  b''  -B  a'  +  b\       a'b'  sin  6  ->  a6. 
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Démonstration  géométrique.  —  Considérons  l'ellipse  comme  la  projection  d'une  circonfé- 
rence (fig.  172)  ;  deux  demi-diamètros  conjugues  quelconques  OP,  OQ  de  l'ellipse  sont  les 

projections  de  deux  rayons  rectangulaires  quelconque? 
OI*p  OQi  de  la  cii-confci-ence  (n»  *289),  leurs  extrémité 
P,Q,  j^-ojcotions  de  P^.Q,,  étant  placées  sur  les  per- 
pendiculaires à  l'axe  AA',  /)1\,  çQ,,  avec  les  condi- 
tions : 

«  ~  i>Pi  ~    ÇQ.' 

1»  Cela  posé,  évaluons  d'abord  OP^  +  OQ*.  En  ra- 
Fig.  172.  menant  tout  à  la  circonférence,  on  a  : 

ôp*  =  ô?  +  ^' =  ô?*  + -^  ^.».     ôQ*  =  ôi' + -^  5q:^ 

Or,  OP^ïOQ,  étant  rectangulaires,  les  triangles  rectangles  O/jP^.OgQi  sont  égaux,  car  ils 
ont  des  hypoténuses  égales  et  des  angles  en  0  complémentaires.  Donc,  on  a:  Og=pP,, 
qQ^  =  Op,  et,  par  suite  : 

5p»  +  ÔQ^  =  Ô?--f  Ô7+  4r  (?i^*  +  ^')  =  iÔp^+P^')  +  -^  {W'  +  Ôp')  =  a*+6K 

C.Q.F.D. 

2«  Ensuite,  évaluons  la  surface  S  du  triangle  OPQ.  Celui-ci  étant  la  projection  du 
triangle  OP,Q,  de  surface  S,,  on  a,  d'après  un  ré.sultat  connu  de.  Trigonométrie  :  S  =  S,  cas  %, 
a  étant  l'angle  des  plans  de  l'ellipse  et  de  la  circonférence,  ou  (n«  277)  : 

S  —  S,  —  =  —  a*  —  =  ---  aô.  C.Q.F.D. 

a         et         a         jé 

297.  Diamètres  conjugués  égaux.  —  Théorème.  —  VelUpse  admet  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  égaux,  et  un  seul;  ce  sont  ceux  dont  l'angle  aigu  est  minimum. 

En  elTet,  les  deux  diamètres  conjugués  qui  font  entre  eux  l'angle  aigu  minimum  sont 
égaux,  étant  symétriques  par  rapport  aux  axes  d«»  l'ellipse. 

Ce  sont  les  seuls,  car  si  deux  diamètres  conjugués  sont  égaux,  leur  demi-longueur  com- 
mune, a'  =  b',  est  donnée  par  le  premier  théon^'me  d'Apollonius  : 

a*  4-  b* 
2tt'«  =  a*+  b;        ou  :        a*  =  — -^ ; 

leurs  extrémités  sont  donc  à  l'intersection  de  l'ellipse  avec  une  circonférence  concentrique 
de  rayon  égal  à  celte  longueur,  et  les  coordonnées  de  ces  extrémités  vérifient  lo  syslcme 
d'éijualions  : 

17  +  V  "  *  =  ^'    ^  +  y  =  — 2 — 

lequel  est  du  premier  degré  en  x*,  y*,  et  n'admet  que  les  solutions  : 

,        «•       ,        A«  .a  .6 

^*='Y*y*='T*        «u:     .    u:=rt— ,         y^±:—; 


ce  sont  les  coordonnées  de  iiuatre  points,  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  au  cenln», 

situés  sur  deux  diamètres  seulement.  C.Q.F.D. 

Équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  diamètres  conjugués  égaux.  —  Le   résultat  préoe- 

a*  -\-  b 
dent  :  a'*  =  b'*  =  5 —  ,  conduit  immédiatement  à  cette  équation,  qui  est  : 

.!••  V*  a*  -h  b* 

+    .,^1;..    -1  =  0,        ou:        a:^+y*  =  —î—. 


a*+  b*    ^    a*  +  h* 


On  remarquera  qu'elle  représenterait  une  circonférence  rapportée  à  deux  diamètres  nH> 
tanguiaires;  mais  ici,  les  axes  sont  obliques. 
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298.  THÈORèMB  I.  —  Lorsque  les  extrémités  P,  Q  d'une  droite  de  longueur  constante  décri- 
vent deux  droites  reclangulaii*es  Oa-,  Oy,  tout  point  M  de  cette  droite  mobile  décrit  une 
ellipse  (fig.  173). 

En  effet,  prenons  sur  la  droite  mobile  un  axe  QP  dirigé  de  Q  vers  P,  et  soient  : 

QM  =  fl,        5ÎP  =  ô,        (QP,  Ox)  =  o. 

a  oi  à  étant  deux  quantités  fixes  qui  définissent  ia  position  de  M  sur  PQ,  et  o  un  para- 
mètre variable. 
Les  coordonnées  a*,  y  du  point  M  par  rapport  aux  axes  Oa-,  Oy,  sont  : 

X  ==  proj.  OM  sur  Ox  =  proj.  QM  sur  Oa*  =  a  cos  o, 

y  =:  proj.  ÔM  sur  Oy  =  proj.  PM  sur  Oy  =  —  b  cos  (QP,  Oy)  =  —  6  cos  (  o  +  -s-  )  =  6  sin  o. 

On  retrouve  ainsi  les  coordonnées,  en  fonction  du 
paramètre  cp,  d'un  point  d'une  ellipse  ayant  ses  axes 
placés  sur  Ox  et  Oy,  le  premier  égal  à  la  valeur 
absolue  de  2a,  le  second,  à  celle  de  26  {n«  280).  Le 
point  M  décrit  donc  cette  ellipse. 

TuBORÊiiE  II .  —  Les  normales  aux  trajectoires  de  tous 
les  points  de  la  droite  mobile  l*Q,  pour  une  même  posi- 
tion de  cette  droite  mobile,  concourent  en  un  point  1. 

En  effet,  remarquons  d'abord  que  les  normales 
aux  trajectoires  des  points  P  et  Q  sont  parallèles 
Tune  à  Oy,  Tautre  ài  Ox  ;  elles  se  coupent  donc  en 
un  point  l{x^,  y,)  dont  les  coordonnées  sont  : 

x^  =  proj.  QP  sur  Ox  =  (a  -{-  b)  cos  o, 

y^  =  proj.  PQ  sur  Oy  =  —  (a  +  6)  cos  (  o  +  -y- j  =  {a  +  b) 

D'autre  part,  le  coefficient  angulaire  de  la  normale  à  la  trajectoire  du  point  M(a',  y)  est, 
en  désignant  par  x'  et  y'  les  dérivées  de  x  et  y  par  rapport  à  la  variable  <^  (n«  171)  : 


Fig.  173. 


sm  o. 


X 

U 


.1 


a  sm  o 
b  cos  o 


y* 


y 


X, 


il  est  donc  égal  à  celui  de  la  droite  MI  :  et,  par  suite,  cette  normale  passe  bien  par  I,  quel 
que  soit  le  point  M  de  la  droite  mobile  PQ. 

Théorème  III.  —  La  portion  de  la  normale  MI  à 
l'ellipse  décrite  par  le  point  M  est  égale  au  demi-dia- 
mètre de  cette  ellipse  conjugué  de  celui  qui  passe 
par  M. 

Car,  on  a  : 

OM^  +  MÎ^  =  x'+  y*  +  {X,  -  xy-+  (y. -  y)« 
=  a*  cos*  o-\-b*  sin*  o  +  6*  cos*  o  +  a*  sin*  o  =  a*-\-  ô*; 

ce  qui  exprime,  d'après  le  premier  théorème  d'Apol- 
lonius, que  la  longueur  MI  est  égale  à  celle  du  demi- 
diamètre  conjugué  de  OM. 

299.  Application.  —  Construire,  en  grandeur  et 
position,  les  axes  d'une  ellipse,  dont  on  connaît  deux 
diamètres  conjugués,  en  grandeur  et  position. 

Soient   OM,  ON   deux    demi-diamètres   conjugués 
d'une  ellipse  (fig.  174).   Nous  pouvons,  d'après  ce 
qui  procède,  considérer  cette  lellipse  comme  décrite  par  le  point  M,  entraîné  par  le  mou- 


Fig.  174. 
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veinent  d'une  certaine  droite  mobile  PQ  passant  par  ce  point.  Menons  donc  par  M  une 
perpendiculaire  à  ON  ;  c'est  la  normale  à  l'ellipse  en  M,  car  la  tangente  ea  M  est  paral- 
lèle à  ON,  diamètre  conjugué  de  OM  (n«  288)  ;  puis,  portons  sur  cette  ptrpemdiculairt 
une  longueur  MI,  égale  à  ON  ;  ce  point  I  est  le  point  de  rencontre  des  normales  en  P  et  Q 
aux  axes  inconnus  Oa-.  Oy  (Th.  III). 

On  est  ainsi  ramené  ù.  construire  un  rectangle  OPIQ,  dont  on  connaît  les  extrémités  0»! 
d'une  diagonale  et  un  point  M  de  l'autre  ;  il  suffit,  pour  cela,  de  décrire  la  circonfi- 
rence  de  diamètre  01,  et  de  mener  son  diamètre  PQ  qui  passe  par  M.  Les  demi-axes  de  tel- 
lipse  sont,  Vun  dirigé  suivant  OP  et  égal  à  MQ,  Vautre  dirigé  suivant  OQ  et  égal  à  MP. 
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300.  Équation  de  la  tangente  en  un  point.  —  Soit  rdlipse  (E),  rapportée  à 
ses  axes  (ou  h  dt>ux  diamètres  conjugués)  : 

(^)  ^  +  ^--1  =  0. 

On  sait  (n**  2ii)  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point 

M{Xo,  Vo)  est  : j^  :    ^  = ^-^  ;  l'équation  de  cette  tangente  est 

donc  :  ^  ^** 

ou,  en  tenant  compte  de  ce  que  M(a:o,  Po)  est  sur  l'ellipse  : 

Si  Ton  exprime  les  coordonnées  du  point  de  contact  en  fonction  d'un  para- 
mètre 9,  on  a  (n**  280)  :  Xo=  a  cos  ç,  y,,  =  6  sin  ç  ;  cette  équation  devient  : 

(3)  £^  +  np._i^o. 

Elle  représente  alors,  quel  que  soit  7,  une  tangente  à  l'ellipse,  tandis  que,  sous 
la  forme  (2),  elle  n'en  représente  une  que  si  Xq  et  Po  sont  les  coordonnées 
d'un  point  de  l'ellipse. 

301.  Tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée.  —  On  peut,  à  l'aide  de 
ce  résultat,  retrouver  les  tangentes  parallèles  h  une  direction  donnée. 

Soit,  en  effet,  m  le  coefficient  angulaire  de  cette  direction.  L'équation  (2i 
représentera  une  tangente  cherchée,  sous  les  conditions  : 

— r  +  TT  —  1  =  0, ; —  =  m. 


0 


qui  expriment  que  le  point  Mteo,  ^o)  est  un  point  de  l'ellipse  et  que  la  tan- 
gente en  ce  point  est  parallèle  à  la  direction  donnée.  Ces  deux  équations 
permettent  de  calculer  Xo,  2/oî  on  en  déduit  : 


a- 
Xo  =  —'^  myo 


1 1         a^m-  \  6» 

,     2/o(tî  +  — î— J  — 1  =0,     d'où:    yo  =  ±-7=====: 
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ce  qui  donne  donc  deux  solutions.  En  portant  dans  Téquation  (2)  les  valeurs 
que  nous  venons  d'obtenir,  d'abord  celle  de  Xo,  puis  celle  de  Po,  on  trouve 
pour  équation  de  ces  deux  tangentes  : 

ou  enfin  : 

(4)  ymmmx±  sja^mr  +  h\ 

Chacune  des  deux  équations  (4)  représente  alors,  quel  que  soit  m,  une 
tangente  à  l'ellipse. 

302.  Tangentes  menées  à  l'ellipse  par  un  point  donné.  —  Soit  un  point  donné 
S(x,,  y,);  nous  nous  proposons  de  chercher  les  tangentes  menées  de  ce  point 
à  l'ellipse  ;  il  suffit  pour  cela  de  déterminer  soit  leurs  points  de  contact, 
soit  leurs  coefficients  angulaires. 

Détermination  des  points  de  contact.  —  Le  point  M{Xo,  Po)  sera  l'un  des 
points  de  contact  cherchés,  sous  les  conditions  : 

a^  ^  b^  ~^—^'  a*    "^    b^    —  1  —  u, 

qui  expriment  qu'il  est  sur  l'ellipse  et  que  la  tangente  en  ce  point,  représen- 
tée par  l'équation  (2),  passe  par  le  point  donné  S{Xi,  y^.  On  est  ainsi  conduit 
à  résoudre  un  système  de  deux  équations  en  Xo  et  yo. 

Il  est  plus  simple  de  les  interpréter  géométriquement  ;  elles  expriment  que 
les  points  de  contact  cherchés  sont  à  l'intersection  de  l'ellipse  avec  une  droite 
d'équation  : 

Le  problème  admet  donc,  suivant  les  cas,  deux  solutions,  ou  zéro,  ou  deux 
solutions  confondues,  et  la  droite  d'équation  (5)  est  la  corde  des  contacts  des 
tangentes  issues  de  S. 

Détermination  des  directions  des  tangentes,  —  Nous  avons  trouvé  plus 
haut  l'équation  (4)  d'une  tangente  en  fonction  de  son  coefficient  angulaire  m. 
On  exprime  donc  la  condition  pour  que  m  soit  le  coefficient  angulaire  d'une 
tangente  issue  de  S(iCi,  yi),  en  écrivant  que  S  est  sur  la  droite  (4)  ;  ce  qui 
donne  : 

î/i  —  mj?i  =r  zt  V^a=*m*  +  6-. 

On  peut  élever  les  deux  membres  au  carré,  à  condition  de  prendre  devant 
le  radical  le  signe  du  premier  membre,  yi  —  mxx  ;  ce  qui  traduit  ce  résul- 
tat évident  qu'à  chaque  valeur  de  l'inconnue  m  ne  peut  correspondre  qu'une 
spule  tangente  issue  de  S.  Nous  sommes  ainsi  ramené  à  résoudre  une  équa- 
tion en  m  qui  est  Véquation  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes  issues 
de  S(x„  y,)  : 

(6)     (yi  — ma?,)'=a2m»  +  6^     ou:     m\x\  —  a^)  —  'i,mxiyi  +  y\-^b^  =  {i. 
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Cette  équation  est  du  second  degré;  la  condition  pour  qu'elle  ait  deux 
racines,  finies  ou  infinies,  est  : 

^i2/î  —  (^\  —  «')  (y]  —  ^^)  ^0,     ou  :     b'-xl  +  aYi  —  «^^-  ^  0. 

On  retrouve,  dans  cette  inégalité,  le  premier  membre  de  Téqualion  de  l'el- 
lipse. D'autre  part,  si  le  points  est  au  centre  (Xi  =  0,  j/i  =  0),  l'inégalité  n'est 
pas  vérifiée  ;  par  conséquent,  pou?*  qu'on  puisse  mener  du  point  S  des  tan- 
gentes à  Vellipsey  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit,  par  rapport  à  Vellipse,  dam 
la  région  qui  ne  contient  pas  le  centre.  S'il  en  est  ainsi,  on  peut  mener  de 
ce  point  deux  tangentes  distinctes,  et  l'on  dit  qu'il  est  extérieur  à  l'ellipse; 
dans  le  cas  contraire,  on  n'en  peut  mener  aucune  et  le  point  est  dit  intérieur 
à  l'ellipse  ;  dans  le  cas  particulier  où  le  point  S  est  sur  Vellipse,  l'équation  (6i 
a  une  racine  double  ;  les  deux  tangentes  menées  de  S  à  l'ellipse  se  confondent 
donc  avec  la  tangente  à  l'ellipse  en  ce  point. 

303.  Application.  —  Lieu  des  points  d*oU  Von  peut  mener  à  Vellipse  deux  tangentes  rec- 
tangulaires. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux  tangentes  issues  de  S\Jc^y^\ 
soient  rectangulaires  est,  en  désignant  par  m  et  m'  les  racines  de  l'équation  (6)  (et  en  sup- 
posant reliipse  rapportée  à  ses  axes)  : 

V*  —  l>* 
mm'  =  —  1,         ou  :         -^ 5-  =  —  1,         ou  :         af  +  VÎ  —  («*  +  **)  =  0. 


ji'l  —  a 


Elle  exprime  que  le  lieu  cherché  est  représenté  par  Téquation  : 

a:*  +  y«  =  a«  +  b*. 

C'est  le  cercle  concentrique  à  l'ellipse,  de  rayon  y/a*+  b*;  ou  encore,  le  cercle  circonscrit 
au  rectangle  formé  par  les  tangentes  aux  sommets  de  Tellipse,  rectangle  dont  les  somra^'ts 
font  évidemment  partie  du  lieu. 

304.  Polaire  d'un  point.  —  Définitions.  —  On  dit  que  deux  points  Set  P  sont  conjugués 
par  rapport  à  Vellipse  lorsqu'ils  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points 
d'intersection  de  l'ellipse  avec  la  droite  SI*. 

On  appelle  polaire  du  point  S  par  rapport  à  l'ellipse,  le  lieu  de  ses  points  conjugués,  d, 
inversement,  on  dit  que  S  est  le  pôle  de  cette  polaii'c. 

Théorème.  —  La  polaire  d'un  point  est  une  droite  parallèle  à  la  direction  conjuguée  du, 
diamètre  qui  passe  par  ce  point. 

En  effet,  laissant  de  côté  le  cas  où  S  est  au  centre  de  l'ellipse,  nous  pouvons  rapporter 
l'ellipse  à  deux  diamètres  conjugués  Oo-,  Oy,  dont  l'un,  Oy,  passe  par  S  (fîg.  Mb).  L'ellip.^e 
est  représentée  par  son  équation  : 

a'"  ^   b'*  ' 

et  le  point  S,  par  son  ordonnée  h.  Cherchons  alors  la  condition  pour  que  ce  point  S{û,  h\ 

et  un  point  quelconque  ^(.r,,  y,)  soient  conjugués. 

y.  — h 
La  droite  SP  a  pour  équation  :  y  =  mx  -\-  h,  avec  ?/i  =  — ; —  ;  elle  rencontre  l'ellipse  en 

deux  points  M,  M'  réels  ou  imaginaires,  dont  les  abscisses  x\x"  sont  les  racines  de  l'équa- 
tion : 

'^  +  Jî*{^'^^'  +  h)*-'i  =  0,    ou:    ^••(■^  +  -^)  +  2a^-^  +  -JT— 1  =  0. 
Or,  si  l'on  projette  S.  P,  M,  M' sur  O.r,  parallèlement  à  Oy,  le  point  S  se  projette  à  l'origine:  la 
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condition  pour  que  P  soit  conjugué  harmonique  de  S  par  rapport  à  M  et  M' est  donc  (n«  83)  : 

Elle  exprime  que  y,,  ordonnée  de  P,  doit  èli-e  égale  à  une  constante  ;  par  suite,  la  polaire 

de  S  est  bien  la  droite  parai Ic' le  à  Oy  :  y  =  —- . 

h 

THÉoRàMe.  —  La  volaire  d'un  point  est  la  corde  de  contact  des  tangentes  issues  de  ce 
point. 

Car,  si  SM  est  une  tangente  menée  de  S  &  l'ellipse  et  M  son  point  de  contact,  cette 
tangente  coupe  l'ellipse  en  deux  points  confondus  en  M,  et  le  conjugué  harmonique  do  S 
par  rapport  à  ces  deux  points  se  confond  aussi  avec  M . 

/y 


Fig.  175. 

305.  Position  relatiye  du  pôle  et  de  la  polaire.  —  Nous  avons  trouvé  que  l'équation  de 

la  polaire  est  : 

hy  —  b'*; 

ca*  ({ui  montre  que  le  produit  des  ordonnées  h  et  y,  du  point  S  et  de  sa  polaire,  est  cons- 
tant et  égal  à  6";  ou  mieux  que  le  pôle  8  et  l'intersection  Q  de  sa  polaire  avec  le  dia- 
mètre BB'  mené  par  ce  pôle  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  extrémités  B,B' 
de  eu  diamètre.  D'où,  comme  au  n*  83,  les  conséquences  suivantes  (iig.  175)  : 

1**  Le  pâle  et  sa  polaire  sont  d*un  même  côté  du  centre. 

2«  L*un  est  placé  entre  les  extrémités  B.  B'  du  diamètre  passant  par  le  pâle,  l'autre  en 
dehors.  Si  le  pôle  est  intérieur  à  Vellipse,  la  polaire  ne  coupe  pas  l'ellipse.  Si  le  pôle  est 
extérieur  à  C ellipse ^  la  polaire  coupe  Vellipse.  Si  le  pôle  est  sur  l'ellipse,  la  polaire  est  tangente 
en  ce  point. 

3*  Si  le  pôle  se  déplace  dans  un  sens^  la  polaire  se  déplace  dans  Vautre  sens. 

Kn  particulier,  si  le  pôle  se  rapproche  indéfiniment  du  centre,  la  polaire  s'éloigne  à  l'infini; 
si  le  pôle  s'éloigne  indéfiniment  sur  Oy,  la  polaire  devient  Ox, 

GonoLLAiRB.  —  Toute  droite  a,  par  rapport  à  Vellipse,  un  pôle  et  un  seul. 

Car  tout«  droite  (A)  a  un  diamètre  conjugué  Oy  et  un  seul,  qui  rencontre  (A)  en  Q  et  Tel- 

iipso  en  B  et  B';  le  point  8,  conjugué  harmonique  de  Q  par  rapport  à  B  et  B',  est  le  pôle 

de  (A). 
En  particulier,  si  (A)  passe  par  le  centre  de  l'ellipse,  son  pôle  est  rejeté  à  Tinfini  sur  le 

diamètre  conjugué  Oy. 


NORMALES  A  L'ELLIPSE  (COORDONNÉES  RECTANGULAIRES) 

306.  Équation  de  la  normale  en  un  point.  —  Soit  Tellipse  (Ë)  rapportée  h 
sps  axes  : 


il) 


a'  ^  b' 


---0. 
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On  sait  que  le  coefficient  angulaire  de  la  normale  en  un  point  quelconque 

M('Xo,  2/0)  est  (n«  244)  : 

L'équation  de  cette  normale  est  donc  : 
(2j      y  —  yo  =  -^T^{x-  Xo),      ou:      — = ^^ ; 

Si  on  exprime  les  coordonnées  du  pied  de  la  normale  en  fonction  d'un 

paramètre  <p  (n**  280j,  on  a  :  a?o  ==  «  cos  ^,  y^  =  b  sin  <p  ;   cette  équation 

devient  : 
ç.  aix  —  a  cos  9)         b(y  —  b  sin  ç) 


cos  cp  sin  9 


et  représente  alors,  quel  que  soit  9,  une  normale  à  Tellipse  ;  tandis  que,  sous 
la  forme  (2),  elle  n'en  représente  une  que  si  Xo,  Po  sont  les  coordonnées  d'un 
point  de  l'ellipse. 

307.  Normales  à  Tellipse  parallèles  à  une  direction  donnée.  —  Soit  m  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  direction  donnée.  L'équation  (2)  représentera  une  nor- 
male cherchée,  sous  les  conditions  : 

a'^  b'       ^  -  "'         b'^Xo  ~  ^^^' 

qui  expriment  que  le  point  M( Xo,  ^o)  est  sur  l'ellipse  et  que  la  normale  en  ce 
point  est  parallèle  à  la  direction  donnée. 
On  en  déduit  : 

b^m  xl  A    .    b^\ 

d  ou  :  iCo  =  it    /  =^  ; 

\/a'  +  b'm^ 

ce  qui  donne  donc  deux  solutions.  En  portant  les  valeurs  obtenues  dan» 
l'équation  (2),  celle  de  yo  d'abord,  puis  celle  de  Xo,  on  trouve,  pour  équations 
de  ces  deux  normales  : 

b-m                           ,                                        mXo  ,  ^      »,v 
y -7-  Xo  =  7n(x  —  Xo),       ou  :      y  =  mx -7-  {a^  —  b-), 

CL  €w 

OU  enfin  : 

171 

(4j  y  ^=  nix  ±  [a^  —  b-) 


\/a-  +  bhn^ 


et  chacune  des  deux  équations  (4)  représente,  quel  que  soit  m,  une  normale 
à  l'ellipse. 

308.  Normales  menées  à  l'ellipse  par  un  point  donné.  —  Soit  un  point 
donné  ^{Xi,y^.  Nous  nous  proposons  de  déterminer  les  normales  menées  de 
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ce  point  à  l'ellipse;  pour  cela,  nous  chercherons,  soit  les  pieds  de  ces  nor- 
males, soit  leurs  coefficients  angulaires. 

Détermination  des  pieds  des  normales.  —  Le  point  }i{Xo,  y^  sera  le  pied 
d'une  des  normales  cherchées  sous  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  : 


+  TT  -  i  =  0, 


a^x,  —  Xo)         bHVi  —  2/0) 


Xr 


Vc 


qui  expriment  qu'il  est  sur  l'ellipse  et  que  la  normale  en  ce  point,  représen- 
tée par  l'équation  (2),  passe  par  le  point  donné  S(Xi,  yi). 
On  est  ainsi  conduit  à  résoudre  un  système  de  deux  équations  en  x^  et  y^. 


Fig.  176. 

Pratiquement,  il  est  plus  simple  de  les  interpréter  géométriquement 
(fig.  176).  Elles  expriment  que  les  pieds  des  normales  cherchées  sont  à  l'inter- 
section de  l'ellipse  avec  une  courbe  (II),  dont  l'équation  est  : 


aHx  —  Xi)        bHy  —  yù 


X 


y 


ou 


y 


bh/ix 


a^Xi  —  («2  —  b^)x' 


On  voit  immédiatement,  sur  les  deux  formes  de  cette  équation,  que  (H)  est 
une  courbe  du  second  degré,  passant  par  le  centre  de  l'ellipse  et  le  point  donné 

^(Xi,  Ui),  ayant  une  asymptote  parallèle  à  Oy,  a;=— - — —,  et  une  autre 

b-Xi  ^  —  ^ 

parallèle  h  Ox,  y  = ^ ,>^  ;  on  pourra  facilement  la  construire  à  l'aide  de 

son  équation.  Nous  verrons  plus  loin  (n°  342)  que  c'est  une  courbe  connue  sous 
le  nom  d^hyperbole  équilatère,  et  nous  apprendrons  à  la  construire  graphi- 
quement en  utilisant  seulement  ses  deux  asymptotes  et  l'un  de  ses  points, 


r    • 
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0  OU  S  (n^  330)  ;  on  l'appelle  hyperbole  (T Apollonius  relative  au  point  S  et 
à  rellipse  (E). 

Le  problème  est  donc  résolu  graphiquement  ;  l'hyperbole  (H)  a  une  branche 
infinie  convexe  passant  par  0  qui  coupe  nécessairement  l'ellipse  en  deux 
points,  et  une  seconde  branche  infinie  convexe  qui,  suivant  les  cas,  coupe 
l'ellipse  en  deux  points,  ou  ne  la  coupe  pas,  ou  lui  est  tangente.  Le  problème 
admet  donc  au  moins  deux  solutions  et  au  plus  quatre  ;  ce  résultat  va  d'ail- 
leurs être  rigoureusement  établi  par  une  autre  méthode. 

Détermination  des  directions  des  normales.  —  Ecrivons  que  le  point 
^(pCi,  yi)  est  sur  l'une  des  normales  de  coefficient  angulaire  m,  représentées 
par  l'équation  (4).  Suivant  le  raisonnement  employé  dans  un  problème  ana- 
logue sur  les  tangentes  (n<»  302),  on  obtient  ainsi  une  équation  en  m  : 

m 

OU,  en  élevant  au  carré  membre  à  membre  : 

(6)  {y,  —  mXiY  (a}  +  h^m")  —  [a^  —  b^f  m^  =  0, 

qui  est  Véquation  aux  coefficients  angulaires  des  normales  issues  de 
S(a?i,  yi). 

On  pourra  remarquer  que  cette  équation  est  du  quatrième  degré,  que 
son  premier  membre  est  positif  pour  m  =  0  et  m  =  it  oo,  négatif  pour 

m  =  ~  ;  elle  a  donc  au  moins  deux  solutions  (de  môme  signe  que  —j 

Xi  \  X\f 

et  au  plus  quatre.  On  arrive  ainsi  à  la  conclusion  qui  vient  d'être  énoncée  : 
par  un  point,  on  peut  mener  à  V ellipse  au  moins  deux  normales  et  au  plus 
quatre.  On  peut  d'ailleurs  discuter  complètement  cette  équation. 

309.  Discussion.  —  Supposons  que  x\  et  y^  soient  tous  deux  différents  de  zéro,  les  m 
contraires  étant  faciles  à  étudier,  et  désignons  par  f(m)  le  premier  membre  de  l'équation  (6) 
divisé  par  w*  : 

A'»)  =  {y,  -  "la:,)'  (i*  +£')_(«•-  by. 
La  fonction  f(m)  est  continue,  sauf  pour  m  =  0;  sa  dérivée, 

est  continue,  sauf  pour  m  =  0,  et  s'annule  pour  les  deux  valeurs  : 


m'  =  —  ,        m"  = 


Vx 


f[m)  est  positif  pour  m  =  rb  oo  et  pour  m  voisin  de  zéro,  négatif  pour  m  =r  ~^  :  pour  wi  =  n' 
ii  a  la  valeur  : 


•»i 


=  (v"'"^  +  'Mit  (  V  p)  6  V  ^  -  (»'  -*')'=  (v'^  +  'v  Wî)'  -  K  -  *v- 
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Il  en  nîsuUo  donc,  conformément  au  tableau  ci-contre  dressé  on  supposant  -^  >  0, 


X. 


m 

r{m) 

30 

m" 

0 

+ 

0 

0 

•*•. 

+ 

+  « 

A"») 


+ 

décroît 
f{m") 
croît 

+ 


décroît 


croît 

+ 


que  réquation  (6)  a  toujours  deux  racines  dis- 
tinctes, de  même  signe  que  -~ ,  l'une  plus  petite, 
l'autre  plus  grande  en  valeur  absolue  que  -^  ; 
et  qu'elle  a  zéro  ou  deux  autres  racines,  de  signe 
contraire  à  -^  et  séparées  par  m"  =  —  V/^-^, 

suivant  que  /\m")  est  positif  ou  négatif. 

Résolvons  donc  l'inégalité  de  condition  /'(m")<0, 
qui,  développée,  peut  être  écrite  : 


on  : 


ou  : 


vK 


{^{a*  —  b*)*  —  ^a*x*Y 


(8) 


Pour  cela,  nous  construisons  la  courbe  (F),  définie  par  l'équation  : 


y'== 


(?(«•  —  6V  —  i^a*J:*y 


ou  : 


y  = 


L*équation  ne  contenant  que  dès  puissances  paires  de  x  et  y,  la  courbe  est  symétrique 
par  rapport  aux  deux  axes,  et,  pour  la  construire,  il  suffit  de  se  limiter  aux  valeurs  positives 
de  j:  et  y. 

Pour  chaque  valeur  positive  de  x  il  n'y  a  qu'une  valeur  positive  de  y,  définie  sous  la 
COQ  di lion  : 

2      2  2 

—  —                      —                                 a*  —  b* 
a^x^  <  (a*  —  b*)^  ,        ou  :        x  <C , 

et  dont  les  deux  premières  dérivées  sont  : 

2 


y"='^~x    3   [(a«-.6«)8-a«a»J     ^ +j 
"'  '6     b 


"a  * 


[2        2.  JLl 


2      2t  1^ 

2 


1  L 

a  3  (a«  —  6»)  3 


i.  r  2        2  2nl      3      ±r  1        *  -InJ.  * 

a;8  l(a*--bY  —aJx^J^  bx^lia*— b*)^  ^a^x^h 

y'  est  donc  négatif  pour  ar  >  0,  et  y"  toujours  négatif. 

a*  —  6*                                            a*  —  6* 
Pour  X  =  0,  on  a  :  y  =  . ,  y'  =  œ,  et  pour  x  = ,  y  =  0,  y'  =  0  ; 

d'où  un  arc  de  courbe  CD  (fig.  177),  concave  vers  Oy,  partant  d'un  point  D  situé  sur  Oy,  où 
il  ost  tangent  à  Oy,  et  aboutissant  en  un  point  C  situé  sur  Ox,  où  il  est  tangent  à,  Ox. 

La  courbe  (D  est  formée  de  cet  arc  de  courbe  CD  et  des  arcs  de  courbe  CI)',  CD,  CD', 
symétriques  par  rapport  à  Ox,  Oy  et  0,  les  quatre  points  C,  C,  D.  D',  étant  donc  des  rebrous- 
s«'montâ  de  la  courbe.  Cette  courbe  est  appelée  développée  de  Vellipse. 

La  courbe  (D  étant  construite,  la  condition  (7)  exprime  que  l'ordonnée  du  pointS(a-,,  y,) 
est.  en  valeur  absolue,  plus  petite  que  l'ordonnée  du  point  de  (r)  ayant  môme  abscisse,  ou 
encore  que  S  esta  l'intérieur  de  (T). 

Donc, /?ar  un  point  S  intérieur  à  la  développée,  on  peut  mener  quatre  normales  à  Vellipse; 
par  un  point  S  extérieur  à  la  développée,  on  ne  peut  en  mener  que  deux  ;  par  un  point  S  de 
la  développée  (D,  on  peut  en  mener  trois,  dont  Vune  peut  être  considérée  comme  double. 
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On  remarquera  que,  dans  ce  dernier  cas,  le  coefficient  angulaire  des  deux  normales  con- 

^  I  a*y. 
fondues  est  :  m"  =  —  y  -tî^  ;  or,  en  nous  reportant  à  la  valeur  de  ty',  et  à  Téquation  do 

la  développée,  le  coeffîeicnt  angulaire  de  la  tangente  en  S  &  la  développée  (r)  est  : 


Fig.  177. 

Donc,  les  deua.'  normales  confondues  co'incidenf  avec  la  tangente  en  S  «  la  développée,  la 
développée  (F)  est  V enveloppe  des  normales  à  V ellipse. 


EXERCICES 


1.  Lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  dos  dislancos  à  doux  droilos  sécantes  est  constante. 

2.  Trouver  le  lieu  du  milieu  des  cordes  menées  par  un  môme  point  dans  une  ellipse. 

3.  Une  corde  d'un  cercle  se  meut  parallèlement  à  ello-môme  ;  par  les  extrémités  on  mène  des  droites  paral- 
lèles à  deux  directions  données  ;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  parallèles. 

4.  Une  corde  mobile  d'un  cercle  a  une  longrucur  couslanle  ;  par  les  extrémités,  ou  mène  des  droites  panî- 
lèles  à  deux  directions  données  ;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  parallèles. 

5.  Une  ellipse  tourne  autour  de  son  centre  ;  aux  pointi»  où  elle  coupe  une  droite  fixe,  on  mène  des  langent^ 
à  la  courbe  ;  trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces  tangentes. 

C.  Une  tangente  variable  rencontre  1ns  axes  d'une  ellipse  en  des  points  P  et  Q  ;  lieu  du  point  de  reneootrf 
des  parallèles  aux  axes  meuées  par  P  et  Q  {kreuzcwve). 

7.  Soit  M  un  point  d'une  ellipse  de  centre  0  ayant  pour  foyers  F, F'  ;  sur  la  normale  en  M,  on  prend,  dr 
part  et  d'autre  de  ce  point,  des  longueurs  MN  =  MN/  =  V^MF.  MF'.  Prouver  que  les  angles  MNF  et  ONF'  stMii 
égaux  ;  et  de  môme  pour  MN'F,  ON^F^,  (£\  LemotHf.) 


EXERCICKS  SUR  L'ELLIPSE  279 

8.  Ou  cousklôrc  uue  ellipse  et  une  tangente  (T)  ;  par  les  deux  foyers  on  |N!ut  mener  deux  cercles  langeiila 
à  (T).  Ilontrcr  que  Tangie  de  ces  deui  cercles  ne  change  pas  lorsqu'on  fait  varier  la  tangente  (T). 

9.  IJeu  des  points  d*oti  l'on  peut  mener  à  une  ellipse  (E)  des  tangentes  parallèles  à  deux  diamètres  conjuguas 
d'une  autre  ellipse  (¥J),  Kxaminer  le  cas  où  (E)  et  (E^)  coïncident.  Lieu  du  milieu  de  la  corde  de  contact. 

10.  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  une  ellipse  deux  tangentes  dont  les  bissectrices  ont  dos  directions 
(ioQQées. 

11.  Lieu  du  centre  de  gravité  du  fil  qui  sert  à  d/>crire  l'ellipse  d'un  mouvement  continu. 

12.  Si,  dans  une  ellipse,  deux  cordes  supplémentaires  variables  passent  par  les  extrémités  d'un  diamètre 
ik>nné,  et  que  par  un  point  fixe  pris  sur  l'ellipse  on  mène  des  parallèles  à  ces  cordes,  la  diagonale  libre  du 
parallélograrame  que  ces  parallèles  forment  avec  les  cordes  passe  par  un  |>oint  fixe. 

IMtemiiner  ce  point,  et  en  conclure  la  construction  d'une  ellipse  donnée  par  son  centre  ci  par  trois  points. 

{Picquet.) 

13.  Étant  donnés,  en  grandeur  et  en  position,  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse,  construire  deux  dia- 
mètres conjugués  de  la  même  ellipse  faisant  entre  eux  un  angle  donné. 

14.  Dans  une  ellipse,  le  lieu  du  point  de  rencontre  d'un  diamètre  variable  avee  la  perpendiculaire  abaissée 
d'un  point  fixe  S  sur  le  diamètre  conjugué  est  l'hyperbole  d'A|)ollonius  corres[)ondante  à  S. 

15.  Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  fixe  S,  le  lieu  du  point  M  tel  que  sa  polaire  soit  perpendiculaire  à 
la  droite  MS  est  l'hyperbole  d'Apollonius  correspondante  à  S. 

16.  Étant  donnés  une  ellipse  et  son  cercle  principal,  on  mène  les  normales  au  cercle  et  à  l'ellipse  aux 
points  situés  sur  une  même  perpendiculaire  au  grand  axe  ;  trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces  deux 
nor-uales. 

17.  La  portion  de  la  normale  à  l'ellipse,  comprise  entre  le  grand  axe  et  le  pied  de  cette  normale,  est  au  dia- 
mètre conjugué  de  celui  qui  passe  par  ce  point  dans  le  rapport  du  petit  axe  au  grand  axe. 

En  détiuire  la  construction  des  directions  des  axes  d'une  ellipse  dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués, 
en  grandeur  et  position. 

18.  Théorème  de  Joachimathal.  —  Le  cercle  qui  passe  par  les  pieds  de  trois  des  normales  à  une  ellipse, 
menées  d'un  point  S,  passe  aussi  par  le  point  M'  symétric|uo  \rfLr  rap|M>rt  au  centre  de  Tellipse  du  pied  M  de 
la  quatrième  normale. 

Montrer  que  ce  cercle  passe  par  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  l'ellipse  sur  la  tan- 
gente en  M'. 
(On  pourra  représenter  les  points  M,  M'  et  les  pieds  des  normales  par  leurs  angles  d'anomalie.) 

19.  Lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés  sont  normaux  à  une  ellipse. 

30.  Dans  une  ellipse,  trouver  le  lieu  du  milieu  des  cordes  normales  ;  le  lieu  du  p6le  de  ces  droites  par 
rapport  à  l'ellipse  ;  le  lieu  de  la  projection  du  centre  sur  ces  cordes. 

Déterminer  la  corde  normale  maximum  ou  minimum. 

31.  Trouver  la  courbe  (C).  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  une  ellipse  sous  un  angle  donné. 

Montrer  que  la  figure  inverse  de  (C)  par  rapport  au  centre  de  l'ellipse,  avec  une  puissance  d'inversion  conve- 
nablement choisie,  est  la  courbe  (C)  elle-même. 

22.  Dans  une  ellipse  donnée  on  inscrit  un  parallélogramme  ayant  pour  diagonales  deux  diamètres  conjugués 
quelconques  AA',  BB'.  Aux  sommets  de  ce  parallélogramme  on  mène  les  normales  à  l'ellipse  ;  elles  forment  un 
second  parallélogramme  MN  M 'N^ . 

1"  Démontrer  que  les  diagonales  de  chacun  des  deux  parallélogrammes  ABA^B',  MNM'N'  sont  respectivement 
peqN?ndiculaires  aux  côtés  de  l'autre. 

2*  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  parallélogrammes  MNM'N'  (juand  ou  fait  varier  les  diamètres  con- 
jugués. 

3*  Trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  diagonale  NX^  et  de  la  tangente  en  M  au  lieu  précédent. 

{École  Normale  Supérieure,  18G0.) 

23.  On  considère,  en  chaque  point  M  d'une  ellipse,  la  droite  (A)  symétrique  de  la  tangente  en  M  par  rapport 
aux  directions  des  axes  de  la  courbe. 

i*  É(|uation  de  (A)  en  fonction  de  son  coeRicient  angulaire. 

2*  Mener  les  droites  (A)  (|ui  passent  par  un  point  douné  S  du  plan.  Discuter. 

34.  On  considère  uue  ellipse  fixe  rapportée  à  ses  axes,  Ox  et  Oy,  et  deux  points  fixes  D  et  D'  sur  Oy,  tels  que 
l'on  ait  :  OD  =  OD'  ==  d,  puis  un  point  M  mobile  sur  l'ellipse. 

1"  1^  droite  DM  coupe  Ox  en  N  ;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  R  des  deux  droites  CM  et  D'N,  et 
construire  ia  tangente  (T)  en  ce  point  au  lieu  indiqué. 

i*  Trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  (T)  avec  la  polaire  de  R  par  rapport  à  l'ellipse. 

3*  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  parallèle  à  Qjr  menée  par  M  avec  la  parallèle  à  DM  menée 
par  D'.  (/.  Blaridin.) 


CHAPITRE  II 


HYPERBOLE 


310.  Équation  de  rhjrperbole.  —  Rappelons  que  Vhyperbole  est  le  lieu  des 
points  M  dont  la  différence  des  distances  a  deux  points  fixes  F,  F',  appelés 
foyers,  est  égale  h  une  constante,  2a.  On  a  trouvé  (n**  250)  que  cette  courbe, 
rapportée  à  la  droite  des  foyers  FF'  et  à  la  perpendiculaire  en  son  milieu  0, 
prises  pour  axes  Ox  et  Oy,  a  pour  équation  : 

(1)  fL  _  -^  _  1  =  0,       ou  :       b^x^  —  a V  —  «*&*  =  0, 

b  étant  une  longueur  définie,  en  fonction  de  la  distance  focale  2c  =  FF',  par 

la  relation 

62  =  a*  +  c\ 

Symétries.  —  Comme  Tellipse  (n°  276),  l'hyperbole  admet  comme  centre  et 
axes  de  symétrie,  Torigine  et  les  axes  de  coordonnées  ;  Taxe  Ox  est  appelé 
axe  focal  ;  Taxe  Oy,  a^xe  non  focal. 

Sommets.  —  L'équation  (i)  est  vérifiée  pour  y  =  0,  x  =:±  a,  mais  n'a 
aucune  solution  réelle  pour  a;  =  0.  L'hyperbole  a  donc  deux  sommets  A.  A 
situés  sur  Taxe  focal,  symétriques  par  rapport  au  centre,  leur  distance  étant 
AA'  ==  2a  ;  mais  elle  n'a  pas  de  sommet  sur  l'axe  non  focal.  En  écrivant 
l'équation  (1)  sous  la  forme  : 

b\x'  +  y*)  =  y^a^  +  b^)  +  a^b\ 

on  voit  que  ces  sommets  A,  A',  correspondant  à  y  =  0,  sont  les  points  de 
Vhyperbole  les  plus  rapprochés  du  centre  0. 

Il  en  résulte,  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse,  que  l'hyperbole  n'a  pas 
d'autres  symétries  que  celles  que  nous  venons  de  signaler. 

Pour  ces  raisons,  l'axo  focal  Ox  est  aussi  appelé  axe  transverse  ou  axe 
réel  de  l'hyperbole,  et  l'axe  non  focal  Oy,  axe  non  transverse  ou  axe  imagi- 
naire. 

Comme  la  longueur  b  intervient  aussi  bien  que  a  pour  définir  la  grandeur 
de  l'hyperbole,  on  envisage  toujours,  pour  la  représenter  et  par  analogie  avec 
l'ellipse,  les  deux  points  B,  B'  placés  sur  l'axe  non  transverse,  de  part  et 
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fraulre  du  centre,  à  une  distance  de  ce  centre  égale  h  b;  on  appelle  ces  deux 
points  extrémités  de  Vaxe  imaginaire,  et  la  distance  BB'  =  26,  longueur 
de  Vaxe  imaginaire,  la  distance  AA'  =  âa  étant  la  longueur  de  Vaxe  réel.  Il 
faut  avoir  soin,  chaque  fois  que  Ton  emploie  Tune  ou  Tautre  de  ces  deux 
expressions,  de  Oîien  préciser 
s'il  s'agit  de  Va^e  transverse  ^ 
ou  de  Vaxe  non  transverse. 

Forme  de  la  courbe.  Asymp- 
totes. —  Si,  en  vertu  des  symé- 
tries, on  envisage  seulement 
les  valeurs  positives  de  x  et 
de  y  vériDant  Téquation  (1), 
on  trouve,  en  fonction  de  x, 
une  seule  vajeur  de  y  : 

*    j r 


définie  pour  a;  ^  a;  ses  déri- 
vées y',  y"  sont  : 


Fig.  178. 


, b         x  ,, b   V       1  X'         I  b^ 


a^ 


«  ^(a^'-a^f 

y'  est  positif  pour  a;  >  a,  et  y"  négatif.  Pour  x  =  a,  on  a  :  y  =  0,  y'  =  oc, 
et  pour  x  =  -\-cc,y="¥-  oo.  L'hyperbole  est  donc  formée  (fig.  178)  d'un 
premier  arc  illimité  Az,  concave  vers  Oy^,  et  des  arcs  \Zi,  A'z'u  Mz',  symé- 
triques par  rapport  à  Ox,  Oy  et  0  ;  elle  se  compose  de  deux  branches  infinies 
convexes  zAzx,  z'A'z'u  dont  les  tangentes  en  A  et  A'  sont  parallèles  à  Oy. 

y         b    yjx^  —  a*  .  b 


D'autre  part,  -^—  =  — 
^     '  X         a 


X 


tend  vers  —  pour  a;  =  4-  oc,  et  la  diffé- 


rence : 


h  b   //-; .  \  b 

y 0?  =  —  (  va?*  —  a^  —  x\  =  — 

^        a  a  \  /        û 


—  a^ 


V/a?*  —  ai^  +  x 


tend  vers  zéro,  pour  a:  =  -H  oc,  en  restant  négatif  ;  par  suite,  l'arc  Az  est 

b 

asymptote  à  une  droite  OC,  issue  de  0,  de  coefficient  angulaire  —  ,  passant 

a 

donc  par  le  sommet  G  du  rectangle  construit  sur  OA,  OB  comme  côtés;  et  cet 
arc  \z  est  placé  au-dessous  de  son  asymptote.  Donc,  en  vertu  des  symétries, 
l'hyperbole  a  deux  asymptotes  : 


y  =  —  X,        y  = X, 

if       a  ^  a 


qui  sont  les  diagonales  du  rectangle  formé  parles  parallèles  aux  axes  menées 
par  les  extrémités  de  ces  deux  axes;  l'une  de  ses  branches  iA^i  est  placée 
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dans  l'un  des  angles  COCi  de  ces  asymptotes,  et  l'autre  -s'A':;'i  dans  Tangle 
opposé  par  le  sommet  COr/j. 

311.  Hyperbole équilaière. — On  ditqu'une  l'hyperbole  est  e^mïatér^loi'sque 
ses  asymptotes  sont  rectangulaires.  C'est  donc  une  hyperbole  dont  les  asymp- 
totes sont  les  bissectrices  des  angles  des  axes,  ou  encore  dont  les  deux  axeti 
ont  des  longueurs  égales  :  a  =  b.  Rapportée  à  ses  axes,  elle  a  pour  équation  : 

a;2  —  2/^  =  a\ 

312.  Coordonnées  d'un  point  de  Thyperbole  en  fonction  d'un  paramètre.  — 

L'équation  de  l'hyperbole  ne  conduit  pas  immédiatement,  comme  celle  de 
l'ellipse,  à  une  construction  géométrique  simple  de  la  courbe.  Nous  remarque- 
rons seulement  qu'on  peut  écrire  celte  équation  en  séparant  dans  un  membre 
une  somme  de  deux  carrés  : 


a" 

ou  : 

il  en  résulte  qu'à  tout  point  M(j7,  y)  de  l'hyperbole  correspond  un  angle  o  et 
un  seul,  défini  à  un  multiple  de  2tç  près,  et  inversement,  de  façon  que  l'on  ait  : 

ay  a 

—  =  sinc?,         -  =  coscp; 

ou  : 

a 

x= ,  y=Ôtgç. 

cos  ç  ^  °  ^ 

On  obtient  ainsi  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  de  Vhyperbole  en  fonc- 
tion de  l'angle  cp  ;  en  y  remplaçant  cos  cp  et  tg  <p  par  leurs  valeurs  en  fonction 

de  <  =  tg  -|- ,  on  obtient  ces  coordonnées  en  fonction  rationnelle  d'un  para- 
mètre arbitaire  t  : 

1  +  /*  ,2/ 

formules  dont  on  remarquera  l'analogie  avec  les  formules  analogues  obtenues 
pour  l'ellipse  (n«  280). 


INTERSECTION  DE  L'HYPERBOLE  ET  D'UNE  DROITE.  DIAMÈTRES 

313.  —  Comme  dans  le  cas  de  l'ellipse  (n®  285),  étudier  rinlersection  de 
l'hyperbole  : 

avec  une  sécante  quelconque  (A)  : 

(2)  y  =  ma?  +  h, 
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revient  à  discuter  Véquation  aux  abscisses  des  points  d'intersection  : 

.^^     x^       (mx  +  hy      ,     ^  ,/i        mn      ,,    mh      A*      .     ^ 

Cette  équation  est,  en  général,  du  second  degré;  la  condition  de  réalilé  de 
ses  racines  est  : 


(4) 


(f  +  ^)(^— ^)-^'       «"=       A«-a»m'-6«; 


elle  s'abaisse  au  premier  degré,  au  plus,  pour  — j ^5-  =  0,  ou  :  m  =  ±  — ■ 

D'oïl  les  divers  cas  suivants  : 

i® a^m-  —  b^<0,  ou  : <m<  —  ;  la  droite  08,  parallèle  à  (A),  issue  du 

centre  0,  est  dans  l'angle  des  asymptotes  qui  contient  Vhyperbole  (fig.  179). 


Fig.  179. 


Fig.  180. 


Dans  ce  cas,  la  condition  (4)  est  vérifiée  quel  que  soit  A,  il  y  a  toujours  deux 
points  d^ intersection  réels  et  distincts. 

,  '    b 
^  a^m^  —  ô*  >  0,  ou  :  |m|  >  —  ;  la  direction  08  est  dans  V angle  des 

asymptotes  qui  ne  contient  pas  Vhyperbole  (fig.  180).  Dans  ce  cas,  la  condi- 
tion (4)  devient  :  |A|  ^  \Ja^m^  —  ¥\  la  sécante  (A),  se  déplaçant  parallèle- 
ment à  elle-même,  ne  coupe  l'hyperbole  en  deux  points  réels  et  distincts  que 
si  elle  est  placée  en  dehors  de  deux  positions  extrêmes  PT,  P'T',  symétriques 
par  rapport  au  centre  ;  elle  ne  la  coupe  pas,  ou  encore  la  coupe  en  deux 
points  imaginaires,  dans  le  cas  contraire. 

3**  ahn^  —  ô^  =  0,  ou  :  m  =  =t  •-•  ;  /a  sécante  (A)  est  parallèle  à  une  asymp- 

iote.  Dans  ce  cas,  l'équation  (3)  est  du  premier  degré  pour  A  i^O;  elle  conduit 
à  une  impossibilité  pour  A  =  0  ;  il  y  a  wn  seul  point  ^intersection  à  distance 
finie,  et  un  à  l'infini  (n*  23â),  excepté  si  la  sécante  est  asymptote;  dans  ce 
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dernier  cas  il  n'y  a  aucun  point  frintersection  à  distance  finie,  et  il  y  en  a 
deux  à  rinlini. 

314.  Tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée.  —  Celte  discussion  éta- 
blit que  Ton  peut  mener  à  Thyperbole  deux  tangentes  (Tj,  (T)  parallèles  à 
une  direction  donnée  05,  à  condition  que  celte  direction  soit  dans  Vangle 
des  asymptotes  qui  ne  contient  pas  Vhyperbole.  Ces  tangentes  sont  repré- 
sentées par  l'équation  :  

y  =  mx  ±  ^a^m-  —  b^ , 

m  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  donnée. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  particulier  où  la  direction  05  est  celle  d'une 
asymptote  (m  =±— j,  les  deux  droites  (T),  (T')  représentées  par  celle 

équation  se  confondent  avec  l'asymptote  elle-même. 

D'ailleurs,  cotte  asymptote  peut  être  considérée  comme  une  tangente,  dont 
le  point  de  contact  est  à  l'infini,  puisque  ses  deux  points  d'intersection  avec 
l'hyperbole  sont  confondus  et  rejetés  à  l'infini. 

315.  Diamètres  de  l'hyperbole.  Diamètres  singuliers.  —  On  peut  définir 
comme  dans  l'ellipse  (n°  287)  le  diamètre  conjugué  d'une  direction  quel- 
conque 8,  pourvu  que  ce  ne  soit  pas  celle  d'une  asymptote.  Le  même  calcul 
établit  que  ce  diamètre  est  une  droite  (D),  d'équation  : 

b^ 

(o)  y  =  "1 —  X, 

m  étant  le  coefficient  angulaire  de  S. 
Si  5  est  parallèle  k  une  asymptote  (m  =  ±:  — 1 ,  la  définition  ne  s'applique 

plus,  puisqu'une  parallèle  à  8  ne  coupe  l'hyperbole  qu'en  un  seul  point  à 
distance  finie.  Mais  l'équation  (o)  représente  encore  une  droite  qui  est  pré- 

cisément  l'asymptote,  car  on  a  dans  ce  cas  :  m  =  — ,—  ,  ou  :  m-  =  ~  .  Pour 
^  a  lïh  a 

cette  raison,  on  regarde  une  asymptote  comme  un  diamètre  particulier,  que 
Ton  appelle  diamètre  singulier,  dont  la  particularité  est  d'être  parallèle  à  sa 
direction  conjuguée. 

Avec  cette  convention,  on  peut  donc  établir,  comme  au  n*  287,  qu'à  toute 
direction  8  correspond  un  diamètre  conjugué  (D),  qui  est  une  droite  issue  du 
centre  et,  réciproquement,  que  toute  droite  issue  du  centime  est  un  diamètre. 

316.  Diamètres  conjugués.  Diamètres  réels  ;  diamètres  imaginaires.  — Cela 
posé,  on  établit,  comme  au  n**  289,  l'existence  de  diamètres  conjugués  et  la 
relation  entre  les  coefficients  nngulaires  m,  m'  de  deux  diamètres  conju- 
gués (D),  (DO  : 

(6)  mm'  =  —7. 
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Mais  ici,  il  y  a  lieu  de  faire  la  discussion  suivante  : 

4®  Si  la  direction  ô  est  dans  l'angle  des  asymptotes  qui  contient  l'hyper- 
bole hm]  <  —  J  (fig.  179),  le  diamètre  conjugué  (Dj  ne  coupe  pas  l'hyper- 
bole, sans  quoi  il  y  aurait  des  cordes  parallèles  h  8  dont  les  deux  extrémités 
seraient  confondues  avec  leur  milieu.  Pour  colle  raison  (D)  est  appelé  dia- 
mètre imaginaire. 

2*  Si  la  direction  8  est  dans  l'autre  angle  des  asymptotes  (|w|>  -)  (fig.  180), 

il  y  a  deux  tangentes  PT,  FT'  parallèles  à  8  ;  et  le  diamètre  conjugué  (D)  coupe 
Vkyperhole  en  deux  points  P,  P',  points  de  contact  de  ces  tangentes.  Pour 
cette  raison,  (D)  est  appelé  diamètre  réel,  et  P,  P'  extrémités  de  ce  diamètre. 
D*oîi  la  conséquence  suivante  : 

Théorème.  —  Un  système  de  diamètres  conjugués  comprend  toujours  un 
diamètre  réel  et  un  diamètre  imaginaire. 

Car,  dans  le  premier  cas,  le  diamètre  (D'),  parallèle  à  ô,  coupe  l'hyperbole 
en  deux  points  réels  ;  dans  le  second,  il  ne  la  coupe  pas,  étant  placé  entre  les 
deux  positions  limites  PT,  PT'. 

Par  exemple^  les  deux  axes  de  l'hyperbole  forment  un  système  de  diamètres 
conjugués;  l'un  est  réel,  l'autre  imaginaire. 

317.  Position  dedeux  diamètres  conjugués.  Variation  de  leur  angle  (fig.  181). 
—  D'après  la  relation  (6),  m  et  m'  sont  de  môme  signe;  donc  :  deux  diamètres 
conjugués  (Dj,  (I)')  sont  placés 
dans  un  même  angle  des  axes.        \^*  ^  /  ^  C 

Puis,  m  et  m'  sont  l'un  plus 
grand,  l'autre  plus  petit,  en 

valeur  absolue,  que  —  ;  donc  : 

deux  diamètres  conjugués  (D), 
(ly)  sont  placés  dans  des  angles 
différents  des  asymptotes;  ce 
qui  établit  de  nouveau  que  l'un 
est  réel,  l'autre  imaginaire. 

Enfin,  m  et  m',  pris  en  va- 
leur absolue,  varient  en  sens 
contraire  :  les  deux  diamètres 
conjugués  (D),  (1)')  se  déplacent 
en  sens  contraire-,  en  particulier,  si  le  diamèlre  réel  (D)  décrit,  de  OCi  vers 
OC,  l'angle  dOC  des  asymptotes  qui  contient  l'hyperbole,  lo  diamèlre  ima- 
ginaire (]>)  décrit  en  sens  contraire,  de  0C\  vers  OC,  l'autre  angle  des 
asymptotes  CAOC.  L'angle  (1),  I)')  de  ces  diamètres  décroît  donc  d'une  ma- 
nière continue  de  deux  droits  à  zéro;  par  suite,  l'angle  aigu  de  deux  dia- 
mètres conjugués  est  égal  k  un  droit  dans  le  cas  des  deux  axes,  à  zéro  dans 
le  cas  de  deux  diamètres  confondus  avec  une  asymptote  ;  il  n'a  pas  d'autres 


Fig.  181. 
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limites  et  passe  deux  fois  par  une  valeur  quelconque  donnée,  les  deux  posi- 
tions correspondant  h  cette  valeur  étant  évidemment  symétriques  par  rapport 
aux  axes. 

318.  Équation  de  rhyperbole  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués.  —  On 

peut,  en  coordonnées  obliques,  rapporter  l'hyperbole  à  deux  diamètres  con- 
jugués (non  singuliers),  le  diamètre  réel  pris  pour  axe  Oo;,  le  diamètre  ima- 
ginaire pour  axe  Oy  (fig.  182).  Comme  pour  l'ellipse  (n®  291),  on  montrera 
que  l'équation  de  l'hyperbole  est  alors  de  la  forme  : 

Ax'-  -+-  Cy^  +  F  =  0. 

Puis,  si  Ton  désigne  par  2a'  =  AA'  la  longueur  comprise  entre  les  extré- 
mités du  diamètre  réel,  on  aura  : 

F 
Aa'*  +  F  =  0,      ou:      A  = n- 

D'autre  part,    le   diamètre  Oy    (x  =  0)    étant  imaginaire,   l'équation 

F 

(]yi  _|_  F  =  0  n*a  pas  de  racines  réelles,  ce  qui  exige  que  jr  soit  positif.  On 

peut  donc  poser  : 

F  F 

—  =  b^\      ou  :      G  =  -^  , 

b'  étant  une  longueur  déterminée.  L'équation  de  l'hyperbole  est  donc,  après 

division  par  le  facteur  —  F  : 

319.  Applications.  —  Lon- 
gueur, extrémités,  carré  d'un 
diamètre  imaginaire.  —  Cons- 
tatons d'abord  que  cette  équa- 
tion a  la  même  forme  que  celle 
de  l'hyperbole  rapportée  à  ses 
axes  et,  par  conséquent,  se 
prête  aux  mômes  applications. 
En  particulier,  on  peut  en- 
Y\g,  482.  core    définir  la  grandeur  de 

rhyperbole  par  les  extrémités 
.\,  A'  du  diamètre  réel  Ox,  et  par  deux  points  B,B'  situés  sur  le  diamètre  ima- 
ginaire Oy,  de  part  et  d'autre  du  centre,  à  une  distance  de  ce  centre  égale  à  ^': 
ces  deux  points  sont  appelés  extrémités  du  diamètre  imaginaire,  et  leur  dis- 
tance BB'  =  26',  longueur  du  diamètre  imaginaire. 

Enfin,  par  analogie  avec  l'ellipse,  la  quantité  positive  a'*  est  appelée  carré 
du  demi-diamèti'e  réel,  et  la  quantité  négative  —  b'^,  ca7*ré  du  demi-diamètre 
iynaginaire. 
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On  peut  d'ailleurs  transformer  la  définition  des  extrémités  d'un  diamètre 
imaginaire.  En  effet,  comme  pour  l'hyperbole  rapportée  à  ses  axes,  les  deux 
asymptotes  ont  pour  équations  : 


y  =  '^x, 


y  =  — 


a' 


X, 


Ce  sont  les  diagonales  du  parallélogramme  CCiC'C/  formé  en  menant  par  les 
extrémités  de  chacun  des  deux  diamètres  conjugués  Ox,  Oy,  des  parallèles  à 
l'autre  (fig.  182);  il  en  résulte  que  les  extrémités  B,B'  d'un  diamètre  imagi- 
naire sont  les  sommets  opposés  dun  parallélogramme  dont  les  dettx  autres 
sommets  sont  les  extrémités  du  diamèlre  réel  conjugué,  et  les  côtés  paral- 
lèles aux  asymptotes. 

Ceci  posé,  on  poursuivra  l'étude  de  l'hyperbole  rapportée  à  deux  diamètres 
conjugués  comme  celle  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  axes.  On  pourra,  par 
exemple,  établir  le  môme  théorème  que  pour  l'ellipse  (n®292),  en  remarquant 
que  le  produit  constant  AT.  AT=:  b^^  est  ici  positif  (fig,  182). 

Notons  enfin  que  la  théorie  des  cordes  supplémentaires  (n®  293)  s'applique 
sans  modification  à  l'hyperbole. 
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On  appelle  hyperbole  conju- 


320.  Hyperboles  conjuguées.  —  Définition. 
guée  d'une  hyperbole  (H)  le  lieu 
des    extrémités    des    diamètres 
imaginaires  de  (H). 

Montrons  que  ce  lieu  est  bien 
une  autre  hyperbole  (H'),  et  qu'il 
y  a  réciprocité  entre  (H)  et  (IF). 
Soit  en  effet  : 

r  1  )     — ^  —  \  =  0 


l'équation    de  (H)    rapportée    à 

ses    axes  ou  a  deux  diamètres 

conjugués,    et   soient  P(a;i,  yi), 

V'\ —  Xi,  —  yi),   les  extrémités 

opposées    d'un     diamètre     réel  pjg  483 

(fig.  183).  Les  parallèles  menées 

par  P  et  P'  à  deux  asymptotes  distinctes  ont  pour  équations  : 

y  —  yi  =  — — (ip  —  ooi),      y  +  yi  =  -(x  +  Xi)  ; 


elles  se  coupent  en  un  poflnt  {i(x,y),  dont  on  obtient  les  coordonnés  en 
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ajoutant  et  retranchant  leurs  équations  membre  à  membre.  On  trouve  : 

(2)  y  =  —  x,,       a;  =  y  î/i  ; 

et  on  en  déduit,  inversement,  les  coordonnées  Xi,  yi  de  P  en  fonction  de  celles 
deQ: 

(20  Xi=-^y,        y,  =  —x. 

Or,  le  point  P  décrivant  l'hyperbole  (H),  on  a  : 

■^ 6r-l=0,      dou:       .^--  —  -1=0, 


ou  : 

a'       h 


équation  qui  définit  le  lieu  du  point  0,  et  qui  représente  encore  une  hyper- 
bole (H'),  rapportée  k  ses  axes,  ayant  mêmes  asymptotes  que  (H)  (tîg.  183). 

La  réciprocité  entre  ces  hyperboles  (H)  et  (H')  résulte  de  ce  qu'elles  ont 
mômes  asymptotes.  En  effet,  P  et  P'  sont  bien  les  sommets  opposés  d'un  paral- 
lélogramme ayant  deux  autres  sommets  opposés  Q,  Q'  sur  (H'),  et  ses  côtés 
parallèles  aux  asymptotes  de  (II^- 

321.  Formules  de  Chasles.  —  Les  formules  (2)  ou  (2')  donnent  immédiate- 
ment les  coordonnées  x,  y  de  l'extrémité  Qd'un  diamètre  imaginaire  en  fonc- 
tion des  coordonnées  Xi,  yi  de  l'extrémité  P  du  diamètre  conjugué  réel,  ou 
inversement.  Ce  sont  les  formules  de  Chasles  dans  le  cas  de  l'hyperbole. 

322.  Théorèmes  d'Apollonius.  —  1**  La  différence  des  carrés  des  demi-lon- 
gueurs de  deux  diamètres  conjugués  de  V hyperbole  est  constante  et  égale  à 
la  différence  des  carrés  des  demi-longueurs  des  axes. 

2°  La  surface  du  parallélogramme  construit  sur  deux  demi-diamètres  con- 
jugués comme  côtés  est  constante  et  égale  à  la  surface  du  rectangle  cens- 
ti^it  sur  les  demi-axes. 

La  démonstration  de  ces  théorèmes  est  la  môme  que  pour  l'ellipse  (n*296). 

Expression  analytique.  —  En  désignant  par  ô  l'angle  (aigu  ou  obtus)  de 
deux  diamètres  conjugués,  les  relations  obtenues  sont  : 

a'»  —  6'^  =  a=*  —  b\        a'b'  sin  9  =  ab. 

Remauque.  —  Remarquons  que  —  b-  ci  —  b'^  sont  ce  que  nous  avons  appelé 
les  carrés  du  demi-axo  imaginaire  et  du  demi-diamètre  imaginaire.  On  peut 
donc  énoncer  le  premier  théorème  d'Apollonius,  dans  des  termes  identiques 
pour  l'ellipse  et  l'hyperbole,  de  la  manière  suivante  :  la  somme  algébrique 
des  can*és  de  deux  demi-diamètres  conjugués  est  constante  et  égale  à  la 
somme  algébrique  des  carrés  des  deux  demi-axes. 


0  # 
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323.  Diamètres  conjugués  égaux.  —  Théorème.  —  Vhyperbole  équilalère  est  la  seule 
hyperbole  ayant  des  diamètres  conjugués  égaux:  et  tous  ses  diamètres  conjugués  sont  égaux. 

En  effet,  la  condition  a'  =  b'  peut  être  écrite  :  a'*  —  6'*  =  0,  ou,  d'après  le  premier  théorème 
d'Apollonius  :  a"  —  6*  =  0. 

Elle  est  vérifiée,  quel  que  soit  le  système  do  diamètres  conjugués,  dans  le  cas  particulier 
d'une  hyperbole  équilatère  (a  =  b)\  elle  no  l'est  jamais,  dans  tout  autre  cas. 

Corollaire.  —  Véquation  de  VhyperboU  équitatère»  rapportée  à  deux  diatnètres  conjugués 
quelconques^  est  : 

X*  —  y*  —  a'*  =  0. 
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324.  Théorème.  —  Deiix  diamètres  conjugués  quelconques  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  asymptotes. 

Car,  l'hyperbole  étant  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués  quelconques^ 

b'         b' 
les  asymptotes  ont  des  coefficients  angulaires  opposés -y, ^(n®87). 

C.\s  PAATicuLiER.  —  Dans  l'hyperbole  équilatère^  deux  diamètres  conju- 
gués quelconques  sont  symétriques  par  rapport  aux  asymptotes. 

Car  les  asymptotes,  étant  rectangulaires  et  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  diamètres,  sont  les  bissectrices  des  angles  de  ces  diamètres. 

325.  THKORèME.  —  Une  sécante  quelconque,  non  parallèle  à  une  asymptote, 
détermine  ^  dans  V hyperbole  et  dans  le  système  de  ses  deux  asymptotes, 
deux  cordes  qui  ont  le  même  milieu. 

Soit,  en  effet,  (A)  une  sécante  rencontrant  l'hyperbole  en  M  et  M',  les  asym- 
totes  enPetPWiig.  184). 


Fig.  184. 

Le  milieu  m  de  MM'  est  sur  le  diamètre  (D),  conjugué  de  la  sécante  (A). 
Soit,  d'autre  part,  (D')  le  diamètre  conjugué  de  (D)  ;  il  est  parallèle  à  (A), 
et  conjugué  harmonique  de  (D)  par  rapport  aux  asymptotes;  le  milieu  de  PP' 
est  donc  sur  (D)  (n®  87),  c'est-à-dire  en  m.  ^'  0-  l"'.  D. 

Corollaire.  —  La  portion  d'une  tangente  comprise  entre  les  asymptotes 
est  partagée  par  le  point  de  contact  en  deux  parties  égales. 

TftiCMt  ET  Thybaut.  Géomélric  analjliquc.  '^ 
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Car,  dans  ce  cas,  les  extrémités  M,  M'  et  le  milieu  m  de  la  corde  MM'  sont 
confondus  avec  le  point  de  contact  A  de  la  tangente  (fig.  184). 

326.  Théorème.  —  Les  deux  segments  portés  sur  une  sécante,  ayant  leur 
origine  en  un  même  point  de  Vhyperbole  et  leurs  extrémités  sur  les  asymp- 
totes, ont  un  produit  égal  au  carré  du  demi-diamètre^  réel  ou  imaginaire^ 
parallèle  à  cette  sécante. 

En  effet,  rapportons  Thyperbole  îi  deux  diamètres  conjugués  Ox,  Oy  dont 
l'un,  Oy,  est  parallèle  à  la  sécante  (A)  (Tig.  184).  L'équation  de  l'hyperbole 
est  alors  : 


(1)  f-+f-^  =  »' 

avec  A  =  a'^,  B  =  —  b'^,  si  Ox  est  le  diamètre  réel,  et  A  =  —  a'*,  B  =  fr'',  si 
Ox  est  le  diamètre  imaginaire.  Dans  tous  les  cas,  les  deux  asymptotes  ont 

pour  équations  :  y  =—7-  a;,  y  = ;■  a:,  ou  : 

(2)  y  =  x\—-j-,  y=  —  x\—-^. 

Soit  M(Xo,  2/0)  un  point  d'intersection  de  l'hyperbole  avec  la  sécante  (A). 
Celle-ci,  étant  parallèle  à  Oy,  a  pour  équation  jj  =  a;©;  les  ordonnées  de  P,  P, 
données  par  les  équations  (2),  sont  donc  : 

mP  =  iPo  Y -r,        mF  =  —  Xo\ r\ 

et  l'on  a  : 


d'où  : 


îxMP'  =  y;-a;j(--^)=B(^  +  -|-)  =  B, 


le  point  M(a:o.  2/©)  étant  sur  l'hyperbole.  CO-F-*^- 

327.  Équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes.  —  Si,  en  coor- 
données obliques,  on  prend  pour  axes  les  asymptotes  de  l'hyperbole, 
rrqucition  de  la  courbe  est  du  second  degré  en  a;  et  y  ;  elle  n'a  que  des  termP'^ 
de  degré  pair,  l'origine  étant  centre  (n**  268);  d'autre  part,  si  l'ensemble 
de  ses  termes  du  second  degré  est  Ax'  +  2Ba?y  +  Cy*,  l'équation  du  faisceau 
des  directions  asymptotiques,  Ajc-  -{-  2Bxy  +  Cy-  =  0,  est  vérifiée  pour 
07  ==  0,  et  pour  y  =  0  (n°  227).  On  a  donc  :  C  =  0,  A  =  0,  et  l'équation  de  la 

courbe  est  : 

F 
2Ba;y  +  F  =  0,        ou:        a;y  =  — 7^^; 
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F 

OÙ  Ton  peut  supposer  que  le  terme  constant  —  ^^  est  positif,  sans  quoi  il  suf- 

fîrait  de  'changer  a;  en  —  x,  c'est-à-dire  de  renverser  le  sens  de  l'axe  Ox. 
L'équation    cherchée    est    donc    :  y 


Déterminons  la  constante  k  en 
fonction  des  longueurs  ^a,  ib  des 
axes.  Pour  cela,  remarquons  que 
Taxe  Iransverse  est  la  première  bis- 
sectrice {y=  x)  (fig.  185).  L'un  des 
sommets  A  de  l'hyperbole  a  donc 
ses  deux  coordonnées  égales  à  k  ; 
la  tangente  en  ce  sommet,  paral- 
lèle à  la  seconde  bissectrice,  ren- 
contre l'asymptote  Ox,  en  un  point 
C,  d'abscisse  OC  =  ^k.  On  a  donc, 
dans  le  triangle  rectangle  OAC  : 


oc'  =  OA*  4  AC^ 


d'oïl  : 


ou  : 

__  \/a'  +  b' 


Fig.  185. 

W  =  a'  +  b\ 


k  = 


2 


L'équation  obtenue  conduit  aux  deux  conséquences  suivantes. 

328.  TfiBORKUB.  —  La  tangente  à  Vhyperbole  for/ne  avec  les  deus  asymptotes  un  triangle  de 
surface  constante. 

Soit,  en  effet,  OPQ  le  triangle  formé  par  les  asymptotes  et  la  tangente  en  un  point  M(i-,  y 
f  tig.  185).  On  sait  que  M  est  le  milieu  de  PQ  (n»  3*25)  ;  on  a  donc  :  ÔP  =  2a;,  ÔQ  =  2y,  et  la  sur- 
face du  triangle  OPQ  est  : 

1 
S  =  -^  OP.  OQ.  sin  2a  =  2a;y  sin  2a  =  U*  sin  2a, 

a  L'tant  le  demi-angle  des  asymptotes. 
En  fonction  de  a,  6,  on  a  :  tg  a  =  — ,  et 


a*4-b* 
S=-±-X 


a 


i+^ 


j  =  ab. 


a' 


Reuarque.  —  Ce  Ihi'orème  n'est  autre  (jue  le  second  théorème  d'Apollonius.  En  effet,  soît 
ON  le  demi-diamètre  imaginaire  conjugué  de  OM  ;  la  tangente  MP  étant  parallèle  à  ON,  le 
quadrilalêrc  OMPN  est  un  parallélogramme  (n«  319)  construit  sur  deuv  demi-diamètres 
«•onjugués  OM.  ON  ;  son  aire,  étant  égale  à  celle  du  triangle  OPQ.  est  bien  constante  et 
t.'jk'ale  à.  aà. 

329.  TiiKonÈME.  —  Si  un  parallélogramme  a  deux  sommets  opposés  sur 
r hyperbole,  et  ses  côtés  parallèles  aux  asymptotes,  la  diagonale  qui  joint  les 
deux  autres  sommets  passe  par  le  centre  de  Vhyperbole. 

Soient,  en  effet,  l\{Xu  y,)  et  N(a:2,  y^  deux  points  quelconques  de  Thyper- 
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bole  (fig.  186).  Les  deux  autres  sommets  du  parallélogramme  formé  par  les 
parallèles  aux  asymptotes  menées  par  M  et  N  sont  P{Xi,  j/i)  et  Q(a;i,  y*)  ;  la 

y. 


Fig.  186. 

diagonale  PQ  de  ce  parallélogramme  passe  par  le  centre  0^  car  on  a,  M  et  N 
étant  sur  l'hyperbole  : 

«Z/2  *^l 


OU  :         a^ij/i  =  XiPi  =  k^. 


330.  GonstructioiiB  géométriques  sur  lliyperbole.  —  Nous  allons  appliquer  les  propriétés 
précédentes  à  la  solution  géométiique  de  problèmes  concernant  une  hyperbole  définie  par  ses 
deux  asymptotes  OC,  0C|  et  un  point  A. 

Le  cas  d'une  hyperbole  définie  par  ses  deux  axes  A.\',  BB',  en  grandeur  et  en  position,  t-as 
analogue  à  celui  de  l'ellipse,  se  ramène  immédiatement  au  précédent,  car  on  connaît  alors  les 
deux  asymptotes  OC,  OC,  de  l'hyperbole,  diagonales  des  rectangles  construits  sur  les  dtMui- 
axes,  et  un  point  A  de  Thyperboîe.  Il  en  serait  de  même,  en  remplaçant  ces  rectangles  par 
des  parallélogrammes,  pour  une  hyperbole  définie  par  deux  diamètres  conjuguétt  en  gran- 
deur et  en  position. 

Problèub  I.  —  Construire  un  point  de  V hyperbole  et  la  tangente  en  ce  point  (fig.  187).  — 
Menons  par  A  une  sécante  quelconque  i*encontrant  les  asymptotes  P  et  P,  (ou  en  Q  et  Q,)  :  on 
sait  (n*  325)^  que  celle  sécante  i-encontre  l'hyperbole  en  un  second  point  M  (ou  N),  tel  qu«î 
p^M  = —  PA,  ces  deux  segments  étant  symétriques  par  rapport  au  milieu  de  PP,.  On  cons- 
truira donc  le  point  M  (ou  N)  en  portant  sur  la  sécante  :  Î\M  =  AP  (ou  Q,N  =  ÂQ)« 


Fig.  187. 


Fig.  188. 


Pour  avoir  ensuite  la  tangente  en  ce  point  M,  la  question  revient  à  mener  une  droite  n-n- 
lontrant  les  asymptotes  en  deux  points T,T,  symétriques  par  rapport  à  M  (n«  325). On  y  arrtvf 
immédiatement,  en  menant  par  M  (fig.  188)  deux  parallèles  aux  asymptotes  rencontrad 
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Tune  OC  en  m,  lautreOCt  en  m,.  Les  points  m,  m^  sont  nécessairement  les  milieux  dos  côtés 
OT,  OT4  du  triangle  OTT,  ;  la  tangente  cherchée  est  donc  la  parallèle  &  mm,  menée  par  M. 

331.  Problème  II.  —  Construire  les  points  d'intersection  (Tune  droite  et  de  l'hyperbole. 

Soit  la  sécante  (A),  et  supposons  d'abord  qu'elle  ne  soit  parallèle  à.  aucune  des  deux 
asymptotes,  auquel  cas  elle  les  rencontre  en  Q  et  Q,  (fîg.  489  et  190). 

Menons  par  le  point  A  la  parallèle  à  (A),  qui  rencontre  les  asymptotes  en  P  et  P^,  et  soit  M 
l'un  des  points  cherchés.  On  sait  (n*  326)  que  : 

5îqxmq;=âpxâïï„ 

ces  deux  produits  étant  égaux  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  A  (A)  ;  on  connaît  donc 
le  produit  des  deux  segments  inconnus  MQ,  MQ^. 

De  là  deux  cas  à  distinguer  : 

!•  ÂFxÂPi  >  0  :  (A)  est  parallèle  à  un  diamètre  réel,  ou  encore  A  une  direction  située 
dans  l'angle  des  asymptotes  qui  contient  l'hyperbole  (fig.  189).  Alors,  MQ  X  MQ,  devant  être 
positif,  M  sera  extérieur  au  segment  QQ,,  et,  en  valeur  absolue, la  diiïérence  des  longueurs  MQ, 
MQ,  est  QQ,.  On  est  ainsi  ramené  à  construire  deux  longueurs  connaissant  leur  différence  et 
leur  produit» 


(A) 


Fig.  189. 

On  construit  d'abord  la  moyenne" proportionnelle  AR  entre  AP  et  AP„  en  décrivant  une 
circonférence  passant  par  PP,,  et  en  lui  menant  par  A  une  tangente,  dont  le  point  de  contact 
est  R  ;  puis,  sur  QQ,  comme  diamètre,  on  décrit  une  circonférence,  et  l'on  mène  par  Q  une 
perpendiculaire  à  QQ,  de  longueur  QS  =  AR  ;  on  sait  que  les  longueurs  cherchées  MQ,  MQ, 
sont  égales  aux  distances  de  S  aux  extrémités  du  diamètre  passant  par  S  ;  le  point  M  cherché 
est  donc  à  l'intersection  de  (A)  avec  une  circonférence  concentrique  menée  par  S;  on  obtient 
ainsi  deux  solutions  M  et  M',  et  toujours  deux,  ce  qui  est  bien  conforme  à  l'hypothèse  (n«  343), 

2«»liÏPXÂPi  <0  :  (A)  est  parallèle  à  un  diamètre  imaginaire^  ou  encore  à  une  direction 
située  dans  l'angle  des  asymptotes  qui  ne  contient  pas  l'hyperbole  (fig.  190).  Alors,  MQxÂÎQi 
dovant  être  négatif,  M  doit  être  placé  entre  Q  et  Q,.  et,  en  valeur  absolue,  la  somme  des  deux 
longueurs  MQ,  MQ,  est  QQ,.  On  est  ainsi  ramené  à  construire  deux  longueurs  connaissant  leur 
somme  et  leur  produit. 

On  construit  d'abord  la  moyenne  proportionnelle  AR  entre  AP  et  AP„  en  décrivant  sur  PP, 
comme  diamètre  une  demi-circonférence,  et  en  menant  par  A  une  corde  AR  de  cette  demi- 
i-irconférence,  perpendiculaire  à  PP,.  Puis,  sur  QQ,  comme  diaiiièlro,  on  décrit  une  autre 
demi- circonférence  et  l'on  mène  par  Q  une  perpendiculaire  à  QQ,  de  longueur  QS  =  AR  ; 
par  S  on  mène  une  parallèle  à  QQ„  qui  rencontre  cette  circonférence  en  N  et  N';  les  longueui^ 
cherchées  MQ  et  MQ,  sont  égales  à  SN  et  SN'  :  il  y  a  donc  deux  solutions  M  et  M',  qui  sont  les 
projections  de  N  et  N'  sur  QQ,. 

Ici,  la  construction  donne,  suivant  la  position  de  (A),  deux  ou  zéro  solutions,  ce  qui  est 
encore  conforme  A  l'hypothèse  (a?  313). 
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3«  Supposons  enfin  la  sécante  (A)  parallèle  à  une  asymptote^  OC,  par  cxeraple  (fig.  191) 
Dans  ce  cas,  si  M  est  un  point  cherché,  considérons  le  parallélogramme  ayant  deux  somoieU 

opposés  A, M  sur  l'hyperbole,  et  ses  côtés  parallilfs 
aux  asymptotes.  La  droite  (A)  est  l'un  des  côté:?  pas- 
sant par  M  de  ce  parallélogramme;  et  on  sait  cons- 
truire les  deux  côtés  passant  par  A.  On  connaît  donc 
Tun  des  deux  auti-es  sommets,  P,  de  ce  parallëio- 
gramme;  or,  la  diagonale  passant  par  P  passe  aussi 
par  le  centre  0  (n«>  329)  ;  on  peut  donc  tracer  reWi* 
diagonale,  ce  qui  donne  le  dernier  sommet  Q  do 
parallélogramme,  et,  par  ce  point  Q.  mener  une  pa- 
rallèle à  Tautre  asymptote,  qui  est  le  dernier  rùti' 
du  parallélogramme,  et  qui  rencontre  (^)  au  point 
cherché  M. 

332.  Problème  III.  —  Mener  à  Vhyperbole  des  tan- 
Fig.  191.  g  en  tes  parallèles  à  une  direction  donnée. 

Soit  Oo  la  direction  donnée  menée  parle  centri?0 
(fig.  192).  D'abord  on  sait  que  les  points  de  contact  des  tangentes  cherchées  sont  situés  sor 
le  diamètre  conjugué  (D)  de  Oo  ;  on  construit  ce  diamètre  en  menant  une  parallèle  à  ()o,  qui 
coupe  les  asymptotes  en  P  et  I^  ;  (D)  est  la  droite  Op  qui  passe  par  le  milieu  p  de  PP,. 

Reste  àconsti-uire  les  extrémités  de  ce  diamètre  ;  pour  cela  on  mène  par  A  la  parallèle  à  (D.; 
celle-ci  coupe  les  asymptotes  en  deux  points  Q  et  Q,  qui  doivent  être  placés  d'un  ini^me 
côté  de  A  ;  enfin,  on  construit  AR,  moyenne  proportionnelle  entre  AQ  et  AQ,  :  et  on  |»r1i» 
sur  (D),  de  part  et  d'autre  de  0,  les  longueurs  OM,  OM'  égales  à  AR;  les  points  M,  M'  sont  les 
points  de  contact  des  tangentes  cherchées. 

Remarque.  —  Pour  compléter  ce  chapitre,  il  resterait  à  constiniire  les  tangentes  menées 
d'un  point  à  Vhyperbole.  Nous  apprendrons  plus  loin  (n"  338  et  436)  à  construire  uncdruit*^. 
appelée  po/aire  (ie  ce  point,  passant  par  leurs  points  de  contact;  on  est  alors  ramené  àron^- 
truire  les  points  d'intersection  de  cette  droite  et  de  l'hyperbole. 


Fig.  192. 


Fig.  193. 


333.  Problème  IV.  —  Construire,  en  grandeur  et  position,  les  axes  dune  hyperbole  dont 
on  connaît  deux  diamètres  conjugués,  en  grandeur  et  position. 

Soient  OP.  OQ  les  deux  demi-cliamètn*s  conjugués  donnés  (fig.  193),  OP  le  diamètre  nVl. 
OQ  le  diamètre  imaginaire.  D'abord,  on  aura  les  asymptotes,  en  construisant  les  diagonal('> 
issues  de  0  des  parallélogrammes  construits  sur  les  demi-diamètres  conjugués  donnas  : 
rhypcrbole  est  alors  définie  par  ses  deux  asymptotes  et  un  point  P. 

Les  axes  sont  alors  dirigés  suivant  les  bissectrices  0.r,  Oy  de  ces  asymptotes  ;  on  sait 
construire  leurs  longueurs  à  l'aide  des  constructions  précédentes. 
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334.  —  L'étude  des  tangentes  et  des  normales  à  l'hyperbole  est  identique- 
ment la  même  que  dans  le  cas  de  l'ellipse;  les  résultats  ne  diffèrent  que  par  le 
changement  de  b^  en  —  6*,  s'il  s'agit  des  axes,  de  6'*  en  —  6'^  s'il  s'agit  de 
deux  diamètres  conjugués.  Noua  n'en  reproduirons  donc  que  les  résultats, 
en  signalant  seulement  quelques  particularités  nouvelles  ;  mais  l'élève  fera 
bien  de  reprendre  directement  toute  la  théorie,  en  répétant  mot  à  mot  ce  que 
nous  avons  dit  pour  l'ellipse. 

Équation  de  la  tangente  en  un  point.  —  Soit  l'hyperbole  rapportée  à  ses 
axes  (ou  à  deux  diamètres  conjugués)  : 

La  tangente  en  un  point  M(Xo,  yo)  a  pour  équation  (n°  300)  : 

^  a^  b^ 

En  posant  (n*  312)  :  Xo  = ,  î/o  =  6  tz  o,  on  en  déduit  l'équation  de  la 

cos  9 

tangente  en  fonction  du  paramètre  o  : 

(S) -rtgç  —  1=0,      ou: •^ii\no  —  coso  =  0. 

a  cos  96°^  a        b        ^  ^ 

335.  Tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée.  —  Le  problème,  déjà 
discuté  plus  haut  (n**  314),  peut  avoir  deux  ou  zéro  solutions.  On  peut  les 
retrouver  par  la  méthode  du  n<^  301.  L'équation  : 

(4)  y  =  mx±  S/a-m^  —  b^ 

représente  les  deux  tangentes  parallèles  de  coefficient  angulaire  m. 

336.  Tangentes  menées  à  l'hyperbole  par  un  point  donné.  —  On  détermine 
les  tangentes  issues  d'un  point  donné  ^(x^,  yi),  soit  par  leurs  points  de 
contaci,  qui  sont  (n®  302)  à  l'intersection  de  l'hyperbole  avec  une  droite 
(carde  des  contacts)  d'équation  : 

a-  b^  ■ 

soit  par  leurs  coefficients  angulaires,  racines  de  l'équation  en  m  : 
(6)  m'{x\  —  a'-)  —  imxtyi  +  y\  +  b^  =  0. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  cette  équation  est  : 
a:îyî  —  (xl  —  a^)  (yî  +  b')  ^0,        ou  :        b'xj  —  aYi  —  a'-b'-  ^  0  ; 
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elle  est  vérifiée  si  S  est  au  centre  de  Thyperbole  (Xi  =  y^  =  0)  ;  les  points 
extérieurs  à  Thyperbole,  c'est-à-dire  d'où  Ton  peut  mener  a  la  courbe  deux 
tangentes  distinctes,  sont  donc  situés  par  rapport  à  l'hyperbole  dans  la  fnéme 
région  que  le  centre. 

337.  Application.  —  Lieu  des  points  d'oii  Von  peut  mener  à  l'hyperbole  deur  tangentes  rec- 
tangulaires. —  Ce  lieu,  repnîsenté  par  l'équalion  (n»  303)  : 

a'*  +  y*  =  a*—b\ 

est  un  cercle  concentrique  à  l'hyperbole  qui  n'existe  que  pour  a'^  b^  c'e^t-à-<lipe  si  l'angli- 
des  asymptotes  qui  contient  l'hyperbole  est  aigu  ;  il  se  réduit  à  un  point  pour  a  =  b,  dans 
le  cas  de  l'hyperbole  équilatère.  Dans  tout  autre  cas  il  n'y  a  aucun  point  d'où  l'on  puiiisc 
mener  deux  tangentes  rectangulaires. 

338.  Polaire  d'un  point.  —  On  définit,  comme  dans  l'ellipse  (n*  304),  la  polaire  du  point  S 
par  rapport  à  l'hyperbole,  et  on  établit  de  la  môme  mani«'*re  que  cette  polaire  est  une  droite, 
parallèle  au  diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  le  pôle. 

Si  le  diamètre  passant  par  S  n'est  pas  un  diamètre  singulier,  on  rapportera  l'hyperbole  à  ce 
diamètre  pris  pour  axe  Oy,  et  à  son  diamètre  conjugué  pris  pour  axe  Oo:;  son  équation  e»t 
alors  : 

a.'*        t/* 

où  A,  B  sont  les  carrés,  de  signes  contraires,  des  deux  demi-diamètres  conjugués  situés  sur 
Oor  et  Oy,  et  la  polaire  du  point  S{0,  h)  est  la  droite  parallèle  à  Oa-  : 

B 

Cette  méthode  ne  s'applique  plus  si  S  est  sur  une  asymptote.  Reprenons  les  calculs,  dans 
ce  cas.  en  rapportant  l'hyperbole  à  ses  asymptotes,  celle  qui  passe  par  S  étant  prise  pour 
axe  Oy  (tig.  194).  L'hyperbole  est  alors  défînic  par  son  équation  : 

(1)  xy^k*, 

et  le  point  S  par  son  ordonnée,  fi.  Soit  P(.r,,  y^)  un  point  quelconque  ;  la  droite  SP,  d'équa- 

Vi  —  h, 
tion   y  =  mx  -{-  h,  avec  m  =  • ,  coupe  l'hyperbole  en  deux  points  M,  M'  dont  los 

al)scisses  a',  a:"  sont  les  racines  de  réijuation  : 

a(mx-  -|-  '0  — ^**  =0,        ou  :        nhv*  -f  hx  —  k*  =  0  ; 

comme  au  n»  304,  la  condition  pour  que  S  et  P  soient  conjugués  est  alors  : 

Elle  exprime  que  l'abscisse  do  P  est  constante,  c'est-à-dire  que  la  polaire  de  S  est  encoro 
une  droite,.r  =  ~  ,  parallèle  au  diamètre  Oy  qui  passe  parle  pôle,  et  qui  est  à  lui-même 

son  diamètre  conjugué. 

Comme  dans  l'ellipse,  la  polaire  d'un  point  est  la  corde  des  contacts  des  tangentes  issues 
de  ce  point,  même  si  le  point  est  sur  une  asymptote  (fig.  194). 

339.  Position  relative  du  pôle  et  de  la  polaire.  —  Nous  avons  à  distinguer  plusieurs  cas. 

I.  Si  le  pôle  est  sur  un  diamètre  réel,  le  pôle  et  sa  polaire  sont  placés  comme  dans  leoa? 
de  l'ellipse  (n«  305). 

II.  Si  le  pôle  est  sur  un  diamètre  imaginaire,  d'extrémités  B,  B'  (fig.  195),  l'équation  de  la 
polaire  devient  alors  : 

y  =  — -jj-,      ou:      hy  =  —b'*. 
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ci  donne  une  relation  entre  les  ordonnées  h  et  y  du  pôle  et  de  la  polaire.  D'où,  comme  au 
ïi*  305.  les  conséquences  suivantes  : 

4«  Le  pâle  et  sa  polaire  sont  de  part  et  d'autre  du  centre. 

2»  L'un  est  placé  entre  les  extrémités  B,  B'  du  diamètre  passant  par  le  pôle,  Vautre  en 
dehors. 

3«  Le  pâle  et  la  polaire  se  déplacent  dans  le  même  sens. 


Fig.  194. 


Fig.  193. 


III.  8i  le  pâle  est  sur  une  asymptote  (fig.  194),  la  polaire  a  pour  équation  : 

a;  =  -r- ,        ou  :       lix  =  2k*, 

l'hyperbole  étant  rapportée  à  ses  asymptotes. 
Il  en  résulte  que  si  le  pôle  ou  la  polaire  se  rapproche  du  centre.  Vautre  s'en  éloigne. 

GoROLLAmE.  —  Toute  droite  a,  par  rapport  à  V hyperbole,  un  pôle  et  un  seul. 

En  pffet,tontc  droite  (A)  a  un  diamMre  conjugué  et  un  seul,  Oy,  singulier  ou  non  ;  le  pôle 
psl  sur  cette  droite  Oy,  et  son  ordonnée  h  est  déterminée,  suivant  les  cas,  par  l'une  ou 
l'antre  des  relations  : 

h  =  — ,        h  =  —  f 

y  X 

dans  laquelle  y  ou  x  est  donné. 
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340.  Éqnation  de  la  normale  en  un  point.  —  Soit  Thyperbole  (II),  rapportera 
h  ses  axes  : 


(1) 


a-        o- 


La  normale  en  un  point  M(j;o,  y»),  a  pour  équation  (n*  306)  : 


(2) 


h ": =  ^ 


OOr 


Pc 


341.  Normales  parallèles  à  une  direction  donnée.  —  Il  y  a  deux  normales  a 
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l'hyperbole,  parallèles  h  une  direction  de  coefficient  angulaire  m,  et  repn'- 
sentées  par  l'équation  (n**  307)  : 

(3)  y  =  mxzt  {a^  +  b^  j. . 

va*  —  o*m* 

Ces  deuK  normales  n'existent  que  sous  la  condition  : 


a 


\m\  <  "T"»         ou  : 


m 


b 


qui  exprime  que  la  direction  donnée  doit  être  comprise  dans  l'angle  de> 
normales  aux  asymptotes  contenant  Ox,  Cette  condition  résulte  d'ailleurs 
immédiatement  de  celle  qui  a  été  trouvée  dans  le  problème  des  tangentes 
parallèles  à  une  direction  donnée  (n*  314). 

342.  Normales  à  Ihyperbole  par  un  point  donné.  —  On  peut  d'abord 
déterminer  les  normales  issues  d'un  point  donné  S(a?i,  y^)  en  cherchant  les 
pieds  de  ces  normales  ;  comme  au  n**  308,  on  trouve  qu'ils  sont  à  l'intersec- 
tion de  l'hyperbole  avec  une  hyperbole  équilatère,  appelée  hyperbole  d Apol- 
lonius (fig.  196),  d'équation  : 

b^yxX 


(S) 


a\x  —  xJl_       bHy  —  yQ   ^  ^ 


X 


y 


ou:       y  = 


(a*  +  b^)x  —  û-Xi' 


laquelle  passe  par  les  points  0  et  S,  et  a  pour  asymptotes  les  droites  parallèles 


Fig.  196. 


a'j?! 


^V. 


aux  axes  :  x  =  ^   .  * ,  .^  >  y  =    >  _/jf  Nous  pouvons  vérifier  ici  que  celte 
courbe  est  bien  une  hyperbole  équilatère,  car,  en  transportant  l'origine  au 

/  d'X  bhi  \ 

point  de  rencontre  de  ses  asymptotes,  lx=    ^  i_/2  +  X,     y^=   a  7.Vi+  ^) 


son  équation  devient  : 


XY  = 


a^b-Xiyi 
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c'est  bien  celle  d'une  hyperbole  équilatère  rapportée  à  ses  asymptotes 
{no  327). 

On  peut  aussi  déterminer  les  normales  issues  de  S(Xi,  yx)  par  leurs  coeffi- 
cients angulaires,  racines  de  l'équation  en  m  : 

(6j  (y,  —  niXiY  (a»  --  b'hn^)  —  (a*  +  ô^)^^^  ==  0, 

équation  du  quatrième  degré  dont  le  premier  membre  est  négatif  pour 
wi  =  —  et  w  =  ±:  00,  positif  pour  m  =  0.  Donc  :  par  un  point  on  peut 
mener  à  une  hyperbole  au  moins  deux  normales,  et,  au  plus  quatre. 


343.  —  On  peut  d'ailleurs  discuter  cette  équation  par  la  nitUhode  suivie  au  n"  309,  et 
est  conduit  à  construire  une  courbe  (D,  appelée  développée  de  l'hyperbole  dë([uation  : 


on 


,        (^^^^-V(a'+6r)' 


r  = 


Cest  une  courbe  (fig.  197)  symétrique  par  rapport  à  Oa-,  0.y  et  0.  ayant  sur  Oa-  deux 

±  —-^ —  ,  0  ]  dont  les  tangentes  sont  Ox\  et  formée  de 


Fig.  197. 

quatre  arcs  convexes  illimités  CD,  CD,,  Gïi\  Ci'ïi\,  affectant  la  forme  de  branches  parabo- 
liques dont  les  directions  asymptotiques  sont  perpendiculaires  aux  asymptotes  de  l'hyper- 
bole. 

On  vérifie,  comme  au  n»  309,  que  cette  courbe  est  l'enveloppe  des  normales  à  l'hyperbole, 
et,  en  désignant  par  régions  intérieures  à  cette  développée  les  parties  du  plan  comprises 
dans  les  deux  angles  curvilignes  DGD,,  D'G'D',,  on  arrive  à  dos  conclusions  qui  s'énoncent 
comme  celles  du  n»  309  : 

Par  un  point  intérieur  à  la  développée^  on  peut  mener  quatre  normales  à  V hyperbole;  par 
un  point  extérieur,  on  peut  en  mener  deux,  et  par  un  point  de  la  développée,  on  peut  en 
mener  irais  dont  une  est  double. 
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EXERCICES 

1.  Lieu  du  sommet  d'un  triangle  dont  la  base  est  fixe  et  dont  la  différence  des  angrles  à  la  base  e«t  corn- 
tante. 

2.  Lieu  du  sommet  M  d'un  triangle  dont  la  base  est  fiie.  les  bissectrices  de  l'angle  M  du  triangle  arant  des 
directions  données. 

3.  On  donne  un  point  fixe  et  une  droite  fixe  ;  un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  sommet 
placé  au  point  fixe  ;  trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  les  côtés  de  l'angle 
et  la  droite  fixe. 

4.  Par  les  extrémités  d'une  diagonale  d'un  rectangle  donné  on  fait  passer  une  circonférence  variable,  trouver 
le  lieu  des  extrémités  des  diamètres   parallèles  à  la  seconde  diagonale. 

5.  Dans  toute  hyperbole  équilatère,  le  centre,  le  milieu  d'une  corde  PQ,  l'une  de  ses  extrémités.  P,  et  le  pied 
de  la  perpendiculaire  menée  par  l'antre  extrémité  Q  sur  la  tangente  en  P  à  la  courbe  sont  sur  une  môme  eir- 
conférence. 

En  déduire  la  construction  d'une  hyperbole  équilatère  dont  on  donne  le  centre,  une  tangente  et  on  point. 

{Picquet.) 

6.  Un  triangle  variable  est  inscrit  dans  une  hyperbole  ;  deux  de  ses  côtés  ont  des  directions  fixes  :  trooTter 
le  lieu  du  milieu  du  troisième  côté. 

7.  Les  points  do  contact  des  tangrontes  menées  à  rhyperl>ole  par  un  point  extérieur  S  sont  sur  la  même 
branche  ou  sur  des  branches  difTérenles  suivant  que  le  diamètre  qui  passe  par  S  est  réel  ou  imaginaire. 

8.  Lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  formé  par  deux  demi-diamètres  conjugués  varialiles 
d'une  hyperbole. 

9.  Les  perpendiculaires  élevées  sur  les  côtés  d'un  triangle  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatère  aux  point» 
où  ces  côtés  rencontrent  une  asymptote  sont  concourantes.  (A.  Cazaman.) 

10.  Construire  une  hyperbole,  connaissant  : 
1*  une  asymptote  et  trois  points  ; 

2**  une  asymptote,  deux  points  et  la  tangente  en  un  de  ces  points  ; 

30  une  asymptote,  la  direction  de  l'autre,  et  deux  poiuts  ; 

4°  une  asymptote,  la  direction  do  l'autre,  un  point  et  la  tangente  en  ce  point  ; 

5*>  les  directions  asymplotiques  et  trois  points; 

6°  les  directions  asymplotiques,  deux  points,  et  la  tangente  en  un  de  ces  points. 

11.  Les  droites  qui  joignent  un  point  variable  d'une  hyperbole  à  deux  points  fixes  de  la  courbe  interceptent 
sur  chaque  asymptote  des  longueurs  constantes. 

12.  Toute  corde  d'une  hyperbole  divise  eu  deux  parties  égales  la  portion  de  l'une  ou  l'autre  asymptote  com- 
prise entre  les  tangentes  à  ses  deux  extrémités. 

13.  Par  un  sommet  d'une  hyperbole  on  mène  dos  parallèles  aux  asymptotes  ;  elles  rencontrent  aux  points  T 
et  T'  une  sécante  quelconque  issue  du  centre  C.  Si  l'on  désigne  par  P  l'un  des  points  de  rencontre  de  cette 
sécante  et  de  l'hyperbole,  vérifier  que  l'on  a  :  CP*  =  CT.  CT^.  {Genèse.) 

14.  Une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  un  svstônie  de  diamètres  conjugués  communs,  en  grandeur  et  en  dîrer- 
tion  :  trouver  io   lieu  des  i>ôles,  par  rapport  à  l'une  des  courbes,  des  tangentes  à  l'autre. 

15.  On  considère  une  hyperbole  é(]uilatère  fixe  et  une  infinité  de  cercles  concentriques  à  cette  courba.  A 
chacun  des  cercles  on  mène  des  tangentes  qui  soient,  en  môme  temps,  normales  à  l'hyperbole.  On  prend  le 
milieu  de  la  distance  qui  sépare  le  i>oint  de  contact,  avec  le  cercle  variable,  du  {X)int  d'incidence  sur  l'hvpfT- 
bole  fixe.  On  demande  le  lieu  décrit  par  ce  milieu. 

Si  l'équation  du  lieu  se  préseule  sous  forme  irrationnelle,  on  devra  la  rendre  rationnelle. 

{École  Polytechnique^  1876.) 

16.  Résoudre  les  problèmes  !),  tO,  13,  li,  15,  18,  1!).  20  et  21  du  chapitre  premier  (Liv.  FV)  en  rcmplaenal 
l'ellipse  par  une  hyperbole. 


CHAPITRE  ill 


PARABOLE 


344.  Équation  de  la  parabole.  —  Rappelons  que  la  parabole  est  le  lieu  des 
points  équidistants  d*un  point  F,  appelé  foyer,  et  d'une  droite  (D),  appelée 
directrice  (fîg.  198).  En  choisissant  pour  axe  Oj;  la  perpendiculaire  VD  abais- 
sée de  F  sur  (D),  prise  dans  le  sens  DF,  et 
pour  axe  Oy,  la  parallèle  à  (D)  menée  par 
le  milieu  de  FD,  on  a  trouvé  (n*  251)  que 
cette  courbe  a  pour  équation  : 

(;l)  y'^=ipx, 

p  désignant  la  distance  FD,  appelée  para- 
mètre de  la  parabole. 

Axe  de  symétrie.  Sommet.  —  L'équation 
(i)  ne  contient  que  des  puissances  paires 
de  y;  la  parabole  admet  donc  0^  pour 
axe  de  symétrie.  Or,  pour  y  =^  0,  l'équa- 
tion (1)  donne  x  =  0;  la  parabole  a  donc 
sur  cet  axe,  un  sommet,  0. 

Fig.  198. 

Forme  de  la  courbe.  —  En  étudiant  seu- 
lement, en  vertu  de  la  symétrie,  les  valeurs  positives  de  y  vérifiant  l'équa- 
tion (1),  on  trouve,  en  fonction  de  x,  une  seule  valeur  : 

(2)  y  =  V^âjôx, 

définie  pour  a;  ^  0  ;  ses  dérivées  y',  y"  sont  : 

P      —i/'p'  n  "^  \.I~P    — _l.v/~ 


2/'  = 


^ipx 


et,  pour  a;  >  0,  la  première  est  positive,  la  seconde  négative.  Pour  a;  =:  0,  on 
a  y  =  0,  î^  =  00  ;  pour  a:  =  -f-  oo,  y  =  -|-  oc  ;  la  parabole  est  donc  formée 
(fîg.  198)  d'un  arc  illimité  OR,  concave  vers  Oy',  et  de  l'arc  symétrique  OR'; 
c'est  une  courbe  convexe  ayant  deux  branches  inlinies;  sa  tangente  en  0 
est  Oy. 
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On  a  vu  (n**  151)  que  cette  courbe  n'a  qu'une  seule  direction  asymptotique 
Oy,  mais  pas  d'asymptote. 

Remarque.  —  La  symélriepar  rapport  à  Oj-  esl  la  seule  symétrie  de  la  parabole  ;  en  cffoi. 
la  courbe  no  pout  avoir  «lo  contro,  car  ou  bien  ce  contre  ne  serait  pas  sur  Ox,  et  alors  elle 
aurait  un  soctmd  centre,  symétrique  du  premier  par  rapport  à  Oj-,  ce  qui  est  impossible 
(n"  271):  ou  bien  ce  centre  serait  sur  Ojc  et  distinct  de  0,  et  alors  elle  aurait  sur  Or  un 
second  sommet,  distinci  de  ()  :  ou  enfin  ce  centre  serait  en  ().  et  alors  la  courbe  ne  jKmrrait 
avoir  un  seul  arc  convexe  passant  en  0. 

Elle  ne  peut  avoir  d'autre  axe  de  symétrie,  car.  n'ayant  qu'une  direction  asymptotique  Ojt. 
ou  bicnc(»t  axe  s(»rait  perpendiculaire  àOa-,  et  alors  son  intei-section  avec  Ojl-  serait  un  centre, 
ou  bien  il  serait  parallèle  à  0.r.  ce  «jui  est  impossible  (n«  271). 

345.  Coordonnées  d'un  point  de  la  parabole  en  fonction  d'un  paramètre.  — 

La  construction  de  y,  donné  par  la  formule  (â),  permettrait  de  construire  la 
parabole  point  par  point.  Nous  reviendrons  plus  loin  jur  cette  construction 
géométrique  (n°  3ol  )  ;  signalons  seulement  que  l'équation  (1)  donne  pour  x 
une  expression  rationnelle  en  y  : 

y' 

X  = 


ce  qui  permet  de  dire  que  les  deux  coordonnées  x,  y  d'un  point  de  la  para- 
bole s  expriment  rationnellement  en  fonction  du  paramètre  y. 


INTERSECTION  DE  LA  PARABOLE  ET  D'UNE  DROITE.  DIAMÈTRES 

346.  —  Soit  la  parabole, 

(1)  y'=^ipx, 

et  une  sécante  quelconque  (A)  : 

(2)  y  =  mx-+'  h, 

V équation  aux  abscisses  de  leurs  points  d'intersection  est  : 

(3)  {mx  +  hy  —  ^px  =  0,      ou  :      m^x^  —  %x{p  —  mh)  +  A^  =  0. 

En  général,  elle  est  du  second  degré,  et  la  condition  de  réalité  de  ses 
racines  est  : 

(4)  ip  —  mh)"  —  m:^h:^  ^0,        ou  :        p  —  'imh  ^  0  ; 

■ 

elle  s'abaisse  au  premier  degré  pour  m  =  0.  De  là  les  deux  cas  suivants  : 

1**  m  =7^  0  :  (A)  n'est  pas  parallèle  à  Vaxe  de  la  parabole.  Dans  cette  hypo- 
thèse, la  sécante  (A),  se  déplaçant  parallèlement  à  elle-même,  coupe  la  parabole 

en  deux  points  réels  et  distincts,  si  elle  est  placée  du  côté  de  Ox  par  rapport 

p 
h  une  position  limite  (Tj  dont  l'ordonnée  à  l'origine  est  ^ — ;  elle  ne  la  coupe 

pas,  ou  encore  la  coupe  en  deux  points  imaginaires,  dans  le  cas  contraire, 
2°  m  =  0  :  (A)  est  parallèle  à  Vaxe;  l'équation  (3)  a  toujours  une  racine  et 
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A* 

une  seule  :  x  =  -g—  :  il  y  a  wn  point  d'intersection  à  distance  finie  et  un  à 
l'infini  (n«  232). 

347.  Tangente  parallèle  à  une  direction  donnée.  —  De  là  résulte  que, 
excepté  seulement  pour  la  direction  de  Vaxe,  on  peut  mener  à  la  parabole 
une  tangente  et  une  seule  (T),  parallèle  à  une  direction  donnée  ;  cette  tan- 
gente a  pour  équation  : 

P 


y  =  mx  + 


2m' 


m  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  donnée.  Dans  le  cas  particulier 
de  w  =  00,  on  a  vu  (n°  344)  que  cette  tangente  est  Oy,  tangente  au  sommet 
de  la  parabole. 

348.  Diamètres  de  la  parabole.  —  TiiÉonÈME.  —  Les  diamètres  de  la  para- 
bole sont  des  droites  parallèles  à  l'axe  ;  réciproquement,  toute  parallèle 
à  Vaxe  est  un  diamètre. 

Car,  d'après  Téquation  (3),  la  sécante  (A)  coupe,  en  général,  la  parabole  en 

deux  points  réels  ou  imaginaires.  M,  M'  et  le  milieu  de  la  corde  MM'  a  pour 

coordonnées  : 

P—  mh  ^    1.        P 

x=- z — ,         y  =  mx -{- h  =  ■^--; 

m^  ^  '  m 

y  restant  constant  quand  h  varie,  le  diamètre  conjugué  de  la  direction  de 
coefficient  angulaire  m  est  donc  bien  la  droite  (D),  parallèle  h  Ox  : 

P 
^        m 

Réciproquement,  une  droite  (D)  parallèle  h  Ox,  y  =  h,  est  un  diamètre,  car 
on  peut  déterminer  m  par  la  condition 

P  P 

m  h 

En  particulier,  l'axe  Ox  est  le  diamètre  conjugué  des  cordes  parallèles  à  Oy. 

(Corollaire.  —  Le  point  de  contact  d'une  tangente  à  la  parabole  est  sur  le 
diamètre  conjugué  de  cette  tangente. 

Même  démonstration  qu'au  n"»  288. 

On  sait  d'ailleurs  que  tout  diamètre  (D)  coupe  la  parabole  en  un  point  et 
un  seul  (n**  346),  qui  est  donc  le  point  de  contact  de  la  tangente  parallèle  à  la 
direction  conjuguée  ;  on  l'appelle  extrémité  du  diamètre, 

ItEM.VRQUE.  —  D'après  ce  qui  précède  on  voit  que  toute  direction  a  un  dia- 
mètre conjugué,  excepté  la  direction  de  Vaxe,  car  il  n'y  a  pas  de  cordes 
parallèles  à  Taxe.  Par  suite,  il  n  existe  pas,  dans  la  parabole,  de  diamètres 
conjugués,  tout  diamètre  étant  parallèle  à  l'axe. 
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349.  Équation  de  la  parabole  rapportée  à  nn  diamètre  et  à  la  tangente  à 
Textrémité.  —  En  coordonnées  obliques,  on  peut  toujours  rapporter  la  para- 
bole h  un  diamètre  quelconque  (D),  pris  pour  axe  O'X,  et  à  la  tangente  (T;  à 
Textrémité  de  ce  diamètre  prise  pour  axe  O'Y  (fig.  199).  Pour  obtenir  l'équa- 
tion de  la  parabole  par  rapport  à  ces 
nouveaux  axes^  nous  ferons  une  trans- 
formation de  coordonnées. 

Par  rapport  à  son  axe  Ox  et  à  :fa 
tangente  au  sommet  Oy,  la  parabole  a 
pour  équation  : 

(1)  y^  —  ipx; 

la  nouvelle  origine  0'  est  définie  par 

ses  coordonnées  x^,  y©  qui  satisfont  à 

la  condition  :  y*  =ipXo;  Taxe  OX, 

parallèle  à  Ox,  a  pour  équation  f/  =  y^: 

le  coefficient  angulaire  m  de  Taxe  0^ 

est  défini  par  la  condition  (n*  348)  : 

P  P  3 

rzr  =  î/o,  on  :  in  =  —  ;  l'angle  6  des 

nouveaux  axes  est  donc  défini  par  la 


relation  :  tg  0  = 


Fig.  199. 


yc 


Cela  posé,  transportons  d'abord  les 
axes  Ox,  Oy,  en  amenant  l'origine  ea 
0';  les  formules  de  transformation  sont  (n*  45)  : 

x  =  Xo  +  x!,       y  =  yo  +  y', 

et  l'équation  de  la  parabole  devient  : 

(y'  +  yo)^  =  2/>(a/.4-Xo); 
ou,  0'(a?o,  yo)  étant  sur  la  parabole  : 

y"  -H  2yoy'  =  2pa;'. 

Ensuite,  changeons  l'axe  des  y,  en  passant  d'axes  rectangulaires  à  des  axes 
obliques  ;  les  formules  de  transformation  sont  (n°  47)  : 

a:'  =  X  +  Y  cos  9,        y'  =  Y  sin  ô  ; 

l'équation  de  la  parabole  devient  enfin  : 

Y^  sin2  0  +  2Yyo  sin  0  =  2pX  +  2Yp  cos  6, 

ou,  d'après  la  valeur  de  0  : 

{t)  Y^  sin=*  e  =  2/?X,        ou  :        Y^  —  2p'X, 
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en  posant  : 


P 


sin*  Ô  • 


350.  Applications.  —  L'ëquation  (2),  ayant  même  forme  que  Téquation  (1), 
se  prête  aux  mômes  applications  dans  les  questions  où  il  n'est  pas  essentiel 
de  supposer  les  coordonnées  rectangulaires. 

La  longueur  pf,  qui  figure  dans  cette  équation,  s'appelle  le  paramètre  au 
diamètre  de  la  parabole  ;  ce  paramètre  satisfait  à  la  condition  : 

p  sin*6  =p, 

ce  qui  montre  que  Texpression  p'  sin'  6,  laquelle  ne  dépend  que  du  diamètre 
de  la  parabole  et  de  sa  direction  conjuguée,  reste  constante  quand  le  diamètre 
varie. 
Cette  propriété  remplace  pour  la  parabole  les  théorèmes  d'Apollonius. 


351.  Constructions  géométriques  sur  la  parabole.  —  Nous  allons  appliquer  à  la  solu- 
tion graphique  dos  problèmes  concernant  la  parabole,  la  propriété  du  paramètre  au  diu' 
mètre,  ainsi  que  celle  de  la  sous-tangente;  celle-ci,  qui  a  été  démontrée  au  n»  163,  s'ap- 
plique, que  les  coordonnées  soient  rec- 
tangulaires ou  obliques,  à  Taxe  ou  à 
un  diamètre  quelconque. 

Dans  tout  ce  qui  suit  (fig.  200),  nous 
supposerons  la  parabole  définie  par  son 
sommet  0,  la  direction  et  le  sens  do 
son  axe  Qx,  et  son  paramètre  p,  ou. 
ce  qui  revient  au  même,  par  son  foyer 
F  et  sa  directrice  (D).  On  sait  que  la 
distance  de  F  à  (D)  est  FD  =  p,  que  le 
milieu  de  FD  est  le  sommet  0,  et  (]ue 
OF  est  l'axe. 

Phoblème  I.  —  Construire  le  diamètre 
conjugué  d'une  direction  donnée,  Veu- 
t rémité  de  ce  diamètre,  et  le  paramètre 
relatif  à  ce  diamètre  (flg.  200). 

Soit  F8  la  direction  donnée  menée  par 
le  foyer  F.  Désignons  par  m  son  coef- 
ficient angulaire,  la  parabole  étant  rap- 
portée à  l'axe  età  la  tangente  au  sommet. 

On  sait  que  le  diamètre  conjugué  de  o 
a  pour  équation  (n"  348)  : 

m      — /)' 


•^        m 


ou 


Fig.  200. 


1 


Or,  —  ^  est  le  coeflicient  angulaire  de  la  direction  perpendiculaire  à  o,  et  on  a  :  FD  =  —p. 

On  aura  donc  sur  la  directrice,  D/'=  y,  en  menant  par  F  la  perpendiculaire  à  8  qui  ren- 
contre la  directrice  en  f;  la  parallèle  fx'  à  Vaxe,  menée  par  f,  est  le  diamètre  cherché. 

Ensuite,  si  M  est  l'extrémité  de  ce  diamètre,  on  sait,  d'apri's  la  propriété  de  la  sous-tan- 
gente, que  la  tangente  en  M  rencontre  l'axe  en  un  point  T,  toi  que  le  milieu  de  MT  soit  sur 
la  tangente  au  sommetOy.  Ce  milieu  est  donc  en  H,  à  l'intersection  de  F/"  avec  Oy.  Cette  tan-' 
gente  étant  en  outre  parallèle  à  8,  on  mène  donc,  par  le  point  d'intersection  de  Ff  avec  la 
tangente  au  sommet,  la  parallèle  MT  à  o,  gui  rencontre  fx'  en  M,  extrémité  du  diamètre; 
la  tangente  en  ce  point  est  MT. 
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Enfln,/î',  paramètre  relatif  au  diamètre  fx\  satisfait  à  la  l'olation  : 

/j'  sin*  6  =  /),        avec  :        tg  6  =  m, 


ce  qui  donne  : 


1  +  "»'         ....         P'  _  P    I    P 


Or,  — £_-  est  éffal  à  l'abscisse  do  M  :  a  =  -^  =  -r ^  .  Donc,  le  demi-paramètre  au 

'itn*  âp  2p     m* 

diamètre  est  égal  à  la  longueur  /"M. 

On  remarquera  que  cette  construction  donne,  incidemment,  sous  la  forme  connue  en  Géo- 
métrie, la  solution  des  deux  questions  suivantes  : 

Problème  II.  —  Construire  uîi  point  de  la  parabole  et  la  tangente  en  ce  point. 
Probléue  m.  —  Mener  à  la  parabole  une  tangente  parallèle  à  une  direction  donnée. 

352.  Problème  IV.  —  Construire  les  points  d*inter section  d'une  droite  et  d'une  parabolf. 

Soit  (A)  la  droite  donnée;  si  elle  est  parallèle  à  l'axe,  c'est  un  diamètre,  et  on  est  ramen*: 
au  problème  I . 

Dans  le  cas  contraire,  on  construira,  comme  au  problème  I.  le  diamètre  conjugué  de  iï, 
fx\  son  extrémité  M,  et  le  paramètre  p'  =  2/'M  relatif  à  ce  diamètre.  Soit  Q  l'intersection 
de  ce  diamètre  avec  (A).  On  sait  que,  par  rapport  au  diamètre  fx'  et  à  la  tangente  en  M. 
l'ordonnée  y  de  chacun  des  points  cherchés  P  et  P'  satisfait  à  la  condition  y-  =  tp'x. 

On  prendra  donc  S,  symétrique  de  Q  par  rapport  à  M  :  dans  le  sens  fxy  on  portera  surfj 
la  longueur  QR  =  2/*M  =  p'.  et  on  construira  la  moyenne  proportionnelle  entre  QR  =  p'  ei 
QS  =  ±Xt  en  décrivant,  par  exemple,  la  demi-circonférence  de  diamètre  QS;  en  portant  cetle 
inoyenne  proportionnelle  sur  (A) ,  de  part  et  d'autre  de  Q,  on  trouve  en  P  et  P'  les  points  cherchés. 

La  construction  n'est  légitime  que  si  Q  se  trouve  par  rapport  à  M  du  côté  de  Ox.  Dans  le 
cas  contraire,  il  n'y  a  pas  de  solution. 

On  remarquera,  d'après  la  propriété  de  la  sous-tangente,  que  les  tangentes  en  P  el  P' 
sont  SP  et  SP'. 

Problème  V.  —  Mener  par  un  point  des  tangentes  à  la  parabole. 

Soit  S  le  point  donné:  on  peut,  comme  dans  le  problème  I,  mener  le  diamètre  passant  par 
S, /x',  construire  sa  direction  conjuguée^  F8.  perpendiculaire  sur  F f^  puis  son  extrémiiéyi, 
et  le  paramètre  p'  =  2/'M  relatif  à  ce  diamètre.  Cela  étant,  soit  Q  le  symétrique  de  S  par 
rapport  à  M,  et  (A)  la  parallèle  à  ô  menée  par  Q.  On  est  ramené  à  construire  les  points  d'in- 
tersection P,  P'  de  (A)  avec  la  parabole.  Les  tangentes  cherchées  sontSP,  SP'. 

Le  problème  n'a  de  solutions  que  si  S  se  trouve  par  rapport  à  M  du  côté  opposé  à  Oj'. 
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353.  Équation  de  la  tangente  en  un  point.  —  Soit  la  parabole  (P)  rapportée 
h  son  axe  et  h  sa  tangente  au  sommet  (ou  à  un  diamètre  et  à  la  tangente  à 
Textrémité)  : 

(1)  y-  —  ipx  =  0. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  M(a?o»  y»' 
de  la  courbe  est  (n^  211)  :  —    ^.       =  -^,  et  l'équation  de  cette  tangente  est  ; 

—î/o        yo 
y  —  yo  =  ^(x—Xo),     ou:      yyo  — px  —  yl  + px^^^y 

ou  enfin,  en  remplaçant  Xo  par  sa  valeur  en  fonction  de  y^,  Xç,  =  -^^,  ^e 
qui  exprime  que  le  point  ^i{Xo,  y^  est  sur  la  parabole  (1)  :  '^^ 

(2)  yyo=^px  +  ^\ 
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et  cette  équation  représente  une  tangente  à  la  parabole,  quel  que  soit  le  para- 
mètre y^. 

354.  Tangente  parallèle  à  une  direction  donnée.  —  En  désignant  par  m  le 
coeflicient  angulaire  de  cette  tangente,  on  a  : 

P  P 

m=.-,        ou:        yo  =  -> 

et  son  équation  devient  : 

p 
(3)  y  «  mx  + 


2m 


On  retrouve  ainsi  l'équation,  déjà  obtenue  (n^  347),  de  la  tangente  h  la  pa- 
rabole en  fonction  de  son  coefficient  angulaire. 

355.  Tangentes  à  la  parabole  menées  par  un  point  donné.  —  Soit  un  point 
(Jonné  ^(Xi,  Vi)'  On  peut  déterminer  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  la 
parabole  en  exprimant  qu'il  est  situé  sur  la  droite  représentée,  soit  par 
réquation  (2),  soit  par  l'équation  (3). 

On  définit  ainsi  les  tangentes  cherchées,  soit  par  les  ordonnées  de  leurs 
points  de  contact,  racines  de  l'équation  en  2/0  ' 

(i)  Vl  —  2yiyo  +  ipXi  =  0, 

soit  par  leurs  coefficients,  angulaires,  racines  de  l'équation  en  m  . 
(3')  2xim»  —  iyitn  +  p  =  0  ; 

ces  deux  équations  sont  d'ailleurs  transformées  l'une  de  l'autre  par  la  rela- 

P 
lion  :  m  =  — .  Elles  sont  du  second  degré,  et  la  condition  de  réalité  de 

Vo 

leurs  racines  est,  pour  chacune  d'elles  : 

i-t)  Vl  —  ^pxi  ^  0. 

Cette  condition  est  satisfaite  si  le  point  ^(Xi,  y^  est  sur  Oa?'(yi  =  0,  a;i<0). 
Par  conséquent,  pour  qu'on  puisse  mener  de  S  des  tangentes  à  la  parabole,  il 
faut  et  il  suffit  qu'il  soit  par  rapport  à  la  courbe  dans  la  région  qui  contient 
i)jf.  S'il  en  est  ainsi,  on  peut  mener  de  ce  point  deux  tangentes  distinctes,  et 
Ton  dit  qu'il  est  extérieur  à  la  parabole  ;  dans  le  cas  contraire,  on  n'en  peut 
mener  aucune,  et  le  point  est  dit  intérieur  à  la  parabole  ;  enfin,  si  le  point 
est  situé  sur  la  parabole,  on  peut  en  mener  deux  qui  se  confondent  avec  la 
tangente  en  ce  point. 

356.  Application.  —  Lieu  des  points  d*oU  Von  peut  mener  à  la  parabole  deux  tangentes 

rectangulaires,   —  Les  tangentes    issues  de  S(a'«,  y^  sont  l'ectangulairos  sous  la  condi- 

P 
tion  mm'  =  —  i,  m  ot  m'  étant  les  racines  de  l'équation  (3'),  ou  :  J—  =  —  1,  ou  enfin  : 

P  ^^ 

X,  =  —  v  • 


l 


•        —  _    • 
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Le  lieu  cherché  est  donc  la  parallèle  à  Oy  : 

P 


2 


On  reconnaît  la  directrice  de  la  parabole. 


357.  Polaire  d'un  point  par  rapport  à  la  parabole.  —  La  polaire  d'un  point  S  éUnt 
définie  comme  dans  le  cas  deTellipsc  (n«  304),  on  peut  la  déterminer  en  rapportant  la  para- 
bole au  diamètre  passant  par  S  pris  pour  axe  Oy,  et  à  la  tangente  à  l'extrémité  0  de  ce 
diamètre  prise  pour  axe  Oa'(fig.  201).  La  parabole  est  alors  définie  par  son  équation  (n"  M9): 

x^  =  2p'y, 

et  le  point  S  par  son  ordonnée  h.  Soit  P(a\,  yj  un  point  quelconque  ;  la  droite  SP  a  pour  équa- 
tion :  y  =  mx  +  /i,  avec  m  =  -^^—^ '\  ses  points  d'intersection  M,  M' avec  la  parabole  sont 

A", 

définis  par  leurs  abscisses  x\  x'\  racines  de  l'équation  : 

X*  —  1p\mx  +  A)  =  0, 

et.  pour  les  mêmes  raisons  qu'au  n»  304,  la  condition  pour  que  S  et  P  soient  conjugués  est 

1   m        h  —  y. 


X,   ""  2  \  x'  +  a;"  /  ~        2    /i  ""     thx,     ' 


ou  : 


y,  =  —  /i. 


Fig.  201. 

Ce  dernier  résultat  montre  que  la  polaire  de  S  est  une  droite,  y  =  -—  /t,  parallèle  à  la  direc- 
tion conjuguée  Ox  du  diamètre  qui  passe  par  ce  point. 
On  en  déduit,  comme  pour  l'ellipse  (n"  304,  305),  les  conséquences  suivantes  : 

Théorème.  —  La  polaire  d'un  point  est  la  corde  des  contacts  des  tangentes  issues  de  ce 
point. 

Théorème.  —  I^  pâle  et  Vintersection  de  la  polaire  avec  son  diamètre  conjugué  sonl  symé 
triques  par  rapport  à  Vextrémité  de  ce  diamètre. 

Cette  proposition  définit  la  position  relative  du  pôle  et  de  sa  polaire.  C'est,  sous  une  forme 
nouvelle,  la  proposition  déjà  établie  sur  la  sous-tangente  à  la  parabole  (n«  463). 

Corollaire.  —  Toute  droite,  qui  n'est  pas  un  diamètre,  a  un  pôle  et  un  seul  à  distancf 
finie. 


NORMALES  A  LA  f>A{lAfiOLE  dOO 


NORMALES  A  LA  PARABOLE  (COORDONNÉES  RECTANGULAIRES) 

358.  Équation  de  la  normale  en  un  point.  —  Soient  la  parabole  (P)  rap- 
portée à  son  axe  et  sa  tangente  au  sommet  ; 

et  M(Xo,  Po)  un  point  quelconque  de  cette  parabole.  Le  coefficient  angulaire 

de  la  normale  en  ce  point  est  (n®  244)  : ^^;  et  Téquation  de  cette  normale 

est  : 

ou,  en  y  remplaçant  Xo  par  sa  valeur  en  fonction  de  Po,  Xo  =  -sr-  : 

On  a  ainsi  Téquation  d'une  normale  à  la  parabole,  en  fonction  d'un  para- 
mètre Poj  ordonnée  du  pied  de  cette  normale. 

359.  Normale  à  la  parabole  paraUèle  à  une  direction  donnée.  —  En  dési- 
gnant par  m  le  coefficient  angulaire  de  cette  normale,  on  a  : 

Vo 

jT^^'        ^^  ■        yo  =  -— pw; 

et  son  équation  devient  : 

(3)  y  =zmx—  mpU  +  -^j  • 

On  a  ainsi  l'équation  d'une  normale  à  la  parabole,  en  fonction  de  son 
coefficient  angulaire  m. 

Il  en  résulte  que  Von  peut  mener  à  la  parabole  une  normale  et  une  seule 
parallèle  à  une  direction  donnée,  la  direction  Oy  exceptée, 

360.  Normales  à  la  parabole  menées  par  un  point  donné.  —  Soit  le  point 
donné  S(j7i,  yi).  On  peut  déterminer  les  normales  issues  de  ce  point,  en 
exprimant  qu'il  est  situé  sur  la  droite  représentée  soit  par  l'équation  (2),  soit 
par  l'équation  (3).  On  définit  ainsi  ces  normales,  soit  par  les  ordonnées  de 
leurs  pieds,  racines  de  Téquation  en  y^  : 

(20  yl  +  ^pyo\p  —  X,)  —  ^ip^yy  =  0, 

soit  par  leurs  coefficients  angulaires,  racines  de  l'équation  en  m  : 
(3')  pm'  +  2m(/)  —  xO  +  iy,  =  0, 
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ces  deux  équations  étant  d'ailleurs  transformées  Tune  de  l'autre  par  la  rela- 
tion :  yo  =  — -  pm.  Chacune  de  ces  équations  étant  du  troisième  degré, 
on  peut  mener  à  la  parabole,  par  un  point  S,  au  moins  une  normale  et  au 
plus  trois. 

361.  DisccssiON.  —  Les  équations  |2')  et  (3')  ont  trois  racines  sous  la  condition  : 

g 


ou  : 


y; 


(4)  4  X  Bp'(p  -  œ,r  +  iT  X^p'yî  ^  0, 

Construisons  donc  la  courbe  (T),  symétrique  par  rapport  à  Ox  : 


27;? 


(*i  —  P)*' 


(3) 


r 


(x  —  pY,       ou  : 


8 


-(or-p)-. 


La  valeur  positive  de  y  est  définie  pour  x  ^  p,  et  ses  deux  premières  dérivées  : 

"'  =  I  Sl-w  (-  -  p)^'    y"  =  T  Vï^-  -  p) 


3 


sont  toutes  deux  définies  et  positives  pour  les  mêmes  valeurs  de  x. 
La  courbe  (F)  (fig.  202)  est  donc  formée  de  deux  arcs  illimités  convexes  CD,  CD'  syméU-iqut^s 

par  rapport  &  Ox,  concaves  le  premier  vers 
Oy,  le  second  vers  Oy'  ;  elle  a  un  rebrous>c- 
iiient  en  Cip,  0),  dont  la  tangente  est  Ojt,  K 
deux  branches  paraboliques  dans  la  direction 
Oy. 
8i    le    point    S(a\,  y^)   est  situé    sur   cette 

courbe  (F),  l'équation  (3')  a  une  racine  doubk* 
3y, 

wi  =  ôTZ T  î  Gt  l'on  vérifie  immédiatement 

,  „2{x,  —  p) 

qu  elle  est  égale  au  coefficient  angulaire  de  la 

4  1    .  /n.x  ».      3x8fx,  — or, 

tangente  a  (F)  en  ce  pomt:  y[=    os^a?»» 

l'équation  (5)  étAnt  vérifiée  pour  x  =  x^,y  =  y^, 
La  tangente  en  S  à  (V)  est  donc  normale  à  Ja 
parabole,  ou  :  la  courbe  {V)  est  Venveloppe  </« 
normales  à  la  parabole;  on  l'appelle  dévelop- 
pée de  la  parabole. 

Gela  posé,  Tinégalité  (4)  est  vérifiée  si  le 
point  S  est  situé  à  l'intérieur  de  Tangle  curvi- 
ligne DGD',  région  appelée  intérieure  à  la  dé- 
veloppée. Donc  : 

Par  tout  point  intérieur  à  la  développée  (Fk 
on  peut  mener  à  la  parabole  trois  normales 
distinctes  ;  par  tout  point  extérieur  à  la  dctr- 
loppée,  on  n'en  peut  métier  qu^une;  par  fout 

point  de  la  développée,  on  peut  en  mener  trois  dont  deux  sont  confondues  avec  la  tangente 

en  ce  point  à  la  développée. 


Fig.  202. 


362.  Solution  graphique.  —  Théorème.  —  Le  cercle  passant  par  les  pieds 
des  normales  menées  d'un  point  à  la  pa^^abole  passe  aussi  par  le  sommet  de 
la  parabole. 

Soit  en  elfet  un  cercle  quelconque  (w),  passant  par  le  sommet  0,  etde  centre 
a)(a,  6j;  il  a  pour  équation  (n**  109)  : 

xi  +  y^—  iax  —  "iby  =  0; 
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et  ses  points  d'intersection  avec  la  parabole  sont  définis  par  leurs  ordonnées, 
racines  de  Téquation  : 

ou,  en  supprimant  la  racine  y  =  0,  qui  correspond  au  sommet  0  : 

y^  +  ^kpy  (j>  —  a)  —  Sbp^  =  0. 

Or,  pour  que  cette  équation  ait    y 
les  mêmes  racines  que  Téqua- 
tion  en  yo,{^'),  il  suffit  que  Ton 
ait  : 

i{p—a)=p—  Xi,    46  =  2/i, 


ou 


a  = 


Xj-^  p 

2 


b  = 


yi 


Le    cercle   (fig.  203)   ayant 

/Xi  +  p   yA 
pour  centre  w  I — 5 — ,  x  )  »  ^^ 

passant  par.O,  coupe  donc  en 
outre  la  parabole  en  trois 
autres  points,  P,  0,  K,  pieds 
des  normales  issues  de  S(a:i,^i). 
Oo  possède  ainsi  une  mé- 
thode graphique  permettant 
de  mener  de  S  des  normales  à  la  parabole  ;  le  cercle  (w)  que  Ton  trace  dans 
cette  construction  est  appelé  cercle  de  Joachimsthal  ;  il  remplace  Thyper- 
bole  d'Apollonius  utilisée  pour  Tellipse  et  Thyperbole. 


Fig.  203. 


ÉQUATION  TRINOME  COMMUNE  AUX  TROIS  CONIQUES 

363.  — On  peut  mettre  les  équations  des  trois  coniques  :  ellipse,  hyperbole 
et  parabole,  sous  une  môme  forme  avec  des  axes  de  coordonnées  définis  pour 
toutes  de  la  même  manière  :  Vorigine  est  un  sommet  de  la  courbe  ;  Vaxe 
des  X  est  Vaxe  de  la  courbe  passant  par  ce  point  et  dirigé  dans  le  sens  de  la 
concavité  de  la  courbe  ;  enfin,  Vaxe  des  y  est  la  tangente  en  ce  sommet, 

i*  Soit  une  ellipse;  et  supposons  que,  rapportée  à  ses  axes  OX,  OY,  elle  ait 
pour  équation  (fig.  204)  ; 

X2         Y^ 


tj 


a 


T  + 


b' 


1=0. 


Il  suffit,  pour  la  rapporter  à  un  système  d'axes  remplissant  les  condi- 
tions  énoncées,  de  transporter  les  axes  OX,  OY  de  fa(;on  à  amener  Tori- 
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gine  au  sommet  A'( —  a,  0).  Les  formules  de  transformation  sont  donc 

X  =  x  —  a,        Y  =  y. 


et  réquation  de  Tellipse  est  alors  : 


y 


+ 


(X  —  ay 


b* 


^1=0,     ou:    y*  =  2— -a;  — --r^^î 


ce  que  nous  écrirons  : 

(2) 

en  posant  : 

(3) 

Y 


y^  =  ipx  +  qx\ 


P  = 


EL 
a 


Q  =  — 


EL 
a* 


Fig.  20i. 


Fig.  205. 


2**  Soit  une  hyperbole  (Vig,  205)  qui,  rapportée  à  ses  axes  OX,  OY,  ait  pour 

équation  : 

X-         Y^ 

(10  •—-—  -TT-  —  1=0. 


œ 


En  transportant  Torigine  au  sommet  A  (a,  0),  les  nouveaux  axes  remplis- 
sent les  conditions  énoncées,  et,  par  rapport  h  ces  axes,  Téquation  de  Thyper- 
bole  devient  : 


(x  -h  a)^ 
a' 


ou  : 

(-2') 
avec  : 

(3'j 


V^  b^  ft* 

■yr  —  1  =  0,      ou  :      y-  =  2  —  jc  +  -r  a?*, 
b'  '  ^  a  a* 


y'-  =  2px  +  qx\ 


P  = 


b^ 
a 


q^ 


CL' 


3°  Enfin,  dans  le  cas  de  la  parabole,  les  axes  de  coordonnées  sont  bien 
définis,  et  l'équation  de  la  conique  est  de  la  forme  (2)  ou  (2'),  avec  la  condi- 
tion particulière  g  =  0. 

Véqualion  trinôme,  commune  aux  trois  coniques,  est  donc  : 

(4)  y'  =  ^px  +  qx'-, 
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OÙ  p,  toujours  positif,  représente  une  longueur,  que  Ton  appelle  paramètre 
de  la  conique,  et  q,  un  rapport  positif,  négatif,  ou  nul,  suivant  que  la  conique 
est  une  hyperbole,  une  ellipse,  ou  une  parabole. 

Inversement,  toute  équation  de  celte  forme  (4)  représente  une  conique; 
savoir,  pour  ^  =  0,  une  parabole  ;  pour  g  <  0,  une  ellipse,  dont  les  demi- 
axes,  tirés  des  formules  (3),  sont  : 

«  n 

a  =  — — ,        b  = 


et,  pour  5^  >0,  une  hyperbole,  dont  les  demi-axes,  tirés  des  formules  (S'),  sont  : 

^  /.  ^ 

1  >Jq 

Remarque.  —  On  pourra  raisonner  de  la  môme  manière  en  coordonnées 
obliques,  en  choisissant  pour  origine  un  point  quelconque  de  la  conique, 
pour  axe  des  x  le  diamètre  passant  par  ce  point,  dirigé  dans  le  sens  de  la  con- 
cavité de  la  courbe,  pour  axe  des  y  la  tangente  en  ce  point.  On  arrive  encore 
à  une  équation  générale  de  la  forme  (4). 

364.  Parabole,  limite  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole.  —  Théorème.  —  Si 
une  ellipse  ou  une  hyperbole  variable,  dont  un  axe  et  un  sommet  situé  sur 
cet  axe  restent  fixes.  Vautre  sommet  s' éloignant  indéfiniment,  tend  vers  une 
courbe  limite^  cette  courbe  est  une  parabole. 

En  effet,  on  peut  prendre  pour  origine  des  coordonnées  rectangulaires  le 
sommet  fixe,  et  pour  axe  Ox  .l'axe  fixe  passant  par  ce  sommet  et  dirigé  dans 
le  sens  de  la  concavité  de  la  courbe  ;  dans  ces  conditions,  l'équation  de  l'el- 
lipse ou  de  l'hyperbole  variable  est  : 

dans  laquelle,  les  coefficients  \  et  ^,  variant  en  même  temps  que  la  courbe,  ten- 
dent, par  hypothèse,  vers  des  limites  déterminées/?  et  q.  Or,  le  second  sommet  de 

la  conique,  situé  sur  Ox,  a  pour  abscisse ;  comme  il  s'éloigne  indéfini- 

ment,  la  limite  q  du  dénominateur  [i.  est  nulle. 
La  courbe  limite  vers  laquelle  tend  la  conique  a  donc  pour  équation  : 

2/'  =  2pa;  ; 
c'est  bien  une  parabole.  G.  Q.  F.  D. 

RBHARgi'E.  —  Celte  démonstration  l'iablit  qu'il  y  a  une  infinitô  de  manières  de  concevoir 
une  eUipse  ou  une  hyperbole  variable  ayant  pour  limite  une  parabole  déterminée  de  para- 
mètre p,  car  il  y  a  une  inflnité  de  manières  d'imaginer  deux  fonctions  continues  X,  jjl  d'un 
paramèti-c,  telles  que  Ton  ait  simultanément,  pour  une  même  valeur  de  ce  paramètre  : 

liiii.  X=/ï,         Uni.  [ji  =  0. 
Le  plus  simple  est  de  supposer  que  X  reste  constant,  c'est-à-dire  que  le  paramètre  de  la 
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conique  reste  fixe,  les  autres  conditions  énoncées  dans  l'hypothèse  étant  en  oatre  réalisées; 
fjL  est  alors  le  paramètre  variable  dont  dépend  l'équation  de  la  conique. 

On  peut  aussi  supposer  que  la  conique  variable  passe  par  un  point  fixe  A(^«,  ^,),  les  autres 
conditions  étant  toujours  réalisées.  Dans  ce  cas,  les  variables  X,  fx  vérifîent  la  condition  : 

yj  =  2Xa-o  +  jia-,        ou  :        2X  =  -^2 ^Lioy 

et  l'équation  de  la  conique  variable  devient  : 

y* 
y*  =  -^  -^  +1^  (^  —  iio), 

dans  laquelle  ^  est  un  paramètre  variable  qui  tend  vers  zéro.  La  parabole  limite  a  pour  équa- 
tion : 

365.  Applications.  —  Ce  théorème  permet  d'étendre  à  la  parabole  des  propriétés  de  rellip>c 
ou  de  rhyperbole.  Proposons-nous,  par  exemple,  d'étendre  à  la  parabole  les  théorèmes 
d'Apollonius. 

Nous  considérons  donc  une  parabole  (P),  et  un  point  fixe  A  sur  cette  parabole;  on  peut 
considérer  (P)  comme  la  limite  d'une  ellipse  variable  (E).  remplissant  les  conditions  dutht'u- 
ivme.  et  passant  en  outre  par  le  point  lixe  A.  Désignons  par  a,  6,  les  deux  demi-axe^  vanablt>> 
de  l'ellipse,  par  a\  b'  s(;s  deux  demi-diamètres  conjugués  également  variables,  le  premier 
ayant  une  extrémité  en  A.  En  vertu  du  théoK^ne  fondamental,  on  sait  que  : 

h*  b'* 

lim.  —  =p,       lim.  -^  =  p', 

p  étant  le  paramètre  de  (P),  p'  son  paramètre  relatif  au  diamètre  d'extrémité  A  ;  on  sait 
également  ({ue  a  et  a'  croissent  indéiiniment. 
Cela  posé,  les  théoi'èmcs  d'Apollonius,  appliqués  à  l'ellipse,  donnent  : 

a'*  +  6'*  =  a*  +  b\        a'*b'*  sin*  9  =  a*b*  ; 

b*         b'* 
ou,  en  mettant  partout  en  évidence,  à  la  place  de  b*  et  b'-,  —  et  --7  : 

r  b'*l  /  b*\  b'-  ^  b'      • 

«'r+:^J=n^  +  ~>        a'^^sin•0  =  a^-- 

La  première  équation  peut  être  écrite,  en  divisant  ses  deux  membres  para*  : 

a'  /a'         b'*      \\  b*     \ 

a   \  a     *"  a'      a  )  'a       a 


et,  à  la  limite,  elle  donne  : 


ou  :        Um.  —-  =  1, 
a 


a'  et  a  étant  deux  longueurs.  La  seconde  donne  ensuite  : 

(  —  I  .  — r-  sur  0  =  — 
\  tf  /     a'  a 

et,  à  la  limite  : 

p'  sin*  6  =  p. 

C  est  la  relation  rencontrée  plus  haut  (n»  350). 


a' 
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EXERCICES 

1.  Lieu  des  poinls  qui  parCageiit  dans  un  rapport  donné  les  cordes  d'une  parabole  parallèles  à  une  dirccUon 
donnée. 

i.  Lieu  des  ccnlres  des  circonférences  tangentes  à  une  parabole  et  à  sa  directrice. 

3.  On  considère  un  triangle  circonscrit  à  une  parabole,  montrer  que  le  point  de  concours  des  hauteurs  du 
riangle  est  sur  la  directrice  et  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle  passe  par  le  foyer. 

4.  Iji  tangente  en  un  point  M  d'une  parabole  rencontre  la  tangente  au  sommet  en  un  point  N.  On  joint  le 
sommet  0  au  point  M,  on  mène  par  N  une  parallèle  à  OM  et  par  0  une  parallèle  à  MN  ;  ces  deux  droites  se 
rencontrent  en  un  point  H'.  En  supposant  que  M  décrive  la  parabole,  on  demande  : 

!•  L'enveloppe  de  M'N  ; 
i*  Le  lieu  du  point  M/  ; 
i*  L'enveloppe  de  MM'  ; 
4*  Le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OSIN. 

5.  Par  les  points  où  une  tangente  variable  à  une  parabole  rencontre  deux  tangentes  Aies,  on  mène  des  paral- 
lèles à  des  directions  données  ;  lieu  de  leur  point  de  rencontre. 

6.  Etant  donnée  une  parabole  y*  —  ipx  ^^  0  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet,  par  un 
point  A  de  Taxe  ou  mène  une  sécante  APQ  <]ui  coupe  la  parabole  aux  points  P  et  Q  et  la  tangente  au  sommet 
au  point  I  ;  soient  PP',  QQf  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  P  et  Q  sur  l'axe. 

1*  Démontrer  les  relations  segmentaires  : 

"fP    _  JÂ_  _  _    Fp 
"ÏÂ    "^     IQ    ~  (pu    ' 

S*  En  déduire  géomélri(|uement  le  lieu  du  point  de  rencontre  M  des  droites  QP/  et  Q/P  lor8«|ue  la  sécante 
AFQ  tourne  autour  du  point  A.  Trouver  ce  lieu  analytiqurnicnt. 

3*  Trouver  l'équation  de  la  courbe  lieu  du  point  N  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  do  M  sur  la  droite 
APQ.  Construire  la  courbe. 

{Hcole  Navale,  1899.) 

7.  L'aire  du  triangle  qui  a  pour  sommets  les  points  de  contact  de  trois  tangentes  k  une  parabole  est  double 
de  l'aire  du  triangle  formé  par  ces  tangentes. 

8.  Lieu  du  centre  d'un  triangle  équilatéral  formé  par  trois  tangentes  ou  par  trois  normales  à  la  parabole. 

9.  On  donne  une  parabole  rt  une  droite.  Trouver  le  lieu  des  |ioints  tels  (|uo  les  tangentes  menées  do  chacun 
d'eux  à  la  parabole  forment  avec  la  droite  donnée  un  triangle  de  surface  donnée. 

{École  Polytechnique,  1883.) 

10.  Lieu  des  points  d'où  l'on  voit  une  parabole  sous  un  angle  donné. 

ii.  On  donne  une  parabole  (P)  ;  soient  A  et  B  deux  points  mobiles  sur  celte  courbe,  mais  tellement  choisis 
que  les  normales  en  A  et  B  se  coupent  en  un  point  C,  situé  sur  (P).  La  tangente  en  C  et  la  droite  AB  se 
coupent  eu  un  point  M  ;  trouver  le  lieu  décrit  par  ce  point  et  construire  la  courbe. 

(École  Polytechnique,  18G0.) 

12.  Lieu  des  points  de  rencontre  des  uormales  à  une  parabole  menées  aux  extrémités  d'uue  corde  passant 
par  un  {loint  donne. 

13.  On  considère  le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  pieds  des  normales  menées  d'un  point  M  à  une  parabole 
dounêc. 

1*  Déterminer  le  lieu  de  M  de  façon  que  le  triangle  ait  une  aire  constante. 

2*  Déterminer  le  lieu  do  M  de  façon  (|ue  la  somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle  soit  constante. 

li.  Lieu  d'un  point  tel  que  la  somme  des  carrés  des  trois  normales  menées  de  ce  point  à  une  parabole  suit 
constante. 

{École  Polytechniqnc,  1883.^ 

15.  Lien  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  d'une  parabole  sur  les  normales  a  cette  courbe, 

{École  des  Ponts  et  Chaussées,  1897.) 

16.  Trouver  le  lieu  géométrique  de  l'intersection  de  deux  normales  menées  à  la  paral)ole  aux  deux  extrémités 
de  toutes  les  cordes  dont  les  projections  orthogonales  sur  une  perpendiculaire  à  Taxe  ont  une  même  valeur. 

Que  dire  du  cas  où  l'on  fait  tendre  vers  zéro  cette  valeur  de  la  projection  ? 

Revenant  au  cas  général,  on  propose  de  mener  par  un  point  quelconque  du  lieu  trois  normales  à  la  parabole. 

Application  au  point  du  lieu  d'ordonnée  maximum. 

{Ecole  Polytechnique,  1875.) 

17.  Résoudre  les  problèmes  19  et  iO  du  chapitre  premier  (Liv.  IV)  eu  remplaçant  l'ellipse  par  une  parabole. 


CHAPITRE  IV 


FOYERS  ET  DIRECTRICES 


366.  Théorème.  —  Le  lieu  des  points,  dont  le  rapport  des  distances  à  un 

point  et  à  une  droite  fixes  soit  constant,  est  une  conique,  ellipse,  hyperbole, 

ou  parabole,  suivant  que  ce  rapport  est  plus  petit,  plus  grand  ou  égal  à  un. 

Soient,  en  effet,  F  et  (A)  le  point  et  la  droite  fixes  (fig.  206),  e  le  rapport 

constant  donné.  Par  extension  de  la  méthode 
suivie  pour  trouver  l'équation  de  la  parabole 
(n°251),  abaissons  de  F  la  perpendiculaire  FD 
sur  (A),  et  désignons  par  k  =  FD  la  longueur 
de  cette  perpendiculaire.  On  sait  qu'il  existe 
sur  cette  perpendiculaire,  entre  F  et  D,  un 

point  0  du  lieu,  c'est-à-dire  un  point  tel  que 

OF 

=:  e  ;    Q.i    les    distances    OF,  OD   sont  : 

,  OD  =-3 — ; — -.  C'est  ce  point  0 


OD 
OF  = 


1  +  e  1  +e 

que  nous  prenons  comme  origine  de  deux  axes 

Pi„  206.  rectangulaires  Ox,  Oy,  l'axe  Ox  étant  dirigé 

de  0  vers  F. 

Cela    posé,    les    distances   d'un    point    quelconque    M(x,  y)   au     point 

/    he         \  h 

F  f  ^  ,  Ol  et  à  la  droite  (A)  :  x  =  —  .    ,       ,  sont  : 


MF 


=  V/(-T^J  +  .-. 


+  e 
Mm  = 


X 


1  +e 


L'équation  du  lieu,  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  M(x,  y) 
appartienne  à  ce  lieu,  est  donc  : 


V/(-T-ï-7)'+^' 


Le  + 


ou  enfin  : 


k 


=  e,    ou 


'    {^-TT7]+y'-'i'^  +  lT7} 


i+e 


y^  =  'iekx  +  (e^  —  \)x\ 
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C'est  bien  (n**  363j  Téquation  d'une  conique  ayant  un  sommet  en  0,  l'axe 
focal  sur  Ox,  et  de  paramètre  p  =  ek.  Cette  conique  est  une  ellipse  pour 
e-  —  i  <  0,  ou  :  e  <  1,  une  hyperbole  pour  e^  —  1  >  0,  ou  :  e  >  1,  une  para- 
bole pour  c*  —  1  =  0,  ou  :  e  =  1. 

Cas  particulier.  —  Dans  le  cas  où  F  est  sur  (A)  (k  =  0),  les  points  F,  D,  0 
se  confondent  ;  l'équation  obtenue  se  réduit  h  : 

y^  ==  (e-  —  1)  x^  ; 

le  lieu  est  formé  de  deux  droites  issues  de  F  (n^  lOo),  réelles  et  distinctes  pour 
e>  i,  imaginaires  pour  e  <  1,  confondues  avec  Ox,  pour  e  =  i. 

DÉFINITIONS.  —  Le  point  F,  la  droite  (A)  et  le  nombre  e  sont  appelés  foyer, 
directrice  et  excentricité  de  la  conique. 

11  reste  à  établir  que,  réciproquement,  toute  conique  admet  au  moins  un 
foyer  associé  à  une  directrice  et  une  excentricité.  C'est  ce  qui  serait  facile 
d'établir,  par  un  calcul  inverse  du  précédent^  en  mettant  l'équation  de  la 
conique  sous  la  forme  trinôme  du  n°  363. 

Nous  suivrons  une  méthode  plus  générale  et  plus  féconde,  et  nous  mon- 
trerons en  outre  qu'il  y  a  identité  entre  le  sens  que  nous  venons  de  donner 
au  mot  foyer  (associé  à  une  directrice  et  une  excentricité),  et  celui  qu'il  a 
dans  la  définition  de  chacune  des  trois  coniques. 

367.  Équation  générale  des  coniques  ayant  un  foyer  et  une  directrice.  — 
Les  axes  étant  rectangulaires,  mais  quelconques,  considérons  une  conique 
(n,  ayant  un  foyer  F(a,  p),  une  directrice  (A),  d'équation  )^  +  fiy  +  ^  =  0, 
et  une  excentricité  e.  Les  distances  d'un  point  quelconque  Mix,  y)  au  point 
F  et  à  la  droite  (A)  sont  : 

MF 

L'équation  de  la  conique  (I"),  obtenue  en  traduisant  la  condition  -rj —  =  e, 

est  donc  : 

^(x  —  c,y'  +  (y-i^f=   .  ^^^.^  |)^  +V-y  +  v|, 


V- 

ou:  ^(x  —  oif  +  (y  —  pf  =  \lx  +  my  -f-  h\, 

ou  enfin  : 

(  l)  (X  -  a)^  +  {y-  ^Y  —  {Ix  +  my  +  hf  =  0, 


en  posant 


el  ^V-  1,  ^^ 


\/\^  +  y.^  '  V).2  4-  ^^  '  \/l^  +  ji.=* 


L'équation  (1),  que  l'on  nomme  équation  focale  de  la  conique,  est  l'équa- 
tion cherchée  ;  elle  dépend  de  cinq  paramètres  :  les  deux  premiers,  a,  fi  sont 
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les  coordonnées  du  foyer  F;  les  trois  autres,  l,  m,  h^  définissent,  d'une  part, 

la  directrice  (A),  dont  Téquation,  multipliée  par  la  constante  — =z=. ,  peut 
être  écrite  :  \/'k^+)x}' 

(2)  te  -i-  TTiy  +  A  ==  0, 

puis,  d'autre  part,  l'excentricité  e,  donnée  par  la  formule  : 

(3)  Z^+w-  =  e2,        ou:        e=\/V^ÇrnF. 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  directement,  a  posteriori,  que  l'équation  (1) 
représente  une  conique  ayant  un  foyer,  une  directrice  et  une  excentricité. 

En  eff*et,  l'équation  (Ij  étant  donnée,  elle  définit  un  point  F(a,  ^)  et  un«^ 
droite  (A)  :  Ix  +  my  -4-  A  =  0.  Les  distances  d'un  point  quelconque  M(x,  y) 
à  F  et  (A)  sont  : 

yl^  H-  m^ 

par  conséquent  tout  point  de  la  courbe  (F),  d'équation  (1),  satisfait  à  la  condi- 
tion : 

MF*  _ (^2  +  ^2)  M^«  =  0,         ou  :         -^  =  s/lT+mF, 

ce  qui  revient  à  dire  que  (F)  est  bien  une  conique,  de  foyer  F,  de  direc- 
trice (A),  et  d'excentricité  ^l^  +  m^. 

368.  Seconde  forme  de  l'équation  focale.  Coniques  semblables.  —  On  peut 
donner  à  l'équation  générale  (1)  une  autre  forme,  en  posant,  d'après  (3)  : 

l  =  e  cos  (p,        m  =  e  sin  cp,        h  =  —  ep, 

e  désignant  toujours  l'excentricité  dé  la  conique  (F),  <p  et  p  deux  autres 
paramètres:  L'équation  focale  (1)  prend  alors  la  forme  : 

(10  {X  —  a)2  +{y  —  P)2  —  e%x  cos  <p  +  y  sin  9  —  p)^  =  0, 

et  celle  de  la  directrice  (^A)  : 

(2')  X  cos  9  +  y  sin  o  —  p  =^  0. 

('etto  seconde  forme  de  l'équation  (1)  a  l'avantage  de  mettre  en  évidence 
V excentricité.  Elle  est  donc  d'un  emploi  commode  dans  de  fréquentes  appli- 
cations, et  particulièrement  dans  celles  qui  résultent  de  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème.  —  Les  coniques  de  même  excentricité  sont  semblables  entre 
elles. 

Car  la  grandeur  de  chacune  de  cos  coniques  est  définie  h  Faide  d'une  seule 
longueur  k,  distance  du  foyer  F  à  la  directrice  (A)  (n°  273).  C'est  aussi  ce  que 
l'on  peut  vérifier  en  mettant  l'équation  de  ces  coniques  sous  la  forme  obtenue 
au  n^  366. 
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369.  Recherche  des  foyers  de  Tellipse.  -—  Soit  donnée  une  ellipse  ;  suppo- 
sons que,  rapportée  à  ses  axes,  elle  ait  pour  équation  : 

Les  axes  étant  rectangulaires,  chercher  si  elle  a  un  foyer  et  une  directrice, 
c'est  chercher  s'il  existe  des  valeurs  de  a,  p,  /,  m,  h,  telles  que  son  équation 
puisse  aussi  se  mettre  sous  la  forme  : 

(l)  (X  -  af  +  {y  —  'pY  _  (to  +  my  +  hf  ==  0, 

ou  enfin,  chercher  s'il  existe  six  constantes,  S,  a.  S,  l,  m,  h,  satisfaisant  à 
l'identité  (n»  236)  : 

<^^        -J  +  -fS—  '1  =  S  [(0?  -  a)=  +  (y  -  p)«  ~{lx  +  my  +  hf] . 

Le  coefficient  de  xy  donne  d'abord  la  condition  : 

S/m  =  0,        ou  :        Im  =  0, 

S  étant  essentiellement  différent  de  zéro.  De  là  deux  solutions  ;  /  =  0,  et 
w  =  0.  Prenons  d'abord  la  seconde  : 

m  =:0. 

En  tenant  compte  de  cette  condition,  les  coefficients  de  y^  et  de  y  donnent 
ensuite  : 

L'identité  à  vérifier  se  réduit  alors  à  une  identité  entre  deux  trinômes  du 
second  degré  en  x  : 

que  nous  écrirons,  en  isolant  les  deux  inconnues  l  et  h  : 
(4)  a;=(l  --^)  -  gcujH-  a2+  6«  =  (/x  +  ky-. 

Le  premier  membre  doit  donc  être  carré  parfait,  d'où  la  condition  qui 
donne  a  : 


r-(«?  +  *')(l--^)=0, 


ou  :    a*  =  «2  —  ^2^     ou  :    a  =  di  c. 


en  posant  C'  =  a'^  —  6';  et,  pour  chacune  de  ces  valeurs  de  a,  l'identité  à 
vérifier  (4),  se  réduit  enfin  à  : 


a^  __  2aa?  +  —r-  =  {Ix  +  h)\ 
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Comme  on  peut  changer  dimultanëment  de  signes  l,  m,  h,  sans  changer 
réquation  (2),  on  peut  dire  que  cette  identité  est  vérifiée  pour  ; 

a 

h  =  a.        i  = 1 

'  a 

relations  qui  donnent  h  et  l. 

En  résumé,  on  trouve  donc  les  deux  solutions  suivantes  : 

1  a 

m  =  0,        S  =  -T7,        P  =  0,        aL  =  :±c,        h  =  a,        1  = • 

Reste  un  second  groupe  de  sohitions,  qui  s*obtiendrait  en  partant  de  la  con- 
dition l  =  Q.  En  vertu  de  la  symétrie  par  rapport  à  a:  et  y,  celle-ci  conduit 
aux  suivantes  : 

a  étant  plus  grand  que  6,. ces  équations  n'ont  pas  de  solutions  réelles;  elles 
définissent  deux  foyers  imaginaires. 

En  résumé,  V ellipse  a  toujours  deux  foyers  réels,  et  deux  seulement 
F(c,  0),  F'( —  c,  0),  situés  sur  le  grand  axe,  de  part  et  d'autre  du  centre,  à  une 

distance  de  ce  centre  égale  à  c;  la  directrice  correspondant  à  chacun  d'eux 

(ou?         \ 
a =  01  est  perpendiculaire  au  grand  axe  ;  enfin,  V excentricité  cor- 
respondant à  chacun  d'evÂJC  est  la  même  et  égale  à  :  e  =  ^t*  -j-  m=*  =  — ; 
on  vérifie  bien  qu'elle  est  plus  petite  que  un, 

370.  Rayons  vecteurs  d'un  point  de  l'ellipse.  —  Soit  F  l'un  quelconque  des 
deux  foyers,  de  coordonnées  a  =  dt  c,  p  =  0.  L'équation  de  l'ellipse  pouvant 
être  mise  sous  la  forme  (2),  la  distance  MF  d'un  point  quelconque  M(a;,y)  de 
l'ellipse  à  ce  foyer  est  : 


MF  =  \lx  +  my  +  A|  = 


dX 

a  —  — 
a 


<xx 

Reste  à  déterminer  le  signe  de  a ,  Or,  a  =  it  c,  et  a;,  qui  reste  corn- 
ez 

pris  entre  —  a  et  +  a,  sont  tous  deux  plus  petits  que  a  en  valeur  absolue  ; 

CLX  olX 

il  est  donc  de  môme  de ,  et,  par  suite,  la  difi'érence  a —  —  est  toujours 

positive,  quels  que  soient  x  et  a.  Donc  : 

OLX 

a 

Thkorème.  —  La  somme  des  distances  d'un  point  quelconque  de  Vellipse 
aux  deux  foyers  est  constante,  et  égale  au  grand  axe. 
Distinguons,  en  efi'et,  les  deux  foyers  F(c,  0)  et  F'( —  c,  0).  On  vient  de 

trouver  : 

ex  ex 

MF-=  a  —  -^,        MP  =  a  +  -^; 


•] 
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Donc  : 

MF  +  MF  =  2a. 

Rbmarqub.  —  Ce  qui  précède  résoud,  pour  Tellipse,  la  question  posée  dans 
la  conclusion  du  n^  366,  et  démontre  que  les  foyers  de  cette  conique,  compris 
dans  le  sens  de  foyers  associés  à  une  directrice,  sont  identiques  à  ceux  qui 
interviennent  dans  la  déflnition  élémentaire  de  Tellipse  (n^  249). 

371.  Recherche  des  foyers  de  l'hyperbole.  —  Soit  donnée  une  hyperbole  ; 
supposons  que,  rapportée  à  ses  axes,  elle  ait  pour  équation  : 

f^omme  pour  Tellipse,  rechercher  les  foyers  de  cette  hyperbole  revient  à 
chercher  les  valeurs  de  S,  a,  ^,  l,  m,  h,  vendant  l'identité  : 

(3)       -^  -  ^  -  1  ^  S[(a:  -  «)« -h  (y  -  p)' -  (te  +  «.y  +  *)*]. 

Les  calculs  se  font  de  la  même  manière  et  n'en  diffèrent  que  par  le  change- 
ment de  b*  en  —  6*.  En  posant  c*  =  a'  +  b-,  les  solutions  sont  donc  données, 
les  unes,  par  les  formules  : 

-  .     îi  =  U.     a=^  =  a*  -I-  ô*  =  c*.     fi  —  a.     1=^— 

a 


m  =  0,    S  =  — -TT'    ?  =  0,    a2=a*  +  6*==c*,    A  =  a,    i  =  ^  — , 


les  autres,  par  les  formules  : 

ces  dernières  ne  correspondant  à  aucune  solution  réelle,  ou  encore,  définis- 
sant deux  foyers  imaginaires. 

Far  conséquent,  Vhypei'bole  a  toujours  deux  foyers  réels  et  deux  seule- 
meni,  F(c,  0),  F'( —  c,  0),  situés  sur  l'axe  transverse,  de  part  et  d'autre  du 
centre,  à  une  distance  de  ce  centre  égale  à  c  ;  la  directrice  correspondant  à  cha- 

cun  d'eux  la  — — -  =  o)   est  perpendiculaire  à  Taxe  transverse;  enfin, 

V excentricité   coiTespondant   à  chacun  d'eux  est  la  même  et  égale  à  : 

e  =  V^Z'  +  m*=  —  ;  ce  qui  vérifie  qu'elle  est  plus  grande  que  un, 

372.  Rayons  vecteurs  d'un  point  de  l'hyperbole.  •—  Comme  dans  Tellipse 
ifn*  370),  le  calcul  précédent  donne  l'expression  de  la  distance  MF  d'un  point 
quelconque  M(a?,  y)  de  l'hyperbole  à  un  foyer  F(a,  0)  : 

Reste  à  déterminer  le  signe  de  a —  .  Or,  a  =»  =b  c,  et  a?,  qui  varie  de —  ôd 

a 

Taiam  ET  TaTBAUT.  Géométrie  analytique.  il 
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à  —  a  OU  de  a  à  +  00.  sont  tous  deux  supérieurs  à  a  en  valeur  absolue;  i! 

XJD  iX 

en   est  donc  de  même   de  ,  et,  par  suite,  dans  la  différence  a —  . 

a  0, 

c'est  le  second  terme  qui  donne  son  signe.  11  faut  donc  tenir  compte  ici  do« 

signes  de  a  et  x,  c'est-à-dlip 
distinguer  entre  les  deuxfoyci-^ 
F(c,  0),  F(—  c,  0),  et  entre  los 
deux  branches  de  Thyporbole 
(fig.  207). 

Si    M    est   sur   la   branche 
d'hyperbole  placée  du  côté  de 
■^    F,  on  a  (x  >  0)  : 

ex  ex 

MF=:  — —  a,       MF= |-(i; 

a  a 


Fi«    2U7. 


MF  =  -— +  fl, 

a  ' 


Si   M    est    sur    la    ))ranch<' 
j.    d'hyperbole  placée  du  coté  de 
F',  on  a  (X  <  0)  : 


ex 

MF'  =  — ^^ a 

a 


Théorème.  —  La  difféi^ence  des  distanees  d'un  point  queleonque  de  V hy- 
perbole aux  deux  foyers  est  constante,  et  égale  à  l'axe  transvei^se. 
Car,  dans  le  premier  cas,  on  a  : 

MF'  —  MF  =  2a  : 

et,  dans  le  second  : 

MF  —  MF'  =  ia. 


373.  Recherche  des  foyers  de  la  parabole.  —  Soit  donnée  une  parabole; 
supposons  que,  rapportée  h  son  axe  et  h  sa  tangente  au  sommet,  elle  ait  pour 
équation  : 

(I)  y-  —  ^px-=Q. 

Comme  pour  l'ellipse,  rechercher  les  foyers  de  cette  parabole  revient  h 
chercher  les  valeurs  de  S,  a,  fi,  l,  m,  /i,  vérifiant  l'identité  : 


(3) 


y'  —  ^2px  ~  S,  (x  —  cLf  +  (y  —  py  —  {lx  +  my  +  h)\, . 


Au  premier  membre,  il  n'y  a  pas  de  terme  en  a:^  d'où  la  condition  : 

S(1  —  l^)  ==  0, 

qui  donne,  le  facteur  S  ne  pouvant  (Hre  nul,  /=;=  =bl.  Comme  on  peutchan 
ger  simultanément/,  7/i,  k  de  signes,  il  suffit  de  prendre  seulement  la  solu- 
tion : 

1=  l. 
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En  égalant  ensuite  les  coefficients  de  xy,  y*,  y,  x,  et  les  termes  constants, 
on  trouve  Buccessivement  : 

7n  =  0;        S=l;        ?  =  0;        p=:a-f.yi; 
a*  —  /t*  =  0,        ou  :        p[%  —  A)  =  0. 

On  trouve  ainsi  une  solution  et  une  seule  : 

/,a  parabole  a  toujours  un  foyer  ï'("S"  >  ^)  ^^  ww  sew/,  situé  sur  son 

axe  ;  la  directrice  correspondante,  a;  +  -~  =  0,  est  perpendiculaire  h  Taxe, 
ptson  abscisse g-  est  opposée  h  celle  du  foyer  ;  enfin,  l'excentricité  de  la 

parabole,  e  ==  v//^  +  m*,  est  égale  k  tm. 

On  vérifie  ainsi  que  la  parabole  n'a  pas  d'autre  foyer  et  directrice  que  ceux 
qui  interviennent  dans  sa  définition  élémentaire  (n®  251);  en  particulier,  la 
valeur  de  l'excentricité  e  =  i,  montre  que  tout  point  de  la  parabole  est 
équidistant  du  foyer  et  de  la  directrice. 

374.  Application.' —  Étant  donnée  une  courbe  quelconque  du  second  degrés  reconnaUi*e 
si  c*€*tune  conique,  en  déterminant  ses  foyers  et  directrices, 
Soitmne  courbo  du  second  degré  (C).  déflnio,  on  axes  rectangulaires,  par  son  équation 

(1)  Ao;»  4-  2Bay  +  Cy*  +  2Dji'  +  2Ey  +  F  =  0. 

Chercher  ses  foyers  et  directrices  revient  toujours  à  déterminer  les  valeurs  des  six  incon- 
nues, S,  a,  p,  h  ni,  hj  qui  vérifient  l'identité  : 

(2)  Aa:«  +  2Bary  +  Gy«  +  2Da:  +  2Ey  +  F3S[(a:-a)«+(y-P;«-(Zx  +  my+ ^n. 

ce  qui  revient  à  résoudre  le  système  suivant  de  six  équations  à  six  inconnues,  en  écartant 
la  solution  S  =  0  : 

Ç  A  =  8(1 -a        B  =  -SZ/«,        C  =  S{i-7n*); 

'  (      D  =  — S(a  +  /A>,        E  =  — S(p  +  mA),        F  =  S(a«  +  p*  —  A*). 

D'abord,  les  trois  premières  équations  no  contiennent  que  S,  /,  m,  et  donnent  : 

.«S  —  A  ,  B  -S  —  G 

(4)  r= — g — ,        Im  =  — g-,        m*  =  — g — t 

d'où  ; 

(5)  (8  — A)(S  — C)  — B*  =  0.         ou:        S«— 8(A  +  C)  +  AG  — B«=0. 

On  voit  de  suite,  en  substituant  A  et  C  dans  son  pi-emicr  membre,  que  cette  relation  (5) 
«»st  une  équation  du  second  degré  en  S,  dont  les  racines  S\  S",  toujours  réelles,  sont  distinctes, 
excepté  dans  le  cas  où  (G)  est  une  circonférence  (n*  112),  et  différentes  de  zéro,  excepté  dans 
l'hypothèse  AC —  B*  =  0.  Puis,  comme  on  peut  changer  simultanément  do  signes  /,  m,  h 
sans  changer  le  second  membre  de  l'identité  (2),  les  équations  (4)  font  correspondre  à  chaque 
valeur  de  S  non  nulle  un  système  de  valeurs  de  /  et  m,  et  un  seul,  ces  valeurs  pouvant  être 
K^ellcs  ou  imaginaires. 

Avant  d'aller  plus  loin,  remarquons  que  ce  calcul  donne  l'excentricité  c,  et  que  l'on  a  : 


S~(A  +  C)_S'-S(A  +  C)_B«-.AG 
e*— l=/*+m*  — 1  = g gi = gi 

rt/'suliat  de  signe  contraire  à  AC  —  B'. 
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Ensuite,  les  trois  demièi'es  équations  (3)  peuvent  ôtre  écrites  : 

D  E 

(6}  a  =  —  /A  —  -g- ,        ^  =  _  mA g-. 

(7)  A«(/«  +  m*  -  1)  +  2A  — =^ h      ^g, =  0, 

de  telle  sorte  que,  à  chaque  valeur  de  S  correspondent  deux  valeurs  de  h,  réelles  ou  ima- 
ginaires, racines  de  l'équation  (7),  oe  et  ^  étant  ensuite  donnés  par  les  formules  (6). 

Remarquons  enfin  que  le  foyer  F(a,  p)  ainsi  déterminé  sera  sur  la  directrice  correspon- 
dante (A),  dans  Thypothèsc  : 

/a+mg  +  /i  =  0,        ou:         /i(Z*  +  m«  — 1) +  ^^i^~  =  0. 

Or,  cette  relation  exprime  que  h  est  racine  double  de  l'équation  (7)  ;  ceci  a  donc  lieu  pour: 

(/•  4-  m*  —  1)  (D«  +  £•  —  FS)  -  (/D  +  mE)*  =  0. 
ou,  d'après  (4)  : 

(S  -  A)  (E*  —  FS)  +  (S  —  C)  (D*  —  FS)  +  2BDE  —  8(D*  +  E*  —  FS)  =  0, 

ou  : 

F[-  S*  +  S( A  +  C)]  —  AE«  —  CD*  +  2BDE  =  0, 

ou  enfin,  d'après  (5)  : 

A  =  0, 

en  posant  : 

A  =  2BDE  —  AE*  —  CD»  -f-  F(AC  —  B«). 

Nous  n'entrerons  pas  dans  la  discussion  de  la  réalité  des  solutions  des  équations  ik)  et 
(7).  Constatons  seulement  que  la  méthode  permet  toujours  de  déterminer  les  foyers, 
directrices  et  excentricité  de  toute  courbe  du  second  degi*é.  La  discussion  complète 
montre  qu'il  y  a  toujours  des  solutions  réelles,  sauf  dans  deux  cas  exceptés  :  1*  celui  de 
AC  —  B»  >  0,  avec  CA  >  0  ;  2«  celui  de  A  =  AC  —  B*  =  0,  avec  D*  —  AF  +  E*  —  CF  ît  0. 

En  dehors  de  ces  cas  d'exception,  on  peut  donc  affirmer  que  toule  courbe  du  second  degré 
est  une  conique  ;  de  plus,  les  calculs  effectués  montrent  que  cette  conique  est  une  e\Vs^ 
pour  AC  —  B*  >  0,  une  hyperbole  pour  AC  —  B»  <  0,  une  parabole  pour  AG  —  B'  =  0,  et, 
d'autre  part  (n«  366),  un  système  de  deux  droites  pour  A  =  0. 

Tous  ces  résultats  seront  d'ailleurs  établis  plus  loin  (n*  423)  par  une  autre  méthode  ([ui 
donnera  en  outre  la  signification  des  deux  cas  d'exception. 
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375 .  Équation  générale  des  coniques  ayant  un  foyer  au  pôle,  et  Taxe  focal 
sur  l'axe  polaire.  —  Les  axes  Oa?,  Oy  étant  rectangulaires,  toute  conique  (F), 
qui  a  un  foyer  en  0  et  Taxe  focal  sur  Ox,  admet  pour  directrice  une  droite  (A^ 
parallèle  hOy  \x  =  —  k.  Elle  a  donc  pour  équation  (n®  367)  : 

(1)  x^  +  y'  —  e\x  -+-  kf  =  0, 

e  étant  son  excentricité. 
En  coordonnées  polaires,  cette  équation  devient  (n®  53)  : 

f  —  e\^  cos  0)  4-  fc)2  =  0, 

et  se  décompose  en  deux  autres  : 

ek ek 

1  —  ccosw'  1+ecosû)' 
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qui  représentent  la  môme  courbe,  car  elles  ne  diffèrent  que  par  la  transforma- 
tion simultanée  de  p  en  —  p  et  de  u  en  n  -f-  u. 
En  posant  ek  =  p,  l'équation  générale  cherchée  est  donc  : 

,Ax  P  lie 

(i)  9=z *  OU:  —  = COS  Cl), 

'  1  —  e  cos  w  9       P       P 

à  condition  de  remarquer  que,  si  un  point  M  est  sur  la  courbe,  il  y  a  des 
systèmes  de  coordonnées  polaires  de  ce  point  qui  ne  vérifient  pas  l'équa- 
tion (2)  (n*  61). 
Dans  cette  équation,  e  est  l'excentricité,  etp  définit  la  directrice,  l'équation 

P 

de  celle-ci  étant  x  =  —  /r,  ou  :  p  cos  ci>  =  —  k  = ,  ou  enfin  : 

c 

(3)  —  = cos  w. 

^  p        p 

376.  Équation  générale  des  coniques  ayant  un  foyer  au  pôle.  —  Soit  une 
conique  (V)  ayant  un  foyer  au  pôle  0,  et  soient  Ox  son  axe  focal,  a  l'angle 
polaire  (Oj?,  Ox')  de  cet  axe. 

Par  rapport  à  cet  axe,  pris  pour  axe  polaire,  l'équation  de  la  courbe  est  : 

p  lie, 

0=.; L. -,  OU:  —  = cos  Cl)', 

'       1  —  e  cos  <!>'  ?       P      P 

cj'  étant  Tangle  polaire  par  rapport  à  Oo;'. 
Or,  on  a  (n^  52)  :  w'  =  w  —  a;  l'équation  cherchée  est  donc  : 

lie, 

ou  : 

(i)  —  SB  a  cos  <i>  +  6  sin  <i>  +  c, 

r 

en  posant  : 

(t)  a  = cos  a,         0  = sin  a,        c  = — . 

^  p  p  p 

Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  représente,  sous  la  seule 
condition  c  ^  0,  une  conique  ayant  un  foyer  au  pôle;  en  effet,  jd,  c  et  a  sont 
définis  en  fonction  de  a,  6,  c  par  les  équations  (2),  qui  donnent,  en  particulier  : 


=  ±  pV^a^  4-  6*  =  rb  —s/a-  +  b\ 


La  conique  (1)  est  donc  une  hyperbole,  pour  e>\,  ou  :  a*  +  6*  —  c'  >  0, 

une  ellipse,  pour  e  <  1,  ou  :  a*  +  6*  —  c*<  0,  une  parabole  pour  «  =  i,  ou  : 

û«  -f-  6"  —  c*  =  0  ;  on  reconnaît  la  condition  a*  +  6*  —  c*  >  0,  qui  exprime 

i 
qu'il  existe  deux  valeurs  de  w,  définies  à  2iï  près,  annulant  l'expression —  . 

Cherchons,  avec  les  mêmes  notations,  l'équation  de  la  directrice.   En 
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revenant   à    Taxe    polaire    Ox',    nous    savons    qufî    cette    équation   est  : 
i  e  \  e 

—  = COS  w'.  ou  :  —  = 008  (o>  —  a), 

OU  enfin,  avec  nos  notations  : 

—  =  a  COS  (*)  4-  0  sin  w. 

P  ^ 

Elle  ne  diffère  de  V équation  de  la  conique  que  par  la  suppression  du 
terme  constant  c. 

PROPRIÉTÉS  DES  FOYERS 

377.  —  Nous  ne  donnerons  pas  ici  le  développement  complet  des  propriétés  des  foyers  el 
directrices,  ainsi  que  des  constructions  géométriques  qui  s'en  déduisent,  pareil  développe- 
ment appartenant  à  la  Géométrie  élémentaire  ;  nous  nous  boiTierons  donc  aux  propriétés  les 
plus  importantes,  ainsi  qu'à  celles  dont  la  démonstration  analytique  présente  des  particu* 
larités  intéressantes.  Rappelons  que  la  théorie  des  enveloppes  nous  a  déjà  donné  la  démons- 
tration de  propriétés  bien  connues  (n**  265  et  266). 

Coniques  homolooales.  —  On  appelle  coniques  homofocales  des  coniques  ayant  mt>nu\'i 
foyers.  Ce  sont  des  coniques  à  ccn/re  ;  ellipses  ou  hyperboles. 

Formons  l'équation  générale  des  coniques  homofocales,  de  foyers  donnés  F,  F',  l'axe  Ox 
étant  FF',  et  l'axe  Oy  perpendiculaire  à  FF'  en  son  milieu  (fig.  208).  Posons  :  FF'  =  2r. 
Les  coniques  cherchées,  ayant  pour  axes  Oj-,  Oy,  ont  des  équations  de  la  forme  : 

avec  la  condition  : 

A  —  B  =  c".        ou  :        A  =  c*  +  B. 

qui  exprime  que  F  et  F'  sont  foyers  (n»  369). 
L'équation  cherchée  est  donc,  en  remplaçant  B  par  X  : 

(1)  3J3p^  +  ^-l=0. 

Discussion.  —  En  examinant  le  signe  des  carrés  des  demi-axes,  c*  -|-  X  et  X,  on  voit 
immédiatement  que  cette  éiiuation  représente  une  ellipse  pour  X^  0,  une  hyperbole  pour 
—  c*  <  X  <  0.  et  enfin  une  courbe  imaginaire  pour  X  <  —  c*. 

Dans  le  cas  limite  où  X  tend  vers  0  par  valeurs  positives,  la  conique  devient  une  ellipse' 
dont  le  petit  axe  est  nul,  et  le  grand  axe  égal  à  2c;  elle  se  confond  donc  avec  le  segment  de 
droite  FF'  compris  entre  les  deux  foyers.  De  même,  lorsque  X  tend  vers  0  par  valeui-s 
négatives,  la  conique  devient  une  hyperbole  se  confondant  avec  la  partie  de  l'axe  focal 
extérieure  aux  foyers  F.  F'.  Knfm  lorsque  X  tend  vers  —  c*  par  valeurs  supérieures  à  — c*. 
la  conique  devient  une  hyperbole  dont  les  deux  branches  sont  aplaties  sur  l'axe  non 
focal  Oy. 

378.  Théorème.  —  Par  un  point  quelconque  du  plan  passent  deux  coniques  homofacalei 
de  foyers  donnés^  l'une  une  ellipse.  Vautre  une  hyperbole. 

Kn  effet,  la  conique  (1)  passe  par  le  point  M(ao,  yo)  (lig.  208),  sous  la  condition  : 

Or,  cette  équation  est  du  second  degré  en  X:  son  premier  membre  /\X)  est  discontinu 
pour  X  =  0  et  X  =  —  c*,  et,  d'après  son  signe  au  voisinage  des  discontinuités,  signe  que 
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nous  iudîtiuons  dans  le  tableau  ci-contrts  la  continuité  montre  que  l'équation  (:f),  admet 
deux  racines  réelles  X',  X"  satisfaisant  aux  conditions  —  c*  ■<  X'  <  0  •<  X"  ;  la  première  défi- 
nit une  hyperbole,  la  seconde  une  ellipse. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  point  M  serait  sur  l'un  des 
axes,  l'une  des  deux  solutions  est  la  conique  aplatie  sur  l'axe 
passant  par  M. 

379.  Thkohkme.  —  Parmi  les  coniques  homofocales  de  foyers 
donnés,  il  y  en  a  une  et  une  seule  tangente  à  une  droite  don- 
née. 

Considérons,  en  olTot,  une  droiht  quelconque  (A),  définie  par 
un  de  ses  points  Mixm,  yo)  et  son  coefflcient  angulaire  m  ;  on 
sait  former  la  condition  qui  exprime  que  cette  droite  est  tan- 
f^enUi  à  la  conique  d'équation  (2),  et  qui  n'est  autre  que 
l'équation  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes  menées  de  M  à  cette  conique  (n«  302). 
Cette  condition  est  : 

(3)  (y,  —  mjiX  =  X  -f  (c*  +  X)  m*  ; 

elle  donne  pour  X  une  valeur  et  une  seule  : 

iyo  —  nix^)*  ^  c*tn* 


X 

AX) 

—  1 

—  » 

—  c 
0 

+  0O 

+  =0 

—  ae 

+  00 

—  1 

(4)  X  = 


1  +  m* 


valeur  supérieure  à  —  c*,  car  c*  +  X  =  r-;j; — i est  toujours  positif.  G.  Q.  F.  D. 

380.  Théorème.  —  Les  tangentes  menées  d*un  même  point  à  des  coniques  homofocales 
admettent  les  mêmes  bissectrices;  et  ces  bissectrices  sont  les  tangentes  en  ce  point  aux 
deujc  coniques  homofocales  passant  par  ce  point. 

En  effet,  soit  toujours  un  point  Mixo,  yo)  (fig.  208)  ;  considérons  maintenant  X  comme 
donné  et  m  comme  inconnu  ;  la  relation  (3)  devient  une  équation  en  m  : 

(5)  7n*(c*  +  1  —  xl)  +  2mxoy.  +  X  —  y»  =  0, 

dont  les  racines  m,  m^  sont  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  MT.  MT,  menées  de 
ce  point  à  la  conique  (1).  On  sait,  d'autre  part,  «{ue  les  coefficients  angulaires  ji',  [l"  des 
bissectrices  MA',  MA"  de  l'angle  formé  par  ces  deux  tangentes  sont  les  racines  de  l'équa- 
tion en  jx  (n®  94)  : 

-   2|Jt  m  -|"  m^    —  2xoyo 

1  --  {X*  ~~  1 ,—  mnit  "~    c*  —  «t-;  +  yl    ' 

Cette  équation  éteint  indépendante  de  X,  ces  bissectrices  sont  fixes,  quelle  que  soit  la 
conique  homofocale  (1). 

Considérons,  eu  particulier,  parmi  les  coniques  homofocales  (1),  la  conique  {V)  qui  est 
tangente  à  Tune  de  ces  bissectrices.  MA',  ce  qui  revient  à  donner  à  m,  dans  la  formule  (4). 
la  valeur  ^u',  et  à  choisir  pour  X  la  valeur  correspondante  X'.  Les  deux  tangentes  menées  de 
M  à  cette  conique,  étant  symétriques  par  rapport  à  MA',  sont  confondues  :  la  conique  (r') 
est  donc  tangente  en  M  à  MA'.  Il  existe  de  môme  une  seconde  conique  [V"],  tangente  en 
M  à.  MA".  Les  deux  conit{ues  (r'),  (r")  sont  donc  bien  les  deux  coniques  homofocales 
passant  par  M.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  I.  —  Deux  coniques  homofocales  sont  orthogonales  en  un  quelconque  de  leurs 
points  d'intersection. 

Car  si  deux  coniques  homofocales  (r'),(r")  so  coupent  en  un  point  M,  il  n'y  a  que  ces 
deux  coniques  homofocales  qui  passent  par  M  (n*  378),  et  nous  venons  de  voir  que  leurs 
tangentes  en  M  sont  rectangulaires  (fig.  208). 

Corollaire  II.  —  Les  tangentes  menées  d'un  point  aune  conique  à  centre  sont  également 
inclinées  et  en  sens  contraires  sur  les  rayons  vecteurs  joignant  ce  point  aux  foyers  de  la 
conique. 

Soient,  en  effet,  MT,  MTi,  les  tangentes  menées  d'un  point  M  à  une  ellipse  ou  hyperbole 
(F),  de  foyers  F,  F'.  L'une  des  coniques  homofocales  à  (V)  (celle  qui  corrtvspond  à  X  =  0) 


3S8 


GÉOMKTRIE  ANALYTIQUE 


Fig.  208. 


est.  comme  on  sait  (n«  377),  aplatie  suivant  le  segment  de  droite  FF',  et  les  tangentes  mcnves 
de  M  à  cette  seconde  conique  sont  les  rayons  vecteurs  MF,  MF',  L'angle  de  ces  rayons  vec- 
teurs admet  les  mêmes  bissectrices  que  celui  des  tangentes  MT,  MTi  ;  la  proposition  est 
donc  démontrée. 

Corollaire  III.  —  La  tangente  en  un  point  iVune  ellipse  est  bissectrice  extérieure  de 
Vangle  des  rayons  vecteurs  du  point  de  contact  ;  la  tangente  en  un  point  d'une  hyperbole 

est   bissectrice  intérieure  du  même 
y  I  angle. 

Soient,  en  effet  (fig.  208),  (D  une 
ellipse  ou  une  hyperbole  de  foyers 
F,  F',  M  un  de  ses  points  ;  menons 
les  rayons  vecteurs  MF,  MF',  et 
soient  MA'  la  bissectrice  extérieure 
de  leur  angle,  MA"  la  bissectrice 
intérieure.  Le  théorème  apprend 
déjà  que  la  tangente  en  M  à  (T)  est 
l'une  de  ces  deux  bissectrices  :  tout 
revient  donc  à  préciser  laquelle. 

Reportons-nous  pour  cela  à  la  for- 
mule (4)»  qui  définit  le  paramètre  À 
d'une  conique  (P')  homofocaJe  à  (D, 
en  fonction  du  coefficient  angulaire 
m  d'une  de  ses  tangentes,  MA.  issue 
de  M.  L'expression  de  X  reste  finie 
et  continue  pour  toute  valeur  de  m. 
iinie  ou  infinie.  Or,  X  s'annule  lors- 
que (D  est  aplatie  sur  FF'.  c>4ît-à- 
dire  lorsque  MA  se  place  sur  MF  on 
sur  MF';  d'autre  part,  lorsque  MA 
occupe  la  position  M.r',  parallèle  ù  0.2-,  qui  correspond  à  m  =  0,  X  est  positif;  X  reste  donc 
positif,  et  (r')  est  une  ellipse,  lorsque  MA  décrit  langlo  des  rayons  vecteurs  MF,  MF'  qui 
contient  Ma-',  c'est-à-dire  Tangle  extérieur,  et,  en  particulier,  lorsque  MA  occupe  la  position 
MA'  ;  X  reste  négatif,  et  (l")  est  une  hyperbole.  lorsque  MA  décrit  l'autre  angle  et,  en  par- 
ticulier, occupe  la  position  MA". 

Donc,  inversement,  si  (F)  est  une  ellipse,  sa  tangente  en  M  est  MA';  si  c'est  une  hyper- 
bole, sa  tangente  en  M  est  MA".  C.  Q.  F.  D. 

381.  Paraboles  homofocaleB  —  On  appelle  paraboles  homofocales  des  paraboles  a^^nl 
même  foyer  et  même  axe. 

Formons,  par  rapport  aux  axes  rectangulaires  0.i',  Oy.  l'équation  générale  des  paraboles 
homofocales,  dont  le  foyer  est  à  l'origine,  et  dont  l'axe  est  Ox  (fig.  209).  La  direclrirc 
d'une  telle  parabole  est  une  droite  quelconque,  a •  +  X  =0,  parallèle  àOy  ;  son  excentricité 
est  égale  à  l'unité  ;  l'équation  cherchée  est  donc  (n®  367)  : 

.^•'  +  y*  -  {'^  +  X)*  =  0. 
ou,  ordonnée  par  rapport  au  paramètre  X  : 
(1)  y*  —  2Xa- —  X*  =  0. 

Discussion.  —  L'équation  (1)  peut  être  écrite  : 

y'  =  2X(.r  +  \). 

ce  qui  met  en  évidence  l'abscisse  du  sommet,  — ^  .  Par  conséquent,  nous  voyons  que  les 

paraboles  homofocales  se  partagent  en  deux  séries,  suivant  le  sens  dans  lequel  elles  sont 
dirigées.  Pour  X  >  0,  elles  tournent  leui  concavité  vers  Oa-,  et,  pour  X  <  0,  vei-s  Ox\  Dons 
le  cas  limite  où  X  tend  vers  zéro,  par  valeurs  positives  ou  négatives,  la  parabole  tend  à  se 
confondre  avec  la  demi-droite  Ox  ou  avec  la  demi-droite  opposée  Ox'. 
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383.  Th^ohéhe.  —  Par  un  point  quelconque  du  plan  patient  deux  pai'abolea  homofocalei 
de  directions di/féreniet  (ng.  200). 
Carlipitrabolc  (1)  pisïcpar  le  poiiil  M(i'.,  y.)  sous  la  condition  que  X  vùrlfle  l'équalion  : 

(2)  yl  —  ilx,  —  X'  =  0, 


n  X  ayanl  loujoura  Aeax  r 


■a  ri'ollrs.  de  «ignés  conlru 


383.  THËoniHE.  —  Parmi  tes  paraboles  homo focale» ,  il  y  en  a  une  et  une  seule  tangente 
à  une  droite  donnée. 

Formons  en  elTet  l'équation  d'une  tangente  à  la  parabole  (l|,eiironctjondsgon  coefficient 
angulaire  m.  Lps  roordnnnéss  r,  y  de  son  point  de  oontaet,  ilonnéea  par  le  système  d'équa- 

m  =  —  ,        y'  —  îXj:  —  X'  =  0, 


!*  =  — .        ^ 
l'équation  de  cette  tangente  est  : 


donne  a  priori 


Cela  posé,  ai.  inversement, 
laire  m  et  un  de  ses  points  M{xt,  j/>|, 
l'équation  précédente  sera  vérillêe 
pour  X  =  xt,  s  =  jr>,  ce  qui  donne 
pour  À  une  valeur  et  une  seule  : 


2mly. 


13}       J-=     T^^.       .C.Q-F.D. 

3S4.  TuËoHiME.  —  Lee  langenlea 
tnenéee  d'un  mime  point  à  dei  para- 
bole* homofocaies  admettent  lee 
mimés  bitaectricet  ;  et  ces  bUsec- 
Irice*  sont  tes  tangentei  en  ce  point 
aux  deux  paraboles  homofocates 
passant  par  ce  point. 

Car,  si  on  se  itonno  le  point 
M(xt,  y,),  puis  la  parabole  (P)  pai' 
!<on  paramètre  X,  la  relation  précë- 
ilentc  (3)  devient  une  équation  en  m  : 

I4>    m'\k  +  2r.)  —  ïmy.  +  X  =  0, 

dont  Icj  racines  in.  ni,  sont  les  cocr- 
licîents  angulaires  des  tango  nie» 
MT.  MT,  menées  de  U(x.,  y.)  a  la 
parabole  (P).  Or,  les  coetllcicnts  an- 
irolaircs|ji'.I£"  dos  bissectrices  Ml',  MA"  de  l'angle  de  ci 


Flg.  SOO. 
:  tangentes  sont  les  n 


»  +  '"i 


\~fi 


-  X  +  ï. 
s  bisseclrit 


Cette  équation  étant  imlépcndanlc  do  X, 
bolc  homofocale  [i]. 

On  voit  ensuite,  comme  dgns  lo  cas  des  coniques  homofocali 
gentes  en  M  aux  ileux  paraboles  homofoculcs  passant  par  M. 

On  en  dédoira,  par  les  mêmes  raisonnements,  les  conséquences  s 

CoaoLLAiRB  I.  —  Deux  poraboles  homofocalee  sont  orthogonales 
point!  d'interteclion  (fig.  209). 


iont  lixes.  quelle  que  soit  la  para- 
que  {A'I  et  (A")  sont  les  tan- 

■1  un  quelconque  de  leurs 
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Corollaire  11.  —  Les  tangentes  menées  d'un  point  à  une  parabole  sont  égaietnent  inditùn 
sur  le  rayon  vecteur  joignant  ce  point  au  foyer,  et  sur  la  parallèle  à  Vaxe  menée  par  ce  point 

Car  ces  deux  dernières  droites  sont  les  tangentes  menées  du  point  M  à  la  parabole  parti- 
culière, aplatie  sur  Oo.*,  qui  correspond  à  la  valeur  X  =  0. 

C'est  ce  qui  résulte  aussi  de  ce  que,  dans  l'équation  en  {jl  fonnée  plus  haut,  -^  représente 

le  coefficient  angulaii'e  du  rayon  A'ccteur  du  point  M,  on  encore  la  tangente  de  l'angle  de  cv 
ravon  vecteur  et  de  l'axe  Oj*. 

Corollaire  III.  —  La  tangente  en  un  point  d'une  parabole  est  bissectrice  extérieure  tk 
V angle  formé  par  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  et  la  parallèle  à  Vaxe  menée  par  cf 
point,  dans  le  même  sens  que  la  parabole  (lig.  â09). 

En  elTet.  si  l'on  suppose,  par  oxoinple,  Xo  et  i/o  positifs,  ce  qu'on  )>eut  toujours  réaliser,  puor 
une  position  donnée  de  M,  en  dirigeant  convenablement  les  axes  Ox  et  Oy,  la  forniuK'l 

t/o 

monti'e  que  A  reste  positif  quand  ?«  varie  entre  0  et  -—  ,  c'est-a-dirc  quand  la  droite  MA,  «li- 

Xo 

coefticient  angulaire  m,  tournant  autour  de  M,  décrit  l'angle  extérieur  formé  par  le  rayon 
vecteur  OM  et  la  demi-droite  Hx',  parallèle  et  de  même  sens  à  Oj*. 

Donc,  lorsque  (A)  vient  occuper  la  position  lA"),  bissectrice  extérieure  de  cet  angli*.  à 
est  positif,  et  la  parabole  correspondante  (1),  tangente  en  M  à  (A"),  est  bien  dirigée  dansio 
sens  M.t'.  C.  Q.  F.  1). 

PROPRIÉTÉS  DES  DIRECTRICES 

385.  L'équation  des  coniques  on  coordonnées  polaires  se  prête  facilement  à  l'étude  des  pn>- 

priétés  des  directrices. 

On  sait  ^n"  376)  que,  le  pôle  étant  un  foyer,  une  conique  quelconque  (C)  est  représenté»*  pai 

l'éciuation  : 

4 

(1)  ---  =  a  cos  tu  +  6  sin  10  -|-  t'» 

r 

et  sa  directrice  (D)  par  l'équation  : 

\ 

(2)  —  =  a  cos  ti>  -|-  6  sin  w. 

? 


Équation  de  la  sécante  passant  par  deux  points.  —  Considémns  (bux  points  M  et  M'  <lr 
la  conique,  définis  par  leurs  angles  polaires  0-|-  a  et  0  —  a,  2a  étant  Tangle  de  leurs  rayon<« 
vecteurs,  i^t  B  l'angle  polaire  d'une  bissectrice  de  cet  angle. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  l'équation  de  la  sécante  MM'  mise  sous  la  forme  (n«  101  »  : 

i 
— -  =  a  cos  oj  -|-  ô  sin  co  +  X  cos  w  +  ijl  sin  lo, 

X  et  {ji  étant  deux  inconnues,  définies  par  les  deux  équations  suivantes,  obtenues  en  expri- 
mant que  la  droite  passe  par  M  et  M'  : 

X  cos  (B  +  a)  -\-  [i  sin  (B  +  a)  =  c,        X  cos  (B  —  «)  +  [Jt  sin  (B  —  a)  =  c. 

ou,  en  ajoutant  et  retranchant  : 

c 

X  cos  B  4-  u  sin  B  = .        X  sin  B  —  u  cos  B  =  0  : 

■    ~  cos  a  ~  ' 

d'où  : 

c 


X  jx  cos  a  X  cos  CD  -^  UL  sin  a> 

cos  B         sin  B  1  cos  (w  —  Bj  * 

et  l'équation  de  la  sécante  est  enfin  : 

1  c 

Ci)  —  =  a  cos  o>  4-  ^  ï^in  <<*  H cos  (w  —  B). 

'  0  '  '     cos  a  ^  ' 

Équation  de  la  tangente  en  un  point.  —  En  faisant  tendre  a  vers  zéro  dans  cette  éifuaiion. 


iV- 
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OD  en  déduit  immédiatement  l'équation  de  la  tangente  en  un  point  M,  défini  par  son  angle 
polaire  0  : 

(4)  —-  =  a  C08  tù  -f-  6  sin  u)  +  <^  cos  (eu  —  8). 

r 

Coordonnées  du  pdle  d'une  séotnte.  —  En  remplaçant,  dans  cette  équation  (4),  0  par  6  -|-  a. 
puis  par  8  —  a,  on  forme  les  équations  des  tangentes  aux  deux  points  M  et  M' d'angles  polaires 
8  -f-  2  et  8  —  a  :  en  retranchant  et  ajoutant  ces  équations  on  obtient  : 

i 
cos  (eu  —  8  —  a)  =  cos  (co  —  8  +  «)»        —  =  «  cos  to  +  6  sin  co  +  c  cos  a  cos  (co  —  8), 

r 

équations  que  vérifienl  les  coordonnées  polaires  du  point  P,  intersection  des  langonlos  en  M 
et  M',  et,  par  conséquent,  pôle  de  la  sécante  MM'  (n«  304) . 
On  aura  deux  coordonnées  de  ce  point  en  prenant  la  solution  : 

(a>  —  8  —  a)  +  (Cl)  —  8  +  «j  =  0, 
qui  donne  : 

(5)  (I)  =  8,         —  =  «  cos  8  +  6  sin  8  +  c  cos  a. 

P 

387.  —  Ces  divers  résultats  conduisent  immédiatement  aux  conséquences  suivantes  : 

Théorème.  —  Les  bissectrices  de  Vangle  formé  par  les  rayons  vecteurs  menés  d'un  foyer  aua' 
de uj:  points  d'intersection  d'une  sécante  et  de  la  conique,  passent,  Vune  par  le  point  de  ren- 
contre  de  cette  sécante  et  de  la  directrice.  Vautre  par  le  point  d'intersection  des  tangentes 
aux  deux  extrémités  de  cette  sécante. 

En  effet  (Ûg.  210).  les  extrémités  M  et  M'  d'une  sécante  ayant  pour  angles  polaires  8  -|-  a  et 
0  —  a,  nous  avons  vu,  d'une  part,  que  P,  pôle  de  cette  sécante,  a  pour  angle  polaire  8  151: 


d'autre  part,  en  combinant  les  équations  (2)  et  (3)  de  la  directrice  et  de  la  sécante,  on  tmuvo 
4(ue  l'angle  polaire  du  point  Q.  intersection  de  cotte  sécante  MM'  avec  la  directrice  (D),  satis- 
fait à  la  condition  :  cos  (w  —  8)  =  0,  qui  donne  :  to  =  8  +  -3-  .  Ceci  démontre  le  théoivme,  car 
8  et  0  -J-  -^  sont  les  angles  polaires  des  bissectrices  de  l'angle  des  rayons  vecteurs  OM,  OM'. 

ma 

En  séparant,  dans  l'énoncé  de  ce  théorème,  ce  qui  concerne  chaque  bissectrice,  on  en  déduit 
Jes  deux  conséquences  suivantes  : 

Corollaire  I.  —  La  droite  joignant  un  point  P  au  foyer  0  d'une  conique  est  bissectrice  de 
rang  le  des  rayons  vecteurs  OM,  OM.'  joignant  ce  foyer  0  aux  points  de  contact  M,  M'  des  deux 
tangentes  issues  de  P. 

CoROLLAiBE  II.  —  La  droite  joignant  un  foyer  au  point  d'intersection  d'une  sécante  avec  la 
directrice  est  bissectrice  de  l'angle  des  rayons  vecteurs  joignant  ce  foyer  aux  deux  points  d'in- 
tersection de  la  sécante  avec  la  conique. 
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388.  Théorème.  —  La  portion  de  la  tangente  à  une  conique,  comprise  entre  son  point  de 
contact  et  son  point  de  rencontre  avec  la  directrice,  est  vue  du  foyer  correspondant  sous  un 
angle  droit. 

Car  l'équation  (4)  montre  que  la  tangente  en  un  point  M  (fig.  210)  d'angle  polaire  0.  ren- 
contre la  directrice  en  un  point  T  satisfaisant  à  la  condition  cos  (co  -^  6)  =  0,  qui  donne 

co  =  0  +  y. 

Ce  théorème  n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  du  précédent,  correspondant  au  cas  où 
la  sécante  devient  tangente. 

Il  résulte  encore  de  ce  que,  les  expressions  de  -r*  f  dans  l'équation  de  la  conique  et  celle  de 

la  directrice,  ne  différant  que  d'une  constante  c,  la  conique  et  la  directrice  ont  nit^me  sous- 
tangente  polaire  (n*  196). 

Corollaire.  —  La  corde  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  de  la  directrice  est 
perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  de  ce  point,  et  passe  par  le  foyer. 

Car»  si  PM,  PM'  sont  deux  tangentes  issues  d'un  point  P  de  la  directrice,  les  droites  OM,0M'. 
joignant  le  foyer  0  aux  deux  points  de  contact  M,  M',  sont  perpendiculaires  toutes  deux  sur  OP. 

389.  Théorème.  —  I^  lieu  des  pôles  des  sécantes  vues  d'un  foyer  sous  un  angle  constant  est 
une  conique  ayant  même  foyer  et  même  directrice. 

Car,  si  la  sécante  MM'  est  vue  du  foyer  sous  un  angle  constant  2a,  les  formules  (5)  montrent 
que  les  coordonnées  du  pôle  de  MM'  satisfont  à  l'équation  : 

-—  =  a  cos  (i>  -}'  ^  sin  b)  -|-  c  cos  a, 

r 

laquelle  représente  bien  une  conique  ayant  môme  foyer  0,  et  même  directrice  (D).  L'excen- 
tricité e'  de  cette  conique  est  donnée,  en  fonction  de  l'excentricité  e  de  la  première,  par  la 
formule  : 

{/a*  +  b*  e 


e' 


e  cos  a.  cos  a 


Théorème.  —  L'enveloppe  des  cordes  d'une  conique,  vues  du  foyer  sous  un  angle  constant, 
est  une  conique  ayant  même  foyer  et  même  directrice. 

Car,  en  comparant  l'équation  de  la  sécante  (3)  avec  celle  de  la  tangente  (4),  on  voit  imnié^ 
diatemcnt  que  si  la  corde  est  vue  du  foyer  sous  un  angle  constant  2s,  elle  reste  tangente  à 
une  conique  ayant  mêmes  foyer  et  directrice,  d'équation  : 

-—  =  a  cos  w  +  0  sm  (1)  + 


p  '  '     cos  a 

et  ayant  pour  excentricité  : 

\/a*  +  h 


t 
c"  =  ±  ' '• cos  a  =  c  cos  a. 


EXERCICES 

1.  Ij'angle  sous  lequel  on  voit,  d'un  foyer  d'une  conique,  la  portion  d'une  l;angent«  mobile  comprise  entre  drai 
Langcnles  fixes  esl  constant. 

2.  Lieu  du  sommet  d'une  parabole  variable  dont  le  foyer  est  fixe,  el  qui  passe  par  im  point  donné. 

3.  Dans  une  conique,  on  mène  les  normales  aux  extrémités  d'une  corde  passant  par  un  foyer. 

1*  1^  parallèle  à  l'axe  focal  menée  par  le  point  de  rencontre  des  deux  normales  passe  par  le  milieu  de  eeU« 
corde  ; 
S*  Lieu  du  point  de  rencontre  des  deux  normales. 

4.  La  tangente  et  la  normale  en  un  point  M  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  sont  les  droite*  qui  joigDcnt  M 
aux  points  d'iaterscclion  avec  l'axe  non  focal  du  cercle  passant  par  M  el  par  les  deux  foyers. 

5.  Deux  axes  fixes  passent  par  le  foyer  F  d'une  conique  ;  une  tangente  mobile  les  coupe  en  A  et  B  ;  par  ces 
points  on  mène  les  tangentes  AC  et  BD  ;  trouver  le  lieu  de  leur  point  d'intersection. 

Cas  où  l'angle  des  axes  fixes  est  nul  ou  droit. 

{École  Normale.) 

6.  Dans  une  ellipse,  le  pied  d'une  directrice  et  les  projections  du  foyer  correspondant  sur  deux  tangeote»  et 
sur  leur  corde  de  contact  sont  quatre  points  situés  sur  un  même  cercle. 
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Trouver  le  lieu  du  coolre  de  ce  cercle  lorsque  le  point  de  reocontre  des  tangentes  données  décrit  la  circon> 
rêrence  qui  a  pour  centre  l'autre  foyer  et  pour  rayon  le  grand  axe. 

7.  Déterminer  analytiquemeut  une  conique  dont  on  donne  un  foyer  et  trois  points. 
On  prendra  le  foyer  pour  origine  et  Ton  déterminera  Téiiualion  de  la  conique  : 

t"  En  coordonnées  cartésiennes  ; 

3"  En  coordonnées  polaires. 

On  montrera  qu'il  y  a  quatre  coniques  répondant  à  la  question,  et  que  trois  au  moins  d'entre  elles  sont  des 
hyperboles.  On  discutera,  en  coordonnées  polaires,  la  nature  de  la  quatrième  lorM|u'ou  fait  varier  l'un  des  trois 
points  donnés. 

8.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  flxe  P  à  un  système  de  coniques  homofocales. 
Lieu  des  pieds  des  normales  menées  de  P  à  ces  coniques. 

9.  Les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires,  on  donne  les  points  A(a,  0),  B(0,  6)  et  l'on  considère  une 
conique  S  tangente  aux  axes  et  admettant  AB  pour  directrice. 

1"  Trouver  ré(|uation  du  lieu  B  du  foyer  de  S  qui  correspond  à  la  directrice  AB  ; 

2*  Tracer  le  lieu  E  dans  l'hypothèse  a  =  b. 

Interprétations  des  diverses  parties  de  ce  lieu.  Démonstration  géométrique. 

3*  Dans  lliypothèsc  a:^  b,  reconnaître  que  le  lieu  B  se  décompose  en  une  droite  et  une  courbe  C,  et  former 
l'équation  de  cette  courbe. 

Tracer  la  courbe  G  :  tangentes  aux  points  A,B,0  ;  asymptote. 

Les  cordes  de  la  courbe  C,  vues  du  point  0  sous  un  angle  droit,  passent  par  un  point  flxe  ;  le  prouver  et  don- 
ner Téquation  générale  de  ces  cordes. 

5<*  Tracé  de  la  courbe  C  dans  l'hypothèse  a  =  îb{b  étant  arbitraire). 

{Ecole  Centrale,  2*  session,  1898.) 

10.  Oo  donne  une  conique  Gxe  dont  0  est  un  foyer  ;  on  considère  une  conique  variable  (S)  d'excentricité  don- 
née, ayant  un  foyer  en  0  et  tangente  à  la  conique  fixe.  Trouver  le  lieu  des  deux  sommets  de  (S)  qui  sont  situés 
sar  l'axe  focal. 


11.  On  donne  une  conique  : 

e* 


a*      a»  — 


On  joint  un  point  M  de  cette  conique  aux  deux  foyers  F  et  F'. 

i*  On  demande  d'exprimer  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  inscrit  dans  l'intérieur  du  triangle  HFF^  au 
moyen  des  coordonnées  du  point  M  ; 

2*  Dans  le  cas  où  la  conique  donnée  est  une  ellipse,  on  démontrera  que  si  l'on  considère  les  cercles  inscrits 
dans  deux  triangles  correspondant  i  deux  points  M  et  H^  de  la  conique,  Taxe  radical  de  ces  deux  cercles 
passe  par  le  point  milieu  du  segment  MM'  ; 

3*  Pour  chaque  position  du  point  M,  le  rayon  vecteur  FM  touche  le  cercle  correspondant  en  un  point  P.  On 
déterminera,  en  coordonnées  polaires,  l'équation  du  lieu  décrit  par  le  point  P.  On  prendra  le  foyer  F  pour  ori- 
gine des  rayons,  et  l'axe  des  x  pour  origine  des  angles. 

{Ecole  Polytechnique^  1884). 

13.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  à  Tellipse  en  doux  points  tels  que  le  produit  ou  la  somme  des 
deux  rayons  vecteurs  joignant  ces  points  à  l'un  des  foyers  soit  constant. 
Lien  du  milieu  et  enveloppe  de  la  corde  do  contact. 

13.  Dans  une  ellipse  donnée,  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie,  on  mène  |>ar  le  foyer  F  deux  ravons  vecteurs 
FM,  FN  tels  que 

FM  ^  FN         k  ' 
k  désignant  une  constante. 

1*  Rechercher  l'équation  du  lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  P  des  tangentes  à  l'ellipse  donnée  aux 
points  variables  M  et  N  ; 

S*  On  demande  une  discussion  algébrique  de  l'équation  trouvée,  pour  les  diverses  valeurs  positives  de  A',  afin 
de  reconnaître  la  nature  du  lieu  ; 

b* 
Z*  Pour  k  =  -^  la  courbe  dégénère  en  deux  droites  dont  l'une  est  la  directrice  correspondant  au  foyer  F 

tic  Fellipse  donnée.  Démontrer  directement  que  la  polaire  de  tout  point  P  de  cette  droite  rencontre  l'ellipse  en 
deux  points  M,  iN  tels  que 

1      .      1    _  ia 

FM  "^  W  ~  b*  * 

se  servir  à  cet  effet  des  propriétés  de  l'ellipse  et  de  l'équation  de  celte  conique  en  coordonnées  polaires,  le  pôle 
étant  au  foyer  F  et  l'axe  polaire  se  confondant  avec  le  grand  axe  de  l'ellipse. 

4*  Pour  Ar  £=2  -3-,  le  lieu  est  une  parabole  ;  trouver  l'équation  de  cette  courbe,  rapportée  à  sou  axe  de  symé- 

trie  et  à  la  tangente  au  sommet  ; 

5*  Quelle  valeur  faut-il  attribuer  à  k  pour  que  le  lieu  soit  une  hyperbole  équilalcre?  Rapporter  cette  hyper- 
bole à  son  centre  et  à  ses  axes,  puis  à  ses  asymptotes. 

{Concourt  Général  des  Àthénéet  de  Belgique^  Bhétoriqu9  deê  Mumanitétt  1903.) 


LIVRE  V 

ÉTUDE  SOMMAIRE  DES  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ 


CHAPITRE  PREMIER 

CONSTRUCTION  DES  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ 

390.  Discussion  de  Téquation  du  second  degré.  —  L*ëquaiion  d'une  courbe 
du  second  degré  est  de  la  forme  : 

(i)  Kx^  +  2Bxy  +  Cy»  +  2Dx  4-  2Ey  +  F  =  0, 

A,  B,  G,  D,  E,  F  étiint  six  coefficients  quelconques.  Pour  trouver  les  différentes 
formes  de  courbes  qui  sont  représentées  par  l'équation  (1),  remarquons  qa*en 
la  résolvant  par  rapport  k  Tune  des  coordonnées,  y  par  exemple,  nous  la 
ramenons  à  la  forme  y  =  f[x),  déjà  étudiée  (Livre  III,  chap.  1). 
L'équation  (1),  ordonnée  par  rapport  k  y,  devient  : 

Gy^  +  2(Bx  +  E)y  +  kx^  +  2Dx  +  F  =  0  ; 

la  résolution  par  rapport  à  y  nous  conduit  à  distinguer  plusieurs  cas  : 
1°  G  =^  0  ;  pour  chaque  valeur  de  a;,  il  y  a  deux  valeurs  de  y  : 

y  = j^  =t:  —  /(Ba:  +  E)=^  —  G(Ax*  +  2Da:+  F), 

et  ces  valeurs  prennent  la  forme  : 

ri)  y  =  mx  +  h±  y/oo;-  +  2to  +  c, 

si  Ton  pose  : 

B      ^             E              B^  — AG    ^       BE  — GD             E^  — GF 
(d)  m== j^,A  = --,a  = ^;j ,0  = ^3 ,c  =  — gr 

On  m  déduit  : 

(4)  }f^^ac  =  -~ 

avec  : 

(5)  ,  A  =  -2B1)E  —  AE-  —  GD-  +  F(AG  —  B-). 
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/  E 

â<*  C  ==  0,  B  :^  0  ;  pour  chaque  valeur  de  x,  sauf  pour  a?  ^^  a  =  —  -rr-, 

il  y  a  une  seule  valeur  de  y  : 

__  \x^  +  :2na;  +  F  \x'  +  "ihx  +  F 

y—~       2(Ba;+E)       "^  ""       2B(a;— a) 

ou,  en  effectuant  la  division  indiquée  au  second  membre  : 

<6)  y=:mx  +  h+ ; 

en  posant  : 
-^      _       A.  AE  ~  2BD  —  AE^  +  2BDE  —  FB^  _     A 

où  A  est  donné  par  la  formule  (5),  dans  le  cas  particulier  de  G  =  0. 

3'  G  =  0,  B  =  0,  E  =7^  0  ;  pour  toute  valeur  de  j;,  il  y  a  une  seule  valeur 

de  y  : 

Ax^  +  'il>«g  +  F 

^~"  2E 

valeur  de  la  forme  : 
f8)  y  =  ax^  +  ^bx-\-  c, 

et  l'on  a  : 

«  =  -  2Ê  ^  ^' 

car  autrement,  G,  B,  A  étant  tous  les  trois  nuls,  Téquation  de  la  courbe  ne 
serait  plus  du  second  degré. 

Remarquons  en  outre  que,  dans  ce  cas,  la  quantité  A,  introduite  précédem- 
ment, se  réduit  à  A  =  —  AES  et  n'est  pas  nulle. 

4<>  G  =  0,  B  =  0,  E  =  0  ;  Téquation  (1)  est  alors  indépendante  de  y,  et  se 
réduit  h  : 

(9)  Aa;2+2l)a?+F  =  0, 

le  coefficient  A  ne  pouvant  être  nul  pour  la  môme  raison  que  dans  le  cas  pré- 
cédent. De  plus,  la  quantité  A  est  aloi's  nulle. 

391.  —  Ges  divers  résultats  conduisent  aux  conséquences  suivantes. 

GoNsÉQCENCE  I.  —  Datis  le  cas  de  G  ^  0,  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de 
la  courbe  parallèles  à  Vaxe  Oy  est  une  droite. 

En  effet,  dans  ce  cas,  à  chaque  valeur  de  x,  .correspondent  deux  valeurs 
de  y,  dont  l'expression  est  de  la  forme 

y  ==  rnx  ■+-  A  rt  Y, 

pn  posant  : 

Y  =:  \/âx'~-Çibx  +  'c. 
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Sur  la  parallèle  à  0^,  d'abscisse  x  =  Om  (fig.  211),  portons  alors  les  seg- 
ments :  

m\L  =  mx  +  h,        |iJ!tf  ==  Y,        \M'  =  —  Y. 

La  droite  m[t  coupe  la  courbe  aux  deux  points  M,  M'  ;  et  le  point  \l,  milieu  de 
la  corde  MM',  décrit  la  droite  (D)  définie  par  l'équation  y  =  mx  +  h.  C.Q.F.D. 


Fig.  211. 


Fig.  212. 


CoNSBQUENCE  II.  —  Daus  le  cas  de  AC  —  B^  :/=  0,  la  courbe  admet  un  centre 
de  symétrie. 

En  eilet,  ^^upposon8  d'abord  C  =^  0,  et  reportons-nous  à  l'expression  pré- 
cédente de  Y  :  

Y  =  \^ax^  -h  ibx  +  c. 

Bt yC 

La  quantité  sous  le  radical  est  un  trinôme  du  second  degré,  car  a  =  — j^ — 

n'est  pas  nul;  on  sait  qu'elle  prend  la  même  valeur  pour  deux  valeurs  de  x 
équidistantes  de  : 

a  ' 

Soit  C  le  point  de  la  droite  (D)  qui  a  pour  abscisse  a  (fig.  313).  Donnons 
à  X  deux  valeurs  quelconques  x  =  ct+z,  Xi  =  cl  —  z,  symétriques  par  rap- 
port à  (X  ;  les  ordonnées  correspondantes  rencontrent  la  droite  (D)  en  deux 
points  [1,  uLi,  symétriques  par  rapport  à  C,  et,  comme  pour  ces  deux  valeurs 
de  X  la  valeur  de  Y  est  la  même,  ces  deux  ordonnées  rencontrent  la  courbe, 
l'une  en  deux  points  M,  M'  symétriques  par  rapporta  ji.,  l'autre  en  Mi  et  M'i, 
symétriques  par  rapport  à  jj-i,  et  l'on  a  :  îiM  =  —  |jlM'  =  j^iMi  =  —  mM^. 
Le  quadrilatère  MM'M'iMi  est  donc  un  parallélogramme,  dont  les  sommets 
M  et  M'i,  M'  et  Mi  sont  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à  C. 

Ce  point  C  est  bien  un  centre  de  symétrie  de  la  courbe. 

Supposons  maintenant  G  =  0,  ce  qui,  en  vertu  de  l'hypothèse  :  AC —  B*  =^  0. 

entraîne  B^  Q.  Dans  ces  conditions,  on  a  vu  (n**  390)  qu'à  chaque  valeur 

de  X  correspond  pour  y  une  seule  valeur  de  la  forme  : 

le 
y  =  mx  +  A  +  Y,       en  posant  :       Y  ==  ^  • 
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(Considérons  (lig.  213)  la  droite  {}))  d'ëquation  y  =  mx  +  A,  et»  sur  cette 
droite,  le  point  G  d'absrisse  a;  ^=  a.  Si  Ton  donne  h  x  deux  valeurs  quel- 
conques x  =  !t  +  z,Xi^=:%  —  z,  équidistantes  do  a,   l'expression  Y  prend 
«i«Mjx   valeurs   opposées  ;   les  ordonnée^    cor- 
respondantes  rencontrent  donc  la  droite  (D) 
(Ml  deux  points  a,  jti  symétriques  par  rapport 
à  <],  et  la  courbe  en  deux  points  Al,  Mi,  pour 
lesquels  on  a  :  |aM  ^^  —  l^iMi.  Les  deux  poinis 
M,  M|  sont  donc  symétriques  par  rapport  à 
(',  et  la  courbe  admet  C  pour  centre  de  symé- 
liie.  Fig.  213. 

392.  Définition.  —  Nous  avons  introduit  dans  ce  qui  précède  la  quantité  : 

A  =  2BDE  —  AE=*  —  CD*  +  F(A(:  —  W). 

Or,  si  l'on  rend  bomogène  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe, 
on  obtient  : 

f{x,  y,  z)  =  Xx^  -+-  tl^xy  +  Cy*  +  'i\}xz  +  tEyz  +  F;;^ 

el  l'on  vérifie  aisément  que  A  est  le  développenient  du  déterminant  formé 
avec  les  coefficients  de  Xj  y,  z  dans  les  demi-dérivées  partielles: 

^/ï  =  Ax  +  By+Dj,       ^/-^^Bx  +  Cy  +  E^,      ^  n  =  \)x  +  \i.y  +  Vz. 

m»  JÊi  M 


O  déterminant  : 


A  = 


A     B     l) 

B   i]   y: 

I)     E     F 


est  appelé  le  dûcrinunant  de  f(x,  y,  z). 

Ueniarquons  que  les  six  dérivées  ou  demi-dérivées  de  À  par  rapport  aux 
roeflicit'nts  : 

A\  =  CF  —  E^  4-  -^'b  -"  '^^  —  ^^'         ^'^-^  ^  AF  —  l)^ 


-i  A'n=BE  — Ci), 


i  A  K=  BD  -  AE,         AV=  AC  —  B-\ 


ii,oni  \çi^  mine\(r8  div  discrirninant. 

Le  mineur  A(]  —  B^  jouant  un  rOde  tondamental  dans  toute  la  théorie,  nous 
poserons,  poiir  abréger  : 

0  =  AC  —  W. 

393.  Condition  pour  qu'une  courbe  du  second  degrç^se  décompose.  — 
Thkorèmb.  —  Pour  qu'une  courbe  du  aecojîd  degré  ne  décompose  eu:  deux 
droites,  il  faut  et  il  suffit  que  le  discriminant  du  premier  membre  de  $o7i 
équation  soit  nul. 


Tk»:*«e  et  Thvbai'T.  GcomWric  aiial>  tique. 


->o 
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Examinons,  on  eiFct,  les  divers  cas  que  nous  avons  trouvés  dans  la  résolu- 
lion  de  cette  équation  (n°  390). 

1°  Soit  :  C  ^  0.  Pour  que  la  courbe  se  décompose,  il  faut  d'abord  que,  pour 
une  infinité  de  valeurs  de  x  appartenant  h  un  intervalle,  si  petit  qu'il  soit, 
chacune  des  valeurs  de  y  données  par  la  formule  (2)  (n**  390)  soit  de  la 
forme  :  y  =^  px'-\-  Qy  p  ci  q  étant  des  constantes,  et,  par  suite,  que  Ton  ait  : 

mx  +  A  +  ^ax^  +  ^2bx  +  c  =  px  +  Ç, 

ou  : 

ax^  +  ibx  +  c  =  (px  +  q  —  mx  —  h)^, 

relation  qui,  devant  avoir  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x,  doit  s»» 
réduire  h  une  identité.  Il  fîuit  donc  que  le  trinôme  du  second  degré  plac(^  au 
premier  membre  soit  carré  parfait,  ou  que  Ton  ait  :  6^  —  ac  =  0,  c'est-h-diro 
A  =  0,  d'après  la  relation  (4). 
Cette  condition,  A  =  0,  est  d'ailleurs  suffisante,  car,  si  elle  est  vérifiée,  on  a. 

pour  a=/=  0  : 

/          6  \* 
ax'  +  2to  +  c  =  a  I  x  H )  ; 

et,  pour  a  ^-^  0  : 

ax' -h  2^>j;  +  (^  =  c; 

de  sorte  que  les  deux  valeurs  de  y  sont,  dans  le  premier  cas  : 

(10)       y  =  7nx  +  h  +  (x  +— )v^^      y  =  7nx+h—  (-^"^  "*- -^j V^^^ 

dans  le  second  cas  : 

(il )  y  =  mx  +  h  +  V^?.        y  =--  mx  +  A  —  \^c; 

elles  définissent  chacune  une  droite,  réelle  ou  imaginaire. 

i"*  Soit  :  C  ^^  0.  H  =/=  0.  Pour  que  la  courbe  se  décompose,  il  faut  alors,  pour 
les  môjues  raisons  que  plus  haut,  que  l'on  ait  identiquement  : 

k 
— — -  =px  +  q  —  mx—  h. 

ce  qui  exige  :  k  =  0.  ou,  d'après  (1)  :  1  =r-.  0. 

Otte  condition  est  encore  suffisante,  car,  si  elle  est  remplie,  l'équation  de 

la  courbe,  résolue  sous  la  forme  (6).  est  vérifiée  identiquement  pourx=-2. 

et  donne,  pour  x  ^  x,  y  =-  mx  +  h.  La  courbe  se  décompose  donc  en  deux 

droites  : 

X  —  a  =  0,        y  =  mx  +  h. 

3*^  Soit  :  C  =  0,  B  =  0,  E  :7<^  0.  Dans  ce  cas,  pour  que  la  courbe  se  décom- 
pose, il  faudrait,  toujours  pour  les  mêmes  raisons,  que  l'on  ait  identique- 
ment : 

aX'  +  ihx  +  c  7E1  px  -{-  q. 
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identité  qui  ne  sera  jamais  vérifiée,  a  n'étant  pas  nul.  La  courbe  ne  peut  donc 
jamais  se  décomposer.  D'autre  part,  nous  savons  (n**  390)  que,  dans  ce  cas, 
A  n'est  pas  nul,  et,  par  suite,  la  proposition  est  encore  exacte. 

4**  Soit  enfin  :  C  =  0,  B  =  0,  E  =  0.  Dans  ce  cas,  l'équation  de  la  courbe, 
qui  se  l'éduit  à  : 
(9)  Ax^  +  2Da?  +  F  =  0, 

est  vérifiée  identiquement  pour  deux  valeurs  Aax,  x^=x^,x=^  a?".  La  courbe 
se  décompose  alors  en  deux  droites  parallèles  à  Oy  et,  d'autre  part,  la  condi- 
tion A  =  0  est  toujours  vérifiée.  La  proposition  s'applique  donc  encore  à  ce 
cas. 

394.  Théorème.  —  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la 
courbe  du  second  degrés  représentée  par  V équation  (4),  se  décompose  en  deux 
droites  parallèles  sont  : 

A  =  0,        S=0. 

Examinons  encore  les  différents  cas. 

i**  Soit  d'abord  :  C  =^  0.  Pour  que  la  courbe  se  décompose  il  faut  que  A  soit  nul  ; 

ensuite,  si  a  =  jr. — -  n'est  pas  nul,  les  deux  équations  (10)  trouvées  plus 

haut  montrent  que  les  deux  droites,  dont  est  formée  la  courbe,  se  coupent  en 

un  point  et  un  seul,  de  coordonnées  a  = ,  P  =  moi  +  h.  Au  contraire,  si 

a 

a  est  nul,  les  deux  équations  (il)  montrent  que  la  courbe  se  décompose  en 
deux  droites  parallèles. 
Dans  ce  cas,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  sont  donc  bien  : 

A  =  0,         AC  —  B^  =  0. 

2'^  Soit  :  C  =  0,  B  ^  0  ;  la  courbe  ne  peut  pas  se  décomposer  en  deux  droites 
parallèles,  car,  si  elle  est  fgrmée  de  deux  droites,  l'une  est  parallèle  à  Oy  et 
l'autre  ne  l'est  pas.  D'autre  part,  la  condition  AG  —  B*  =  0  n'est  jamais  véri- 
fiée et  la  proposition  est  alors  exacte 

3o  Soit  :  C  =  0,  B  =  0,  E  :^  0  ;  la  courbe  ne  se  décompose  jamais  en  deux 
droites,  et  la  condition  A  =  0  ne  peut  être  vérifiée. 

4**  Soit  enfin  :  C  =  0,  B  =  0,  E  =  0.  Dans  ce  cas,  la  courbe  se  décompose  en 
deux  droites  parallèles  h  Oy,  et,  d'autre  part,  les  deux  conditions  A  =  0, 
AC  —  B^  =  0  sont  toujours  vérifiées. 

La  proposition  est  donc  générale. 

395.  Théorème.  —  Pour  qu'une  courbe  du  second  degré  se  réduise  à  deux 
droites  confondues,  il  faut  et  il  suffit  que  les  mineurs  du  discriminant  du 
premier  membre  de  son  équation  soient  tous  nuls. 

En  effet,  soit  d'abord  :  G  =^0.  Pour  que  la  courbe  se  réduise  h  deux  droites 
confondues,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  se  décompose  en  deux  droites  parallèles, 
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et  que  celles-ci  soient  confondues.  Il  y  a  donc  trois  conditions  nécessaires  et 

suffisantes,  qui  sont  : 

E^~-  CF 

A 
ou,  d'après  la  relation  :  é*  —  ac  =  —  p»  («"*  390)  : 

B^  ~  AC       ,,                  E^  -  CF       ^                  BE  —  CD       ^ 
«= jy =  ^*  ^= ^ ="»         ^= ri ="• 

Soit  ensuite  :  G  =  0;  d'après  le  raisonnement  du  lhc''orème  précédenl,  il  faut 
et  il  suflil,  d*abord  que  Ton  ait  :  H  ^^  0,  E  =^  0,  puis,  que  les  deux  droites  paral- 
lèles à  Oy,  représenlëes  par  l'équation  (9),  soient  confondues,  ou  que  ron  ail: 
D*  —  A¥  =  0.  Il  y  a  donc  encore,  dans  ce  cas,  trois  conditions  : 

B  ==  0,        E  =  0,         D*  —  AF  ^  0. 

Dans  le  premier  cas,  les  trois  conditions  obtenues  peuvent  être  écrites  : 

A'f  =  0,        A'.v  =  0,         A^D  =  0, 

et,  comme  G  n'est  pas  nul,  elles  entraînent  comme  conséquences  : 

B^  E^  BE 

A—  ^,,        ^  —  c        *^—   C  ' 


d'où  : 


^UB—    ^,    '^^-^  "^; 


1  BE      B^ 

^A^::^B  — —  ~E^0. 

Dans  le  second  cas,  l'hypothèse  G  ^^  0  et  les  trois  conditions  obtenue^ 
entraînent  immédiatement  comme  conséquences  que  tous  les  mineurs  de  A 
sont  nuls. 

Remarque.  —  Il  est  bon  d'observer  que  l'énoncé  du  théorème  contient  >ix 
conditions,  puisque  A  a  six  mineurs,  mais  que  ces  conditions  se  réduisent  h 
trois  distinctes. 

GLASSIKIGATION  DES  COURBES  DU  SECOND  DEGRE 

396.  Genre.  —7  Nous  avons  vu  (n°  227;  que  le  faisceau  des  directions  asynip- 
totiques  de  la  courbe  : 

(1  )  Xx^  +  ^^xy  +  C.y'  +  -^ï>^  +  2Ey  +  F  =^  0, 

était  défini  par  l'équation  : 

(12)  \x'  +  2Bj:y  +  V.t  ^  0, 

qui  représente  deux  droites  réelles  ou  imaginaires,  distinctes  ou  confondues 


CLASSIFICATION  DK8  COLUHKS  DU  SKCONI)  DKGRK  341 

issues  de  Torigine.  Nous  sommes  ainsi  conduits  à  distinguer  trois  cas  : 

1<>  ô  =  AÇ  —  IP>0,  réquation  (1î2j  représente  deux  droites  imaginaires 
(n®  105)  ;  dans  ce  cas,  les  courbes  du  second  degré  (\)  n*ont,  comme  l'ellipse, 
aucun  point  h  Tinfini  ;  on  dit  qu'elles  forment  le  genj'e  Ellipse. 

i""  ù^  \C,  —  B*<  0,  Téquatiôn  {\i}  définit  deux  droites  réelles  et  distinctes; 
les  courbes  représentées  par  l'équation  (  l)  ont,  comme  l'hyperbole,  deux  direc- 
tions asymptotiques  réelles  et  distinctes;  elles  forment  le  genre  Hyperbole. 

3^  ô  =  AG  —  B-  =  0,  l'équation  (12)  représente  deux  droites  confondues  ;  les 
courbes  correspondantes  (1)  ont,  comme  la  parabole,  deux  directions  asymp- 
totiques confondues  ;  on  dit  qu'elles  forment  le  genre  Parabole. 

En  résumé,  l'équation  (1)  peut  représenter  trois  genres  de  courbes  corres- 
pondant aux  trois  hypothèses  suivantes  : 

!*>  AC  —  B*  >  0,        Genre  Ellipse  ; 
S"*  AÇ  —  B^  <  0,        Genre  Hyperbole  ; 
3*»  AC  —  B^  =  0,        Genre  Parabole. 

Nous  examinerons  successivement  ces  trois  cas. 

397.  Genre  Ellipse.  — Théorème.  —  Une  courbe  du  genre  Ellipse  est  une 
courbe  fermée  pour  (lA  <  0;  elle  na  aucun  point  réel  pour  ('A  >  0;  et  elle 
a  un  seul  point  réel  pour  A  ==  0. 

En  eiTet,  de  l'hypothèse  :  AC  —  B^  >  0,  on  déduit  :C^Q,  sinon  AC  —  B" 
serait  nul  ou  négatif.  Vjïï  résolvant  l'équation  (  l)  par  rapport  à  y,  on  peut  donc 
la  mettre  sous  la  forme  déjà  trouvée  (n**  390)  : 


cà)  y  =^7nx-^  h-±\/ax^  +  bx-\-Cy 

B^  —  AC A 

i  »2        ,         O  •""*  ac  — ^  ■""-  ^ ,. 


avec  :  a  =  — 77; — *• ,        6*  —  ac  =  —  7^  • 


Les  deux  valeurs  de  y  ne  sont  réelles  que  si  x  vérifie  la  condition  : 
(13)  ax'-'^^ïbx  +  oQ. 

Le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  un  trinôme  du  second  degré  en  x 
dans  lequel  le  coefficient  de  x-  est  négatif.  Par  conséquent,  si  ce  trinôme  n'a 

pas  de  racines,  c'est-à-dire  pour  ttj-  >  0,  ou  (]A  >  0,  la  condition  (13)  n'est 

vérifiée  pour  aucune  valeur  de  x,  et  la  courbe  n'a  aucun  point  réel. 

Si  le  trinôme  a  deux  racines  réelles  et  distinctes,  x'  et  x",  c'est-à-dire  pour 
V.\  <rO,  la  condition  n'est  vérifiée  que  pour  les  valeurs  de  ic  comprises  entre 
x  el  J^'  ;  X  ne  peut  donc  varier  que  dans  un  intervalle  fini.  La  valeur  corres- 
pondante de  l'expression  V  =  ^ax-  -f-  "ibx  +  c  reste  alors  comprise  entre  0 
et  un  maximum  :  Y  ^=  /c.  La  courbe  {\\^,  214)  est  donc  tout  entière  placée  à 
l'intérieur  d'un  parallélogramme  limité,  d'une  part,  par  deux  parallèles  à  Oy  : 
jj  =  x\  X  =  0?",  et,  d'autre  pari,  par  deux  droites  :  y  =  mx  -\'  h  -\-  k, 
y  =  mx  -\-  h —  k\  elle  forme  donc  bien  une  courbe  fermée. 
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Enfin,  si  le  trinôme  ax-  +  -^J?  +  c  a  ses  racines  confondues,  ce  qui  a  lieu 
pour  A  =  0,  la  condition  (13)  n'est  vérifiée  que  pour  la  valeur  ic=  a  = » 

et  se  réduit  alors  à  une  égalité.  Les  deux  valeurs  correspondantes  de  y  sont 
confondues  et  égales  k  j/  ^=  fi  ==  m<x  +  A;  la  courbe  n'a  donc  qu'un  seul  point 
réel  G(a,  fjj.  Nous  avons  vu  d'autre  part  que,  dans  ce  cas,  la  courbe  se  réduit 
à  deux  droites  : 


y  =  mx  +  hdrlx  -\ — 1  /a. 


L'hypothèse  :  AC  —  B^  >  0,  ou  a  <  0,  montre  que  ces  deux  droites  sont 
imaginaires  conjuguées,  et  qu'elles  n'ont  chacune  qu'un  seul  point  réel,  i<' 
point  C. 

Définitions.  —  On  dit  qu'une  courbe  du  genre  ellipse  est  une  ellipse  ima- 
ginav*e  pour  CA  >  0,  une  ellipse  réelle  pour  (]A  <  0,  une  ellipse  point  ou  un 
S3'stème  de  deux  droites  sécantes  imaginaires  conjuguées  pour  A  =  0. 

Nous  verrons  d'ailleurs  plus  loin  (n**  423)  que  l'ellipse  réelle  se  confond  avec 
la  courbe,  appelée  ellipse,  qui  a  été  étudiée  dans  le  chapitre  premier  du 
livre  IV. 


398.  Exemple.  —  Construire  la  courbe  :  2x*  —  2ay  +  y*  —  tax  —  2ay  +  4a*  =  0. 
L'équation,  résolue  par  rapport  à  y.  est  : 


y  =  a-  -|-  a  db  y/ —  x*  +  4(W'  —  3a*, 


Fig.  214. 


ou:        j/  =r  a:  +  a  ±  ^ —  {x  —  a)  [x  —  3aj  ; 

y  n*est  défini  que  si  x  vérifie  l'iné- 
1  /"    galit^  : 

—  (x  —  a)  (x  —  3a)  >  0, 

ou  :  a  <<  X  <C  3a. 

Il  en  résulte  que  la  courbe  (fig.  214^ 
est  comprise  entre  les  droites  KG 
U*  =  a)  et  LI  (x  =  3a).  Le  radical 
atteint  son  maximum  a  pour  x  =  ia; 
la  courbe  est  donc  comprise  entre 
les  deux  droites  Gl(y  =  -r  -|-  2a)  el 
FH{y=^x),  parallèles  à  la  droite 
AB(j/  =  j-+«)-  Lorsque  jr  varie  de 
a  à  3a,  le  radical  croît  d'abord  de 
0  à  a,  valeur  qui  correspond  à:r=&i, 
et  décroît  ensuite  de  a  à  0. 

On  en  déduit  que  la  courbe  a  la 
forme  indiquée.  Rappelons  que  U' 
centre  C  du  parallélogramme  FHIG 
est  centrtî  «le  cette  courbe  (n»  391 -: 
enfin,  on  vérifiera  aisément  quVll*' 
est  tangente  aux  quatre  ciMv^  de  et* 
liaralléiogrammo. 


399.  Genre  Hyperbole.  — Théorème.  —  Une  courbe  du  genre  Hyperbole  est 
formée,  si  A  7i'est  pas  nul,  de  deux  branches  réelles  s'étendant  chacune 
indéfiniment  :  et,  si  A  est  nul,  de  deux  droites  sécantes,  réelles  et  distinctes. 
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En  effet,  l'hypothèse  :  AU —  B-  <  0,  ne  peutélre  réalisée  que  dans  deux  cas; 
ou  bien  l'on  a  :  (^  =/=  0,  ou  bien  l'on  a  :  (]  ^=  0,  B  ^  0. 

Plaçons-nous  d'abord  dans  cette  dernière  liypothèse  ;  l'équation  résolue 
prend  alors  la  forme  (n°  390)  : 


(6) 


7/  =  mx  +  A  + 


k 


X—    7. 


av(*r  : 


k  = 


^IW 


Pour  A  -=:  0,  nous  avons  vu  qu'elle  ivprésente  deux  droites  sécantes, 
Tune  parallèle  à  Oy,  l'autre  non  parallèle  à  Oy  {n"398).  Pour  A  =^  0,  Texpres- 


Fi^.  il5. 


sion  de  y  en  fonction  de  x  est  discontinue  pour  a;  :==:  a  et,  par  suite,  la  droite 

k 
(TV),  X  —  a  ==  0,  est  asymptote  à  la  courbe;  la  quantité  - — — -—  tend  vers  zéro 

quand  x  croit  indéfiniment  et,  par  suite,  la  droite  (D),  y  =  mx  +  A,  est 
aussi  asymptote.  Enfin,  pour  x>  a,  la  courbe  est  placée  d'un  côté  de  (f)')  et 
d'un  cùté  de  iD);  pour  a;  <  a  elle  passe  de  l'autre  côté  de  chacune  de  ces 
droites.  En  résumé,  la  courbe  est  formée  de  deux  branches  distinctes,  asymp- 
totes chacune  h.  iD)  et  (IV),  et  placées  dans  deux  angles  opposés  par  le 
sommet  formés  par  ces  asymptotes  (fig.  215). 

Supposons  maintenant:  C^O.  L'équation  de  la  courbe,  résolue,  se  met  alors 
sous  la  forme  : 
{±)  y  =  mx  -\-h±: \/ax-  +  V)x  +  c, 

et  les  deux  valeurs  de  y,  données  par  cette  formule,  sont  réelles  sous  la  con- 
dition : 
(13)  ax*  4- 26a;  4- c  >  0. 

le  premier  membre  de  cette  inégalité  étant  un  trinôme  du  second  degré  dans 

lequel  le  coefficient  de  x-,  a  =  — .if—»  est  positif. 

Si  ce  trinôme  n  a  pas  de  racines,  la  condition  est  vérifiée  quel  que  sovl 
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X  (a>0);  X  peut  donc  varier  de  —  oc  à  -j-oo  ;  la  valeur  correspondanle  (h' 
Y  =  \'ax^  -f-  "ibx  -\-  c  varie  alors  de  +  »  h  +  »  »  <^n  passant  par  un  mini- 
mum :  V  ■-^-  k.  La  courbe  est  donc  placée  tout  entière  à  Textérieur  de  la 
région  limitée  par  deux  parallMes,  y  ^.  mx  +  A  +  /c,  y  =  fnx  +  A  —  A*; 
elle  esl  bien  formée  de  deux  brancbes  distinctes,  situéc»s  Tune  au-dessus. 
Tautre  au-dessous  de  celle  région,  et  «'étendant  chacune  indéiinimenl 
(fig.  416). 

Si  le  trinôme  (  13)  a  deux  racines  réelles  et  distinctes,  x',  x'\  Tinégalité  /13t 
esl  vérifiée  sous  la  condition  que  x  suit  exiérieur  à  Tinlervalle  (jr,  x");la 

courbe  est  donc  placée  on 
dehors  de  la  région  limitée 
j)ar  deux  parallèles  à  K)y, 
X  -^  x'j  X  -—  x"  (fig.  417); 
quand  x  varie  de  la  plii< 
grande  racine  à  +  » .  ^'^ 
quantité  Y  croît  de  0  à  +  a  ; 
la  courbe  esl  donc  encore 
formée  de  deux  branche> 
distinctes,  s'élendant  toule> 
deux  indéfiniment. 

Enfin,  si  le  trinôme  liSi 
a  deux  racines  égales,  n» 
qui  suppose  :  A  =--  0,  nous 
avons  vu  que  la  courbe  est  formée  de  deux  droites  sécantes  (n**393i. 


FiK.  217 


Rbiiarque.  —  Nous  verrons  plus  loin  fn°  443)  que  la  courbe  correspondant 
aux  hypothèses  :  A(^  —  B-  <  0,  A  :^  0  se  confond  avec  V hyperbole  é\\xùiét  dan> 
le  livre  IV  (chap.  ii). 

400.  Asymptotes  de  la  courbe.  —  L'r(|uation  de  la  courbe  êta/it  nii>o,  dans  le  cas  (lu 
ji:<»nro  Hyperbole,  sous  l'une  des  formes  {2i  ou  i6).  on  peut  trouver  ininxWliateitiejit  !»*> 
asymptotes  de  la  courbe.  C'ost  cre  (jue  nous  venons  de  voir  pour  la  forme  (6):  dans  ce  ra<. 
il  y  a  deux  asymptotes  il))  et(D')  dont  les  éiiuulions  scmt  :  »/ — :  mx  -\-  h  et  x  ^^  i. 

Dans  le  cas  de  la  forme  !'-)•  <>n  sait  que   li-  IrinAme  ax*  +  tbx  -^  c  se  réduit,  à  un«* 

conslanto  près,  à  un  carré  :  û(j  -| \  :  nous  allons  montrer  que  réqualion  oblenut'  r« 

remplarant  dans  (i)  le  irinnme  par  ce  carré  : 


Vi  =  ^nx  + 


/.±y/a(.  +  ^)', 


représenio  deux  droites  qui  sont  les  asymptotes  île  la  courbe. 

En  elfel.  associons,  dans  les  deux  O(|uations,  les  radicaux  pivcédés  des  mêmes  si^ae>:  la 
difl'i'rence  d^•^  ordonnées  de  la  courb»»  et  île  la  «Iroile,  correspondant  à  une  même  valeur 
de  ./',  «'>t,  au  si^rie  prè.>  :  »« 


y  -  y.  =  \/(i''*  +  i'>'-  +  c  -  y  «  (.f  +  v)  "= 


c  — 


n 


S/ax'  +  Ux  Jf.  c -\.\J a  (x  +  A)* 


Pour  X  =  ±  00.  elle  tend  bien  vers  zéro:  par  suite,  Thyperbole  a  deux  nsymptoles  donl 
les  oidonniM's  sont  représf»nté'r's  par  les  deux  valeurs  de  7/,, 


CLASSIFICATION  DKS  COURBES  DU  SEGONÎ)  DEliRK 


34:> 


ij  ~  ±i'-{-  adz  y/(A'  4-  a)  (  j-  —  2«)  ; 


401.  KxBMi>i.E.  —  Construire  la  courbe  :  "6jc*  —  kxij  +  y*  +  b^ix  —  ^ay  +  3a*  =  0. 
L'équation.  n*soIue  par  rapport  à  </,  est  : 

f/  =  ijc  -(-  a  ±  ^Jc*  —  ujc  —  irt*,      uu 

y  nVst  di'Hnic  que  si  a:  vérifie  rinôgalitô  : 
(x'-f-  a)  (x  — 2a)  >  0. 

Lii  courbe  (lig.  218)  est  donc  exférieuiv 
à  rinlervalle  forint'  par  les  droites  Al) 
(.r  ^^  —  a)  <*t  EB  la-  =  2rtK  La  droite  AB 
(y  —  2a*-(-fl)  divise  en  deux  pallies  ûgaics 
Il  «s  cordes  de  la  courl)e  parallèles  à  0»/. 

Lorsque  jl-  ci^oît  de  —  oo  à  —  a,  le  radi- 
cal df'croft  de  -\-  co  à  0;  lt)rsqutî  x  croît 
do  2«  à  +  oc,  le  i*adical  croit  de  0  à  +  oc. 
On  on  di'duit  la  fonne  de  la  courbe. 

Rappelons  que  lo  point  C  milieu  de  AB 
est  un  contre  de  la  courbe  (n*  391). 

On  obtient  los  asyniplotos  on  nioltant 
l'équation  do  l'Iiyperboie  sous  la  forme  : 

.y=2.r+a  ^\  U  — -jj  — -^  ;  nous 
venons  do  voir  (pie  los  asynqitotes  sont 
aloi*s  :  y  =z  tx  -{-  a  ±  ix  —  -j-  J,  c"esl-{i- 
dire  : 

y  =  3a+j,         y  =  x+Y^ 

re  sont  les  droites  FG  et  HI;  on  vérifiera 
qu'ollos  passent  par  ht  contre  C. 

402.  Genre  Parabole.  —  ïhko- 
HKME.  —  Une  courbe  du  genre  Pa- 
rabole est  formée,  si  A  n'est  pas 
nul,  d'une  seule  branche  s'élendant  indéfiniment  ;  et,  si  A  est  nul,  de  deux 
droites  parallèles  qui  sont,  ou  réelles  et  distinctes,  ou  imaginaires  conju- 
giiées,  ou  confondues. 

L'élude  du  cas  oîi  \i\  —  B-  et  A  sont  simultanément  nuls  a  été  faite  plus 
haut  (n**  394). Reste  donc  à  étudier  Thypothèsc  :  AC  —  R-  ^^  0,  avec  A  r^  0, 
qui  ne  peut  être  réalisée  que  si  Ton  a,  ou  bien  :  ('  =^  0,  ou  bien  :  (]  =  0, 
R  =  0,  E  =/:  0. 

Plai:ons-nous  d'abord  dans  cette  dernière  hypothèse.  L'équation  de  la 
rourbe,  résolue,  est  alors  : 

y  =  ax'  +  "ibx  4-  c. 


Fig.  218. 


(8) 


avec  :  a  =5^  0. 


La  valeur  de  y,  toujours  définie,  varie,  en  supposant  par  exemple  a  >  0, 
de  -\-oo  îi  +  30  en  passant  par  un  minimum.  La  courbe  est  bien  formée  d'un 
aeul  arc  continu,  s'étendant  indéliuiment  ((ig.  !219). 

Supposons  maintenant  :  <'  7^  0.  En  tenant  compte  des  hypothèses  : 
AC  —  B-  =^  0,  A  1^  0,  l'équation  de  la  courbe,  résolue,  se  met  sous  la  forme  : 

ci)  '  y  =  mx  4-  A  zt  \/'ihx  + 1\ 
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dans  laquelle  b  n'est  pas  nul,  sans  quoi  A  ■.=  C\ac  —  b^)  le  serait  également 

(n*^  390).  Si,  par  exemple,  b  est  positif,  y  n'est  réel  que  sous  la  condition  : 

c  c 

ibx  +  c> 0,  ou  ic>  —  31  *  de  sorte  que x  ne  peut  varier  que  de  —  ôT *  +  **» 


26 


U 


Fig.  219. 


Fig.  220. 


et  alors  Y  =  ^^bx  -+-  c  varie  de  0  à  +»  .  La  courbe  (fig.  :220)  est  donc  for- 
mée d'un  seul  arc  illimité  placé  d'un  même  coté  d'une  droite  parallèle  à 

REMAnQUK.  —  Nous  verrons  plus  loin  (n®  423)  que  la  courbe  correspondant 
aux  hypothèses  :  AG  —  B^  ==  0,  A  =^  0,  se  confond  avec  la  parabole  étudié** 
dans  le  livre  IV  (chap.  ni). 

403.  Direction  asymptotique  de  la  courbe.  —  Nous  avons  déjà  dit  (n"*  396 > 
que  l'équation  : 
{H)  Kx^  +  2Bicy  +  Cy*  =  0, 

définit  les  directions  asymptotiques  d'une  courbe  du  second  degré  ;  celles-ci 
sont  donc  confondues  dans  le  cas  d'une  courbe  du  genre  Parabole,  en  vertu 
de  l'hypothèse  :  AG  —  B-  =  0. 

Remarquons  que  les  coeflicients  A  et  G  ne  peuvent  alors  être  nuls  en  même 
fcmps,  sinon  la  relation  précédente  donnerait  B  =  0,  et  la  courbe  ne  serait 
plus  du  second  degré.  On  peut  donc  toujours,  en  utilisant  la  condition  : 
AG  —  B-  =  0,  mettre  le  premier  membre  de  l'équation  1 12)  sous  l'une  des  deux 
formes  : 

\x'  +  2Bxy  +  i]y^=  —  {\x  +  V^yY-  =  -^  (Bo;  +  Cyf. 

Il  en  résulte  que,  dans  tous  les  cas,  le  coefficient  angulaire,  fini  ou  infini, 
de  la  direction  asymptotique  double  d'une  courbe  de  genre  Parabole  est 
représenté  par  l'une  au  moins  des  deux  expressions  : 


A 


B 


^~       B~       G 
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EXERCICES  ^ 

1.  Ou  donne  dcuii  axc>§  Ox,  (Jy  et  sur  Ox,  doux  points  l\a.  U),  F(— a,  0).  On  mène  pari  et  1/  des  droites 
variables  IM  ol  l'M  dont  le»  cocflficienU  angulaires  »i  et  tnf  sont  ll^s  par  une  relation  homographifpie  à  coefricienls 
con«lantt  : 

Kmm/  +  Bm  +  Cm'  +  D  =  0. 

Déterminer  le  lieu  du  point  triiiterseetiou  M  des  doux  «Iroiles  variables,  et  discuter  la  nature  de  ce  lieu  lors 
qu'on  Tait  varier  les  coefTIcienls  A,R,C.n. 

2.  On  donne  deux  aies  ()j-,  i)y  el  l'on  ronsidère  sur  ces  axes  deux  points  variables  P(9e,  0),  Q(0,  p),  les 
|iaram^tres  «  et  i  élanl  liés  par  la  relation  homof/raphique  à  coefficients  constants  : 

A«-j  -f  B«  +  C?  +  D  ^  U. 

IWterminer  lenveloppe  de  la  droite  1*0,  et  discuter  la  nature  de  celte  courbe  lorftr|U*on  fait  varier  les  coeffi- 
cients A,B,C,D. 

3.  Génération  des  courbe*  du  second  deyrè,  d'après  Newton.  —  Deux  angles  PAM  =  a,  PBM  =  p,  de  gran- 
deur» constantes,  pivotent  autour  do  leurs  sommets  A  el  B  supposés  fixes.  Lo  poiut  P  décrit  une  droite  donnée  ; 
trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M.  Discutop. 

-i.  On  donne  un  cercle,  deux  points  A,A'  sur  sa  circonférence,  el  un  point  P  situé  dans  son  plan. 
Par  le  point  P  on  mène  une  sécante  coupant  la  circonférence  du  cerclo  aux  |M>int«  B  et  R'  ;  on  joint  AB,  A'B/; 
trouver  le  lieu  des  points  do  rencontre  des  lignes  de  jonction. 
Discuter  ce  lieu,  le  point  P  se  déplaçant  dans  le  plan. 

[Pi^vost.) 

.*).  On  donne  dans  un  plan  un  angle  ROR^  un  point  A  sur  la  bissectrice  Ox  de  cel  angle  el  deux  points 
fixes  B,W  symétriques  par  rapport  à  Ox.  On  mène  par  le  point  A  une  droite  quelconque  qui  rencontre  OU 
en  C  et  OR'  en  C;  on  mène  les  droites  BC,  B'C  qui  se  coupent  en  M.  Ueu  de  M  quand  la  droite  CAC 
tourne  autour  de  A. 

On  discutera  le  lieu  en  laissant  fixes  les  droites  OR,  OR'  elle  point  A,  et  en  déplaçant  B  et,  par  suite,  B'.  On 
indiquera  dans  cpielle  région  doit  être  le  |X)inl  B  |)our  que  le  lieu  soit  une  ellipse,  une  hyperbole,  une  parabole 
ou  l'une  de  leurs  variétés. 

{École  Centrale,  1876.) 

6.  Ox,  Oy  étant  deux  axes  rectangulaires,  (C)  une  circonférence  du  rayon  R  ayant  son  centre  à  Torigine, 
B  et  B'  deux  points  sur  Taxe  des  y  k  égale  distance  du  centre,  OB  =  OB'  =^  b,  on  prend  un  point  M  sur  la 
circonférence  (G)  ;  la  droite  BM  coupe  Taxe  des  x  en  un  point  A  ;  les  deux  droites  OM  et  B'A  prolongées  se 
coupent  en  un  point  X. 

1*  On  demande  le  lieu  du  point  X  quand  le  iK>int  M  parcourt  la  circonférence.  Ce  lieu  est  une  conique  dont 
ou  met  immédiatement  en  évidence  un  fovcr  et  une  directrice.  Déterminer  la  nature  de  la  courbe  suivant  la 
{fraudeur  de  6.  Construction  do  la  tangente  au  point  X  ;  elle  coupe  l'axe  des  x  au  même  point  que  la  tangente 
en  M  à  la  circonférence. 

3*  En  considérant,  dans  l'équation  de  ces  coniques,  b  comme  un  paramètre  arbitraire,  on  obtient  un  faisceau 
de  coniques.  Par  chaque  point  X  du  plan  passent  deux  de  ces  coniques.  Reconnaître  quelle  est  leur  nature  en 
séparant  le  plan  en  régions  par  des  courbes  convenables. 

3*  Les  tangentes  menées  aux  points  où  toutes  les  coniques  de  ce  faisceau  sonl  rencontrées  par  un  diamètre 
prolongé  tel  que  OMM'  passent  par  deu\  points  fixes  sur  l'axe  des  x.  En  déduire  le  lieu  des  points  du  plan 
pour  lesquels  les  tangentes  aux  deux  courbes  (|ui  passent  par  chacun  de  ces  points  sont  rectangulaires. 

[École  Navale,  1892.) 

7.  Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Oj-,  Oy  el  un  point  A  sur  l'axe  des  x,  on  considère  le  faisceau  des 
coniques  pour  lesquelles  l'axe  des  y  est  une  directrice  el  le  point  A  un  sommet  de  Taxe  focal.  Par  un  point 
quelconque  M  du  plan  des  axes  passent  deux  coniques  de  ce  faisceau,  réelles  ou  imaginaires. 

I**  Déterminer  les  parties  du  plan  dans  lesquelles  doit  être  le  point  M  pour  que  les  deux  coniques  du  fais- 
ceau qui  passent  par  ce  point  soient  réelles,  el  celles  où  il  doit  être  pour  que  les  deux  coniques  soient  ima- 
ginaires. 

i*  KeconDaitre,  d'après  la  position  d'un  point  par  lequel  passent  deux  coniques  réelles,  le  genre  de  ces 
coniques . 

(Ecole  Centrale^  l"  session,  1888),  (en  partie). 

H.  On  donne  deux  axes  de  coordonnées  Ox,  Oy,  el  deux  points  A  el  B  symétriques  par  rapport  k  la  première 
bissectrice. 

1**  On  considère  les  courbes  du  second  degré  qui  passent  par  A  et  B,  et  sonl  langenles  aux  axes  Ox,  Oy. 
Montrer  qu'elles  se  divisent  en  deux  séries,  former,  pour  chacune  (l'elles,  l'équation  générale  de  ces  courl»e8. 

2*  Discuter  le  nombre  et  le  genre  des  courbes  de  chaque  série  qui  passent  par  un  point  quelconque  M,  d'après 
)a  pofiition  de  ce  point  IM  dans  le  plan. 


CHAPITRE   11 

CENTRE,   DIAMÈTRES  ET  AXES 

CENTRE 

404.  Équations  du  centre.  —  Rappelons  qu*un  point  C  est  centre  d'une 
courbe  lorsque  les  points  d(»  cette  courbe  sont  symétriques  deux  à  deux  par 
rapport  à  C. 

En  discutant  Téquation  îçénéralo  du  second  degré  : 

(i)  fix,  y)  =  \x'  +  ÎBxy  +  Cy'  +  2I)x  +  2Ky  +  F  =  0, 

nous  avons  trouvé  que  les  courbes  des  genres  Ellipse  et  Hyperbole  ont  un 
centre  (n°  391)  ;  nous  allons  retrouver  ces  résultats  et  les  compléter  en  appli- 
quant une  méthode  directe. 

Remarquons  d'abord  que,  si  l'origine  est  contre  de  la  courbe,  l'équation  (li 
ne  renferme  pas  de  termes  du  premier  degré  ;  et  cette  condition  est  suflisanle 
(  n°  268).  D'après  cela, pour  déterminer  le  centre  d'une  courbe  du  second  degré, 
on  effectue  une  translation  des  axes  en  pi^enant  pour  nouvelle  origine  un 
point  arbitraire  (Xo,  yo)^  ^t  l'on  détermine  Xo  et  yo  en  exprimant  gue,  dans  la 
nouvelle  équation,  les  termes  du  premier  degré  sont  nuU,  Les  formules  de 
transformation  étant  : 

l'équation  de  la  courbe  devient  :  f(\  -\-  Xo,  Y  +  ^o)  =  0,  ou  en  développant  : 

fiX  +  Xo,  Y  +  I/o)  =  W  +  2BXY  +  CY^  +  %\Xo  +  B^o  +  1))X 

+  2(Hj;o  +  Cyo  +  E)Y  +  fiXo,  y^)  =  0. 

Désignons,  pour  abréger,  par  cp(X,  Y)  l'ensemble  des  termes  du  second 
degré,  celte  équation  peut  être  écrite  : 

fiX  +  Xo,  Y  +  yo)  =  9(X,  Y)  +  X^.,  +  Y/;.  +  fiXo,  yo)  =  0  : 

ce  développement  pouvant  d'ailleurs  être  obtenu  immédiaten^ent  en  appli- 
quant au  pi-emier  membre  la  formule  de  Taylor. 

Exprimons  que  les  coefficients  des  termes  du  premier  degré  sont  nuls: 
nous  obtenons,  après  avoir  divisé  par  2,  les  conditions  suivantes  : 

(2)     Y  n.  =  aj?,  +  b^o  +  d  =  0,        -/;;„  =  Wx,  +  Cy,  +  E  =:  o. 


CKNÏKKS  DKS  COIIRBKS  DU  8ECX)N1)  DKGRE  349 

Donc,  pour  déterminer  les  coordonnées  du  centre  d'une  courbe  du  second 
degré  :  f{x,  y)  '■=-■  0,  on  résoud  les  équations  formées  en  égalant  à  zéro  les 
dérivées  partielles  /!!■  et  fi,  du  premier  membre  de  son  équation. 

Pour  abréger,  ces  équations  sont  nommées  les  équations  du  centre.  En 
considérant  Xo  et  y^,  comme  les  coordonnées  courantes,  chacune  des  équa- 
lions  (2)  représente  une  droite,  el  le  centre  cherché  doit  être  situé  sur  chacune 
de  ces  deux  droites  que  nous  appellerons  les  droites  du  centre. 

405.  Discussion.  —  La  discussion  est  donc  ramenée  à  un  problème  connu  : 
déterminer  l'intersection  de  deux  droites  délinies  par  leurs  équations  (n**  69), 
el  nous  sommes  conduits  à  distinguer  plusieurs  cas  : 

4**  Les  droites  du  centre  ne  sont  pas  parallèles,  ce  qui  correspond  à  Tinéga- 
lité  : 

dans  ce  cas,  la  courbe,  qui  est  du  genre  Ellipse  ou  Hyperbole,  a  un  centre 
unique  dont  les  coordonnées  sont  : 

BE  — Cl)  _  Bl)  —  AE 

(3)  X,  --  ^^,  __  y, ,        yo—  ^^.  _  jj, 

t"*  Les  droites  du  centre  sont  parallèles;  on  a  : 

AC  — I{^=:0; 

la  courbe,  qui  est  alors  du  genre  Parabole,  n'a  pas  de  centre. 

Los  droites  du  centre  étant  parallèles,  on  peut  dire  aussi  que  leur  point  de 
rencontre  est  h  Tintini  (n**  74),  et  que  la  courbe  à  un  centre  rejeté  à  V infini. 
Les  droites  du  centre  passent  par  ce  point  et  sont  parallèles  ?i  la  direction 

asymptotique  de  la  courbe  dont  b»  coefficient  angulaire  est  —  îr  o"  —  "r 

m**  403)  ;  le  centre  coïncide  donc  avec  le  point  h  Tinfini  de  cette  courbe. 
3**  Les  droites  du  centre  sont  confondues;  on  a  : 

A        H        I) 


B  "~  C  ~  E' 

♦»t  la  courbe,  qui  est  encore  du  g(»nre  Parabole,  ayant  une  ligne  de  centres. 
«»st  formée  de  droit«»s  parallèles  (n**271).  De  plus,  cette  courbe,  étant  du 
second  d(»gré,  est  formée  de  deux  droites  parallèles  i[m  peuvent  (Mn»  réelles 
ou  imaginaires,  distinctes  ou  confondues. 

llKsrMK.  —  La  détermination  du  centre  permet  de  diviser  les  courbes  du 
second  .desjré  cm  trois  classes  : 

i*"'  Classe.  —  Un  centre  unique  à  distance  finie;  la  courbe  est  du  genn» 
Ellipse  ou  Hyperbole. 

2*  Classe.  —  Un  centre  rejeté  h  rintini  ;  la  courb(^est  du  genre  Parabole  <»t 
ne  se  décompose  pas,  sinon  elle  serait  formée  d(^  deux  droites  parallèles 
I  n"  394)  et  aurait  une  droite  do  centres. 
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3*  Classe.  —  Une  droite  de  centres  ;  la  courbe  est  formée  de  deux  droit»^> 
parallèles  ou  confondues. 

ExEUPLB  I.  —  Dé  1er  miner  le  centre  cCnne  circonférence  en  ares  rectangulaires.  —  L'é<iaa- 
tioD  de  la  circonférence  étant  : 

/•(x,  y)  =  x«  +  y«+  23U-  +  % +  8  =  0, 
les  équations  du  centre  sont  : 

et  les  coordonn<5es  du  centre  sont  —  a,  —  p  comme  nous  l'avons  trouvé  au  n»  109. 
ExRMPLF.  II.  —  Déterminer  le  centre  de  la  courbe  : 

X*  +  2)ay  +  y*  +  iax  —  2ay  =  0  ; 

X  désignant  un  paramètre  variable. 
Les  équations  du  centre  sont  : 

i*  Si  l'on  suppose  :  X'^  i,  ces  équations  ont  une  solution  unique  : 

a  a 


^  —  T—7»     y 


ce  sont  les  coordonnées  du  centre  unique  de  la  courbe  ; 

2«  Supposons  :  X*  —  1,  ce  qui  donne  A  =  i  ou  X  =  —  1. 

Si  Ton  a  :  X  =  1 ,  les  droites  du  centre  sont  parallèles  ;  la  courbe  estjdu  genre  Parabole  el 
ne  se  décompose  pas. 

Si  l'on  a  :  X  =  —  1,  les  droites  du  centre  sont  confondues;  la  courbe  est  formée  de  deu\ 
droites  parallèles  équidistantes  de  la  droite  des  centres  :  x  —  y  -^  a:=0.On  peut  le  vériliiT 
facilement,  car  l'équation  donnée  peut  alors  être  écrite  : 

{^'  —  y)*  +  M^  —  y)  =  (*•  —  y)  (*'  —  y  +  2a)  =  o. 


APPLICATIONS 

406.  Équation  au  centre  d'une  courbe  du  genre  Ellipse  ou  Hyperbole.  — 

L*équation  de  la  courbe  étant  : 

fix,  y)  =  Ax*  -h  2Ba?y  +  Cy«  +  2Da:  -f  2Ey  +  F  =  0, 

soient  J7o,  y©  les  coordonnées  du  centre  ;  nous  avons  vu  que  si  Ton  transporte 
l'origine  en  ce  point,  l'équation  devient  (n*"  404)  : 

f{x,  y)  =  A^o  +  X,  yo  + Yj  =  AX«  +  2BXY  +  CY^  ^  f(Xo,  y«)  =  0; 

sous  cette  forme,  on  Tappello  équation  au  centre  de  la  courbe. 

Dans  cette  équation  au  centre,  les  coefficients  des  termes  du  second  degré 
sont  les  mêmes  que  dans  la  première  ;  il  n'y  a  pas  de  terme  du  premier  degré  ; 
enfin  le  terme  constant  est  : 

H=/'(Xo,  2/o). 

les  coordonnées  du  centre,  Xç,  et  ^o,  étant  données  par  les  formules  (3)  (n*  405). 
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On  peut  simplifier,  de  la  façon  suivante,  le  calcul  de  H.  Rendons  homogène 
l'expression  f{Xo,  y©),  en  posant  : 

f{x,,  yo,  z,)  =  \xl  +  i^XoVo  +  Cyl  +  Wx^z^  4-  2Ey,3o  +  F^J. 
Nous  pouvons  alors  écrire,  d'après  le  théorème  d'Euler  : 

2H  =  2/-(a;o,  Vo.  z,)  =  Xof'..  -+-  Vof'y.  +  Vi., 

et,  on  tenant  compte  des  relations  (2j,  le  dernier  membre  se  réduit  à  /*i..  En 
résumé,  le  terme  constant  H  est  donné  par  la  formule  suivante,  d'un  emploi 
facile  dans  les  applications  numériques  : 

H  =-5-  A.  =  D-2?o  +  Eyo  +  F, 

dans  laquelle  x^  et  y©  doivent  être  remplacés  par  leurs  valeurs  tirées  des  for- 
mules (3). 

On  peut  achever  simplement  le  calcul  de  H  en  remarquant  que  x^y  Vo  ^t  II 
sont  donnés  par  les  trois  équations  du  premier  degré  : 

\Xo  +  Byo  +  D  =  0,  Bxo  +  Cyo+E=:0,  Da^o +  Eyo  + F— lï  =0; 
et  Ton  trouve,  en  particulier  : 


H  = 


l'équation  au  centre  est  donc  : 

(4) 


A 

B         D 

B 

C    —  E 

I) 

E         F 

A 

B         0 

C       0 

1) 

E    —  1 

5  ' 


AX^  +  2BXY  +  CY«  +-y  =  0. 


407.  Remarque.  —  Supposons  que  la  courbe  se  réduise  îi  deux  droites 
(réelles  dans  le  cas  du  genre  Hyperbole,  imaginaires  conjuguées  dans  le  cas 
du  genre  Ellipse),  et  rapportons-la  à  son  centre,  c'est-à-dire  au  point  de  ren- 
contre des  deux  droites.  La  nouvelle  équation  devant  être  homogène  en  X 
et  Y  (n*  104),  l'équation  (4)  ne  doit  pas  renfermer  de  terme  constant  et  A 
est  nul. 

Nous  retrouvons  ainsi  un  résultat  établi  au  n**  393  :  la  condition  néces- 
saii*e  et  suffisante  pour  qu'une  courbe  de  second  degré  à  centre,  f{x,y)  =  0, 
se  réduise  h  deux  droites  est  que  le  discriminant  A  soit  nul. 

On  peut  donner  à  cet  énoncé  une  forme  plus  géométrique  en  remarquant 
que  la  condition  A  =  0  exprime  que  le  centre  (X  =  0,  Y  =  0)  est  sur  la  courbe 
représentée  par  l'équation  (4).  Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition 
suivante  qu'il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  directement  par  un  raisonnement 
géométrique  : 
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Théorème.  —  Pour  qu'une  courbe  du  second  degré  se  décompose  en  deux 
droites  sécantes,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  ait  un  centre  et  que  ce  centre  soit 
sur  la  courbe. 

408.  Équation  du  {«iioeau  des  asymptotes  d'une  courbe  du  genre  Hyperbole.  —  LVqud- 
tion  (le  la  courbe  étant  : 

(5>  A^i  .V)  =  Aa.*  +  2B.ry  +  Cy*  +  2D.f  +  2Ey  +  F  =  0, 

reiiiarquona  que  ri^iualioii  : 

(6)  nv,y)  +  X  =  0 

n'présonte,  <iuelle  que  soit  la  valeur  ilu  paramêtn»  X,  une  courbe  ayant  nicnics  dinrliuns 
asyiiiptotiiiues,  niOiiic  centre  et,  par  suite,  niciues  asymptotes  que  la  proniièiv.  puisque 
l'équation  ilos  din'ctions  asyinptoti({iies  (n»  396)  et  les  équations  <lu  centre  (n*  404;  sont  indr- 
pendantes  de  X.  Kn  particulier,  si  l'éiiuation  (6)  représente  deux  droites,  ces  deux  di*oitts 
sont  les  asymptotes  de  la  courbe  (3). 

Pour  que  la  courbe  (6)  se  décompose  en  deux  droites,  il  faut  et  il  suffît,  d'après  le  tlicu- 
n'uie  précédent,  qu'elle  passe  par  son  c(mtre  [j-,,  yo)^  ou  que  l'on  ait  : 

fld'o,  y.)  +  X  =  0,        ou  :        X  =  —  /\xc,  y»)  =  —  -x-  ; 
il  en  résulte  que  : 

est  l'équation  du  faisceau  des  asymptotes  de  la  courbe  (5). 
KxEMPLG.  —  Considérons  la  <M)urbe  constixiite  au  n"  401  : 

/•(.r,  y)  =  3x«  —  iay  +  y*  +  haa:  —  iay  +  3«*  ~  0  ; 

pour  déterminer  ré<(Ualion  du  faisceau  des  asymptotes,  calculons  A  et  o  ;  on  trouve  : 

9a' 
1---——,        8=:  AC-B*--!. 

L'équation  cbercliéi»  est  done  : 

A  3 

A*'»  y)  —  y  ^  3''*  —  ***.y  H-  y*  +  •»"-^  --  -«.y  +  y  a*  ^  o. 

En  ordonnant  par  rapport  à.  l'une  des  coordonnées,  y  par  exemple,  et  en  résolvant  réquj* 
tion  obtenue  : 

y«-  2  [%i'  +  a)  y  +  Zx'  +  bax  +^a'-^  0, 


mi  séparera  les  deux  asymptotes.  On  trouve  ainsi  les  équations  : 

a 

déjà  déterminées  au  n»  401. 


y=,^x-\-'^,         y  =  .v  +  -^ 


DIAMKTRES 


409.  Dkfinition.  —  Dans  nnn  rourhe  du  second  degré,  on  appelle  diamèirt" 

le  \\o\\  (les  milieux  des  eordes  parallèles  à  une  nn^me  direction  :  on  dit  que  ci* 

(iiàniètrê  est  cohjugiK^  de  la  direcliôri,  et  inversement.  Cette  (léfinition  a  été 

déjà  donnée  dans  le  cas  particulier  (les  trois  coni(îues. 

...'  ■»...  .  *      '  ■  ••         • 

TuKOHKMK.  —  Les  diamètres  d'une  courbe  du  second  degi^é  sont  des  droites. 
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Soient,  en  effet  : 

f{x,  y)  =  Ax^  +  2Bxy  -h  Ct/^  +  2Da;  +  2Ey  +  F  =  0, 

réquation  de  la  courbe,  et  p,  q,  les  coefficients  directeurs  de  la  direction 
donnée. 

Appliquons  la  méthode  direrto  dans  la  recherche  de  l'équation  d'un  lieu 
géométrique  (n**248).  Soit  M(a;o,  Po)  un  point  quelconque  du  plan  ;  menons 
par  M  une  parallèle  (A)  à  la  direction  donnée  ;  pour  que  ce  point  appartienne 
au  lieu,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  le  milieu  de  la  corde  obtenue.  Or,  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  (A)  sont  de  la  forme  (n^  39)  ; 

et,  en  résolvant  l'équation  du  second  degré  en  p  : 

/"(«To  +  pp,  Vo  +  q?)  =  0, 

on  trouverait  les  valeurs  de  p  qui  correspondent  aux  deux  points  de  rencontre 
de  (A)  avec  la  courbe.  Pour  que  M(a:o,  Po)  soit  le  milieu  de  la  corde,  il  faut  et 
il  suffît  que  cette  équation  en  p  ait  deux  racines  opposées. 

Or,  cette  équation,  ordonnée  h  l'aide  de  la  formule  de  Taylor  suivant  les 
puissances  croissantes  de  p  (n**  404),  peut  être  écrite  : 

(1  )      f(Xo + pp,  yo  -h  ^p)  =  /'(^o,  Vo)  +  p(/?A  +  gn.)  +  9'¥P»  q)  =  0, 

en  désignant,  comme  précédemment,  par  <^{x,  y)  l'ensemble  des  termes  du 
second  degré  de  f{x,  y). 

Pour  que  le  problème  proposé  ait  un  sens,  il  faut  que  la  droite  (A)  coupe  la 
courbe  en  deux  points,  ou  que  l'équation  (1)  soit  du  second  degré;  on  doit 
donc  avoir  :  ^(p,  q)  =^  0. 

S'il  en  est  ainsi,  la  condition  cherchée  est  que  le  coefficient  de  p  dans 
l'équation  (1)  soit  nul,  c'est-à-dire  que  le  point  M(j7o,  2/o)  soit  situé  sur  la 
droite  représentée  par  l'équation  du  premier  degré  :  pf^  -{-  qflj  =  0,  ou  : 

n  +  mfl  =  0, 

en  désignant  par  m=  —  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  donnée  ;  c'est 

l'équation  du  diamètre  cherché. 

Il  convient  de  remarquer  que  dans  cette  recherche  nous  ne  distinguons 
pas,  entre  les  sécantes  (A),  celles  qui  coupent  la  courbe  en  des  points  réels  de 
celles  qui  la  coupent  en  des  points  imaginaires. 

Autre  forme  de  V équation  du  diamètre,  —  En  développant  l'équation  du 
diamètre,  on  obtient  : 

p{\x  +  By  +  D)  +  qiY^x  -\-Cy+  E)  =  0  ; 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  kx  Qi  h  y  \ 

a;(Ap  +  Bg)  +  i/(Bp  +  C(7)  +  Dp  +  Er;  =  0. 

Trfssr  rt  Trybaut.  Géométrie  aii&lyli<|iio.  23 
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Cette  équation  peut  encore  être  mise  sous  la  forme  : 
(2)  xij,  +  y?;  +  2D/>  4-  2Eg  =  0. 

410.  Remarque.  —  Nous  avons  dit  précédemment  que  le  diamètre  ne  pouvait  exister  que 
sous  la  restriction  o(p.  q)  =^  0.  Supposons  maintenant  : 

(3)  o(p.  q)  =  Ap*  +  2B/>9  +  Cq'-  =  0, 

et  cherchons,  dans  ce  cas,  la  position  de  la  droite  :  p/J.  +  qfy  =  0.  Remarquons  d'abonl 
que  la  relation  (3)  exprime  que  la  direction  de  coelTirients  directeurs  p,  q  est  une  direction 
asymptotique  de  la  courbe  (n»  396)  ;  nous  sommes  donc  conduits  à  faire  difYérenles  hyiio- 
thèses  suivant  le  genre  de  cette  courbe. 

1»  Genre  Ellipse;  il  n'y  a  pas  de  directions  asymptotiqucs  et  la  condition  (3)  ne  peut 
être  vérifiée. 

2»  Genre  Hyperbole;  il  y  a  deux  directions  asymptotiqucs;  à  chacunes  d'elles  correspond 
une  droite  (A)  dont  l'é(iuation  est  pf^  +  qf,f  =  0  :  cette  droite  passe  par  le  centre  de  la 
courbe,  point  d'intersection  des  deux  droites  sécantes  :  /^  =  0  et  /^,  =  0.  Pour  achever 
de  la  déterminer,   cherchons  son  coelflcient   angulaire.  En  mettant  son   équation  sous 

On 

la  forme  (2),  on  voit  que  ce  coefficient  angulaire»,  est  égal  à  —  -V  ;  mais,  en  appliquant 
à  la  fonction  o{p,  q)  le  théorème  d'Ëuler,  on  a  : 

2oip,  9)  s  po;  4- ^o;  =  0,        ou:        ^-^  =  |.. 

La  droite  (.\)  est  donc  parallèle  à  la  direction  asymptotique  et,  comme  elle  passe  par  1>' 
centre,  c'est  une  asymptf/te. 

En  résumé,  si  p  et  q  sont  les  coefficients  directeurs  d'une  direction  asymptotique  ùt 
/■(j-,  rj)  =  0.  Véquation  pfj.  4"  7/y  ^^  ^  représente  Vasymptote  parallèle  ù  cette  direction. 

Pour  les  mêmes  raisons  qu'au  n»  315.  on  dit  qu'une  asymptote  est  un  diamètre  singtdief. 
en  la  considérant  comme  le  diamètre  conjugué  de  sa  propre  direction. 

3»  Genre  Parabole;  la  courbe  a  une  diivclion  asymptoti(]ue  double  dont  le  coeflicitMit 
angulaire  est  (n«  403)  : 

1—      A—      il 
p  ""        B  —""  C  * 

On  déduit  de  ces  relations  les  conditions  : 

Ap  +  hq=Q,        B/ï  +  C9  =  0;        ou:        oj,=Oç  =  0; 

et  l'on  voit  que  l'équation  pfj.  -\-  qfy  =  0.  mise  sous  la  forme  (2),  conduit,  soit  ù  une 
impossibilité,  soit  à  une  indétermination.  11  n'y  a  donc  pas  lieu  de  faire  correspondre  ù  la 
direction  asymptotique  un  diamètre  conjugué. 

411.  Position  des  diamètres.  —  Théorème.  —  1°  Dans  une  courbe  du  second 
degré  à  centre,  tous  les  diamètres  sont  des  droites  passant  par  le  centre,  et 
réciproquement. 

2*  Dans  une  courbe  indécomposable  du  genre  Parabole,  tous  Us  dia- 
mètres sont  des  droites  parallèles  à  la  direction  asymptotique,  et  réciproque- 
ment. 

En  effet,  Téquation  générale  des  diamètres  est  : 

(4)  n  +  rna  =  0, 

dans  laquelle  m  est  arbitraire.  On  sait  (n**  76)  que  l'équation  (4)  est  l'équation 
générale  des  droites  passant  parle  point  d'intersection,  à  distance  finie  ou 
inlinie,  des  deux  droites  du  centre  :  /"i-^  0,  fy  =  0. 


( 
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Dans  le  premier  cas  (n"^  405),  ce  point  est  à  distance  finie. 

Danà  le  second  cas,  les  droites  du  centre  sont  distinctes  et  parallèles  à  la 
direction  asymptotique  et,  par  suite,  l'équation  (4)  est  l'équation  générale  des 
droites  parallèles  à  la  direction  asymptotique.  On  sait  que  pour  une  valeur 
particulière  de  m,  l'équation  (4)  représente  la  droite  de  l'infini  ;  cette  valeur 
est  nécessairement  égale  au  coeflicient  angulaire  de  la  direction  asympto- 
tique, celle-ci  étant  la  seule  qui  n'ait  pas  de  diamètre  conjugué  (n°  410). 

Remarque.  —  Lorsque  la  courbe  est  formée  de  deux  droites  parallèles,  les 
(Jroites  du  centre  coïncident  et  l'équation  (4)  représente,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  m,  une  droite  confondue  avec  la  ligne  des  centres.  11  est  d'ailleurs 
évident  géométriquement,  dans  ce  cas,  que  tous  les  diamètres  sont  con- 
fondus. 

DIAMÈTRES  CONJUGUÉS 

412.  —  On  appelle  diamètres  conjugués  d'une  courbe  du  second  degré, 
deux  diamètres  tels  que  chacun  d'eux  est  conjugué  de  la  direction  de 
Vautre.  C'est  la  définition  déjà  donnée  dans  les  cas  particuliers  de  l'ellipse  et 
de  l'hyperbole  (n<*  289  et  316). 

Remarquons  d'abord  qu'il  ne  peut  exister  de  diamètres  conjugués  dans  les 
courbes  du  genre  Parabole,  car  alors  tous  les  diamètres  sont  parallèles. 
Lorsque  la  courbe  est  définie  par  l'équation  générale  du  second  degré,  on 
peut  justifier  de  la  façon  suivante  la  définition  des  diamètres  conjugués. 

Soient  (D)  et  (D'j  deux  diamètres  ayant  pour  coefficients  angulaires  m  et  m'  ; 
supposons  que  (ïï)  soit  conjugué  de  la  direction  de  ( D)  ;  son  équation  est  : 

ir  (f-  +  ^^^fv)  =  (^^^  +  By  +  D)  -H  m{Bx  +  Gy  +  E)  =  0, 

mi 

et  son  coeflicient  angulaire  m'  vérifie  la  condition  : 

(5)        m'== ^  ,   p — ,        ou;        Cmm' -+- B(m -4- m')  +  A  =  0. 

Sous  sa  seconde  forme,  cette  condition  est  symétrique  entre  m  et  m'  et, 
ï>ar  conséquent,  elle  exprime  aussi  que  (D)  est  le  diamètre  conjugué  de  la 
direction  de  (EK).  G.  Q.  F.  D. 

413.  Application.  —  Lorsqu'une  courbe  du  second  degré  se  réduit  à  deux  droites  passant 
par  un  point  O,  ce  point  est  le  centre.  Dans  ce  cas,  deux  diamètres  conjugués  passent  par  0 
t?t  chacun  deux  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre;  ces  deux  dia- 
mètres sont  donc  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  droites  données. 

Si  le  point  O  est  Torigine,  l'équation  de  la  conique  est  : 

Xx*  +  2Bay  +  Of  =  0, 

♦*t  la  relation  (5)  exprime  que  les  droites  y  —  mx  =  Oety  —  m'x  =  Q  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  droites  données.  En  représentant  par  : 

AV  +  2B'ay  +  C'y*  =  0 
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Cette  équation  peut  encore  être  mise  sous  la  forme  : 
(2;  xip  +  y<pi  +  2Dp  -h  2E?  =  0 

410.  Remarque.  —  Nous  avons  dit  précédemment  que  V    ,  ; 
sous  la  restriction  o[p,  q]  -=)=■  0.  Supposons  maintenant 


^ 


(3) 

et  cherchons,  dans  ce  cas,  la  position  de  la  droi» 
que  la  relation  (3)  exprime  que  la  direction  de  ' 
asymptotique  de  la  courbe  (n*  396)  ;  nous  son' 
thèses  suivant  le  genre  de  cette  courbe. 

1»  Genre  Ellipse;  il  n'y  a  pas  de  direc* 
être  vérifiée. 

2«  Genre  Hyperbole;  il  y  a  deux  direc* 
une  droite  (A)  dont  l'équation  est  pf 
courbe,  point  d'intersection  des  der 
de  la  déterminer,   cherchons  son 


lites  conjuguée:; 
.re  conjugué  de  0. 

iirections  S  et  8'  sont 

an  directions  conjuguées 

iie  Parabole,  au  contraire,  o 

aolle  que  soit  8  ;  le  diamètre  con- 

rinfini,  et  la  direction  conjuguée  de 


la  forme  (2),  on  voit  que  ce  co'  ,  ...  ,^  ,^  ^ri*»V/>«tf   nnp 

'  *  r   quel  que  sotl  le  genre  de  la  conique,  qut 

à  la  fonction  o(p.  g)  le  théorè       ^^^^^^^  ^^  ^^  direction  5  de  coefficient  angulaire  m 

^?^^*  ''^      r  suite,  que  le  coefficient  angulaire  m' de  ce  diamètre, 
La  droite  (A)  est  do-     ,J  angulaire  de  5^  est  toujours  lié  à  m  par  la  relation  : 

na-,  y)  -  0.  régu  ^^^^^^^  ^^  ^^^^^^  ^^^^^.^  ^^^^  directions  conjuguées 

>  ^t.^.  ^n'nt.  iPR  n.npmrÂents  anoulaires  m  et  m'  x)ériiienl  la 


Pour  les  mt^n 

en  la  considér     ,^^»  '".^^  ^^^^  les  coefficients  angulait 

3»  Genre  }'    /.  "jïf^^ 
angulaire'       'y/. 


On 


,  '  %,^\^  général  distinctes  ;  pour  qu*elles  se  confondent,  il  faut  et  n 
'>'''' relation  précédente  soit  vérifiée  par  deux  valeurs  égales  m  et  m  ; 
*7  </"*'  !  »w  =  w'  est  racine  de  l'équation  : 


../^^îllur'^ 


.W'^ 


:  v^^'' 


îquatii 
Cm2  +  2Bm  +  A  =  0, 


,.  d^^* 


directions  conjuguées  se  confondent  avec  Tune  des  directions 


ei  ''ototiqu^s  de  la  courbe. 


»sT 


0P 


APPLICATIONS 


^15.  Problème  I.  —  Équation  d'une  courbe  du  second  degré  rapportée  a 
j^ux  directions  conjuguées.  —  Quel  que  soit  le  genre  de  la  courbe,  nous 
avons  vu  que  les  coefficients  angulaires  m  et  m'  de  deux  directions  conju- 
guées sont  liés  par  la  relation  : 

'^'  —  —  B  +  Cm 

Pour  que  les  directions  Ox  et  Oy  soient  conjuguées,  il  faut  et  il  suffit  que 
Ton  ait  m'  =  oo  pour  m  =  0.  Nous  trouvons  ainsi  la  condition  : 

B  =  0, 
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hée  est  : 

^^  +  Cy2  +  2Da?  +  2Ey  +  F  =  0. 

la  courbe  est  du  genre  Parabole^  la  condition 
,^  -  0  ;  on  a  donc,  soit  A  =  0,  soit  G  =  0.  Nous 

\   ^5-;       ./.  vmptotique  de  la  parabole  est  alors  Ox  ou  Oy, 


^- 


'<?. 


\« 


-V, 


•  • 


^e  courbe  du  second  degré  rapportée  à 

*e.  —  Cherchons  à  exprimer  que  Ox 

ty.  Cette  direction  a  pour  coefficient 

ftiflf  =  0  de  son  diamètre  conjugué  se 

,1  droite 


^/•/=Bic  +  Cy  +  E  =  0 

oXy  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  les  conditions  : 
B==0,        E  =  0;        C:/:0. 

équation  de  la  courbe  est  donc  : 
(2)  \x^  -H  Cy^  -f-  2Da:  -h  F  =  0. 

On  remarquera  que  Taxe  Ox  a  une  position  déterminée,  tandis  que  Taxe 
Oy  peut  être  déplacé  parallèlement  à  la  direction  conjuguée.  On  peut,  en 
fixant  convenablement,  suivant  les  cas,  la  position  de  cet  axe,  simplifier 
encore  Téquation  (2). 

417.  Cas  particuliers.  —  I.  Courbe  à  centre,  —  Si  la  courbe  a  un  centre 
unique,  on  peut  le  prendre  pour  origine  ;  alors  D,  coefficient  de  Xy  s*annule 
^n**  404),  et  A  ne  s'annule  pas,  sans  quoi  la  courbe  serait  du  genre  Parabole. 
Les  conditions  que  remplit  Téquation  de  la  courbe  sont  donc  : 

B  =  0,         E=:0,         D==0;        Cr^O,        ArjtO; 

la  courbe  est  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués,  et  son  équation  se 

réduit  à  : 

^3)  Aa;2  +  C^^^  ^  F  =  0. 

11.  Courbe  indécomposable  du  genre  Parabole.  —  Si  la  courbe  est  du 
genre  Parabole,  on  a  :  AG  =  0,  ou  :  A  =  0,  C  n'étant  pas  nul.  Si,  en  outre,  elle 

ne  se  décompose  pas,  on  a  (n°  393)  :  A  =  —  CD^  =^  0,  ou  :  D  =^  0  ;  la  courbe 

F 
coupe  Oj?en  un  point  d'abscisse  x  =  —  ^rr  ;  on  peut  alors  transporter  l'ori- 
gine en  ce  point,  ce  qui  annule  le  coefficient  F.  Les  conditions  que  remplit 
alors  l'équation  sont  : 

B  =  0,        E  =  0,        A==0,        F  =  0;         C=7^0,        D:^0; 
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elle  se  réduit  à  : 

(4)  Cy^  +  2Dx  =  0. 

La  tangente  à  Torigine  est  alors  Oy  (x  =  0)  (n**  21 7 j  ;  la  courbe  est  donc 
rapportée  à  un  diamètre  et  à  la  tangente  à  V extrémité. 

ni.  Courbe  décomposable  du  genre  Parabole.  —  Si  la  courbe  est  du  genre 
Parabole,  et  se  décompose,  il  est  inutile  de  préciser  la  position  de  Taxe  Oy; 
quelle  qu'elle  soit,  les  conditions  que  remplit  l'équation  sont  toujours,  d'après 
ce  qui  précède  : 

B=0,        E  =  0,        A  =  0,        D  =  0;        C=^0; 

elle  se  réduit  à  : 

(8)  Cy^  +  F  =  0. 

On  vérifie  ainsi  que  la  courbe  est  formée  de  deux  droites  parallèles  à  Oa;. 
distinctes,  mais  réelles  ou  imaginaires,  pour  F  :/=  0,  confondues  avec  Ox  pour 
F==0. 

AXES  (COORDONNÉES   RECTANGULAIRES) 

418.  —  Dans  une  courbe  quelconque,  un  axe  de  symétrie  divise  en  deux 
parties  égales  les  cordes  qui  lui  sont  perpendiculaires  ;  en  particulier,  dans 
une  courbe  du  second  degré,  un  axe  de  symétrie  (ou,  plus  simplement,  un 
axe)  est  un  diamètre  perpendiculaire  à  sa  direction  conjuguée.  Cette  direc- 
tion est  appelée  direction  principale.  Les  extrémités  de  ce  diamètre  sont 
appelées  sommets.  Les  axes  sont  connus  en  même  temps  que  les  directions 
principales  et,  pour  déterminer  celles-ci,  nous  sommes  conduits  à  distinguer 
deux  cas  suivant  que  le  centre  de  la  courbe  est  à  distance  finie  ou  à  l'infini. 

419.  Axes  d'une  courbe  à  centre.  —  Supposons  que  les  axes  de  coordon- 
nées soient  rectangulaires  ;  désignons  par  m  le  coefficient  angulaire  d'une 
direction  principale  et  par  m' le  coefficient  angulaire  de  l'axe  perpendiculairt\ 
Les  deux  relations  : 

Cmm'  -f-  B(w  +  m')  +  A  ^^  0,        mm'  =  —  1 , 

expriment  que  l'axe  et  la  direction  principale  sont  conjugués  et  rectangu- 
laires. En  éliminant  m' entre  les  deux  équations  précédentes,  on  trouve  féqua- 
tion  : 

(1)  Bm^  -f  (A  —  C)  m  —  B  =  0, 

qui  donne  pour  m  deux  valeurs  réelles,  inverses  et  de  signes  contraire?. 
Une  courbe  à  centre  a  donc  toujours  deux  directions  principales  rectangu- 
laires; les  axes  correspondants  sont  aussi  rectangulaires  et  leurs  coeffi- 
cients angulaires  sont  les  racines  de  l'équation  (1). 
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Rbmarque.  —  Pour  qu'une  courbe  h  centre  ait  plus  de  deux  directions 
principales,  ou  plus  de  deux  axes,  il  faut  et  il  suflit  que  Téquation  (1  j  soit 
indéterminée.  On  trouve  ainsi  les  conditions  : 

B  :^-  0,         A  --=  C  ; 

elles  expriment  (n®  112)  que  la  courbe  est  une  circonférence. 

Cette  solution  pouvait  être  prévue  car  tout  diamètre  de  la  circonférence 
est  un  axe  de  symétrie. 

En  coordonnées  obliques^  Téquation  qui  donne  les  cocfilcients  angulaires  des  directions 
principales  s'obtient  en  éliminant  m'  entre  les  relations  : 

Cmm'  +  B(m  +  m')  +  A  =  0.        1  +  mtn'  +  (m  +  m')  cos  0=0, 

0  désignant  Tangle  des  axes  des  coordonnées.  On  trouve  ainsi  : 

(B  —  C  cos  0)  ?/i«  4-  (A  —  C)  m  —  (B  —  A  cos  0)  =  0. 

Exemple.  —  Déterminons  les  axes  et  les  sommets  de  la  courbe  : 

(1)  Ix*  —  %xy  -\-  y*—  tax  —  kay  —  a*  =  0. 

Les  coefficients  angulaires  m',  m"  des  axes,  définis  par  le  système  d'équations  : 

m'm"  =  —  1,        m'7«"  —  k(m'  +  m")  +  7  =  0, 

ou  : 

3 
m'm"  =  —  I ,        m'  -|-  '«"  =  'ô'» 

.sont  les  racines  de  l'équation  :  2m*  —  3;«  —  2  =  0;  donc  on  a  : 

m' =  2,        m"  =  — -5-- 

éé 

lA^  premier  axe,  conjugué  de  la  direction  de  coefficient  angulaire  m'  =  2,  a  pour  équation  : 

(2)  (7x  —  4y  —  rt)  +  2(—  4a;  +  y  —  2a)  =  0,        ou  :        -f  +  2y  +  5<7  =  0. 

Le  second,  conjugué  de  la  direction  de  coefficient  angulaire  m"  = ,  a  pour  é([uation  : 

1 

(3)  ^a:  —  iy  —  a  —-^  (—  kx  +  y  —  2a)  =  0,         ou  :        2 j-  —  y  =  0. 

Calculons  les  coordonnées  des  sommets.  Du  système  formé  par  (l)  et  (2),  on  déduit  : 

j;  =  —  2y  —  5rt,        45y*  +  iSQay  +  184a*  =  0, 

el.  la  seconile  équation  n'ayant  pas  de  solutions  réelles,  il  n'y  a  pas  de  sommets  sur  le  pre- 
mier axe. 
Du  système  formé  par  (1)  et  (3),  on  déduit  : 

y  =  2x,       5x*  + 10aa;+a*  =  0.       d'où:       j;=  y /— 5  ±  2 v/sj. 

Il  y  a  donc  deux  sommets,  l'un  de  coordonnées  —  --(5  —  2  y/5), =—(5  —  2^oJ, 

l'autre  de  coordonnées  —  y^o  +  2  ^B\ ^U-\-2^lY 

420.  Équation  du  faisceau  des  axes.  —  Soit  m  une  racine  de  l'équation  (1)  du  n*  419:  c'est 
le  ctM^nicient  angulaire  d'une  direction  principale  et  l'axe  perpendiculaire  a  pour  é(iuation  : 

•5)  rr+^<,  =  ^- 
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Si  l'on  élimine  m  entre  ics  équations  (I)  et  (2),  on  obtient  1  équation  du  second  degré: 

qui  est  vériHée  parles  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'un  des  axes;  celte  équation 
représente  donc  le  faisceau  des  axes. 

421.  Application.  —  Lorsque  la  courbe  /*(>,  y)  =  0  est  formée  de  deux  droites  sécantes, 
les  axes,  cjui  sont  d«»ux  diamètres  conjugues  rectangulaires,  sont  rectaif)^laires  et  conju- 
gués harnioni(|ues  par  rapport  aux  deux  droites:  ce  sont  donc  leurs  bissectrices. 

8i,  par  exemple,  la  courbe  est  formée  de  deux  droites  issues  de  l'origine,  son  équation 
est  I 

Ax«+  2Bxy  +  Cy*  =  0; 

les  coefïicients  angulaires  des  bissectrices  sont  les  racines  de  l'équation  (1)  du  n*  419  et  if 
faisceau  de  ces  bissectrices  est  représenté  par  l'équation  : 

By*  +  (A  —  C)ay  —  hx'  ^  0. 
Nous  avons  déjà  déterminé  cette  é(iuation  au  n*  106. 

422.  Axe  d'une  courbe  du  genre  Parabole.  — Remarquons  que,  dans  ce  cas, 
tous  les  diamètres  sont  parallèles  à  la  direction  asymptotique  ;  il  y  a  donc 
une  direction  principale  et  une  seule,  qui  est  perpendiculaire  h  la  direction 
asymptotique,  et,  par  suite,  il  y  a  un  axe  et  un  seul. 

Cet  axe,  parallèle  à  la  direction  asymptotique,  coupe  la  courbe  en  un  seul 
point  ;  la  courbe  n'a  donc  quun  sommet. 

Nous  pouvons  énoncer  la  règle  suivante  : 

Règle.  —  jPowr  déterminer  Vaxe  d'une  courbe  du  genre  Parabole,  on 
détermine  la  direction  asymptotique,  puis  la  direction  perpendiculaire,  ei 
enfin  le  diamètre  conjugué  de  celle-ci. 

Par  exemple,  en  coordonnées  rectangulaires,  si  Ton  a  :  A  ^  0,  le  coeffi- 

A 

cient  angulaire  de  la  direction  asymptotique  est  m  =  —  -W-  (n**  403),  celui 

B  ** 

de  la  direction  principale  est  -.-  ,  et  l'dquation  de  Taxe  est  : 

/ï  +  -^/ï  =  0,         ou:         A/-iH-B/ï  =  0. 

En  coordonnées  obliques,  le  coefiicicnt  angulaire  de  la  direction  asymptotique  est—  -g-. 
celui  de  la  direction  principale  est   . .   ,     .. .    ,  et  l'équation  de  l'axe  est  : 

(B  cos  0  —  A)  /•;  +  (A  cos  0  —  B)  /"j;  =  0. 

Exemple.  —  Soit,  en  coordonnées  rectangulaires,  ré<iuation  : 

.1*  +  i*a.r  +  iAy  +  c  =  0. 

La  courbe  est  du  genre  Paraboh»  et  elle  a  un<'  direction  asymptotique  double  (x=-0}  paral- 
Irle  à  0//;  ellr  a  un-^  diiocLion  principale  (|ui.  parallèle  à  0.r,  a  pour  coeffîcient  angulaire 
jH  =  0;  l'axe  a  pour  équation  :  a -|-  a  :=  0:  et  le  sommet  a  pour  coordonnées  : 

M*  —  2a*  4-  c a*  —  c 

j-^-a,        y  = ^3 -— 26"' 
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IDENTIFICATION  DES  COURBES  DU  SECOND  DEGRE 

ET  DES  CONIQUES 

■ 

423.  Courbe  à  centre.  —  Si  Ton  rapporte  une  courbe  à  centre  h  ses  axes, 
son  équation  prend,  en  coordonnées  rectangulaires,  la  forme  (3)  du  n°  417  : 

avec  :  A  =/=  0,  (]  ^  0.  Cela  posé,  distinguons  plusieurs  cas  : 

I.  Genre  Ellipse  :  A  et  G  de  même  signe.  1°  Pour  F  =^0,  et  de  signe  con- 
traire à  A  et  C,  l'équation  peut  être  mise  sous  la  forme  : 

X*         V*  /  F  F  \ 

la  courbe  est  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes. 

5**  Pour  F  ^  0,  mais  de  même  signe  que  A  et  C,  Téquation  peut  être  mise 
sous  la  forme  : 

^2  -t-   ^2   -h  ^  —  "  >         V^  —   A  '         ^  "~   c  / 

la  courbe  n'a  aucun  point  réel  ;  on  Ta  déjà  appelée  ellipse  imaginaire  (n°  397). 
3®  Pour  F  =  0,  réquation  peut  être  écrite  : 


y*  +  m*a;*  =  0;         (m^  =  -çr] 


elle  représente  un  système  de  deux  droites  imaginaires  conjuguées,  issues  de 
l'origine,  ce  que  l'on  appelle  encore  ellipse  point  (n*  397). 

II.  Genre  Hyperbole  ;  A  et  G  de  signes  contraires.  1**  Pour  F  ^  0,  on  peut 
le  supposer  de  même  signe  que  G,  sans  quoi  il  suffirait  d'échanger  xeiy  dans 
l'équation  (1)  ;  l'équation  peut  donc  être  mise  sous  la  forme  : 


x^         y^ 


2 


1=0;         («•=-^.        6'==|) 


la  courbe  est  une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes. 
2**  Pour  F  =  0,  l'équation  peut  être  mise  sous  la  forme  : 


y2  —  ni'X^  =  0  ;        ^m^  =  —  -~- j 


la  courbe  est  un  système  de  deux  droites  sécantes,  issues  de  l'origine. 

Courbe  du  genre  Parabole.  —  1**  Si  la  courbe  n'est  pas  décomposable,  on 
peut  la  rapporter  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet,  et  son  équation 
prend,  en  coordonnées  rectangulaires,  la  forme  (4)  du  n**  417  : 

Gy*  +  2Da;  =  0, 
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avec  :  G  =7^  0,  D  ^  0,  et  l'on  peut  supposer  C  et  D  de  signes  contraires,  sans 
quoi  il  suffirait  de  renverser  le  sens  de  Taxe  Ox.  L'équation  peut  être  écrite  : 


y»  ^  2px,         (;,  =  -  -^  >  o) 


et  représente  une  parabole. 

2**  Si  la  courbe  est  décomposable,  on  peut  mettre  son  équation,  en  coordon- 
nées rectangulaires,  sous  la  forme  (5j  du  n°  417  : 

Cy*  +  F-=0,  ou:         ^^+^  =  0, 

G  n'étant  pas  nul,  ou  enfin,  suivant  les  cas  : 

la  courbe  est  formée  de  deux  droites  parallèles,  soit  réelles  et  distinctes,  soit 
imaginaires  conjuguées,  soit  confondues. 
De  là  la  conclusion  suivante,  déjà  indiquée  %\x  n**  374  : 

Théouèmk.  —  Toute  courbe  du  second  degré  est  une  conique,  à  moins 
qu'elle  n'ait  aucun  point  réel  ou  qu'elle  ne  se  décompose. 

Par  extension,  et  pour  simplifier  le  langage,  nous  donnerons  dans  la  suite 
le  nom  de  conique  h  toute  courbe  du  second  degré. 

EXERCICES 


{École  Centrale,  18 


1.  Trouver  le  lieu  des  centres  de»  couitiues  ayant  pour  équation  : 

(4x  —  3y)  (y  -  3)  +  m{x  -  3)  (2^^  -  'ix)  =-  0, 
lorsqu'on  fait  varier  m. 

2.  Lieu  des  contres  des  coniques  représentées  par  l'équation  : 

X»  —  *(i  —  k]xy  +  k*y*  —  ak*y  —  0, 

quand  on  fait  varier  k.  _, 

{École  Centrale^  1864). 

3.  On  donne  un  triangle  AB(^  D'un  point  queleon({ue  P  pris  sur  le  rôle  AB,  on  abaisse  une  lïerpendicttlairf 
l'Q  sur  A(!  ;  on  mène  les  droites  BQ  et  Ci'  qui  se  coupent  en  M. 

1"  On  demande  le  lieu  du  point  M  quand  lo  point  P  parcourt  la  droite  indéfinie  AB. 

2o  Les  droites  indéfinies  AH  et  AC  restant  fii^es.  on  Tait  tourner  la  droite  BL  autour  d'un  point  fi&e  H  pri« 
!>ur  cette  droite,  et  on  demande  le  lieu  du  centre  du  lieu  précédent. 

{Kcole  Centrale,  l»6fi). 

4.  Ou  douue  deux  a&es  Ox,  Oy,  deux  points  A  et  A'  sur  0.r,  deux  points  B  cl  B*  sur  Oy  : 

lo  Former  l'é^piation  générale  des  conicfues  (Cj  qui  passent  par  les  quatre  points  A,  A'.  B,  B' cl  montrer 
qu'il  passe  uue  conique  ((1)  et  une  seule  par  un  point  quelconque  du  plan. 

i"  Kludier  le  genre  des  coniques  (C).  Chercher  si  parmi  ces  coniques  il  y  a  des  |»araboles  réelles. 

Peut-il  y  avoir  uue  ou  plusieurs  hyperboles  éi|uilatôres  ? 

Peut-il  y  avoir  uue  circonférence  ? 

3"  Le  lieu  des  centres  des  coniques  d'.)  est  une  conique  (r).  Discuter  le  genre  de  (F)  et  séparer  sur  celle 
conique  les  points  qui  sont  centres  d'ellipses  des  points  qui  sont  contres  d'hyperl>oles. 

Laconique  (P)  peut-elle  être  une  circoiifércuce  ?  Peut-elle  se  réduire  à  deux  droites? 

4"  Montrer  qu'il  existe  deux  coniques  [C],  réelles  ou  imaginaires,  tangentes  à  une  droite  quelconque.  Dis- 
cuter. 

5.  Ox,  Oy  étant  deux  axos  rectangulaires.  BL  une  droite  fixe  parallèle  à  l'axe  des  x(y  =  b),  et  .\  un  poia^ 
mobile  sur  cette  droite  (BA  ^-  «)  ;  à  chaque  position  du  i>oint  A  corresiiond  une  hyperbole  é(|uilatère  passant 
par  les  trois  points  A,  B,  0  et  tangente  eu  0  à  l'axo  des  j\ 

!•  Trouver  le  lieu  des  centres  de  toutes  ces  hyperboles,  et  construire,  pour  une  |N>siiioii  donnée  du  p«i«t  ^« 
le  rentre  et  les  a<«ymptotes  de  l'hyperbole  équilatére  correspondant  à  ce  point. 
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2*  On  joint  le  point  variable  A  à  un  point  fixe  Q  pris  sur  l'aie  Oy.  La  droite  QA  rencontre  Thyperbole  cor- 
respondant au  point  A  eu  un  second  point,  Il  ;  trouver  le  lieu  de  ce  point  ;  discuter  la  nature  de  ce  lieu 
suivant  la  position  du  |x>int  Q  sur  l'axe  des  y . 

{Kcole  Navale,  1890). 

d.  Etant  donné  le  cercle  x«  +  (y  —  7)*  =  R*»  rapporté  à  des  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  et  qui  coupe  l'axe  des  x 
en  deux  points  A  et  A',  on  considère  un  point  quelconque  M  de  ce  cercle,  défini  par  l'angle  e  que  le  rayon  CM 
fait  avec  l'axe  des  x.  Trouver  l'équation  générale  de«  coniques  passant  |>ar  les  points  A  et  A'  et  tangentes  on 
M  à  la  circonférence  C  ;  démontrer  que  toutes  ces  coniques  ont  leurs  axes  parallèles  ;  trouver  la  direction  de 
ces  axes. 

Parmi  ces  coniques  on  considérera  : 

1*  Celle  pour  laquelle  la  direction  de  la  tangente  MT  et  la  direction  de  l'axe  des  y  sont  conjuguées.  Déterminer 
géométriquement  son  centre,  et  ses  axes  en  grandeur  et  direction.  Lieu  du  centre  quand  le  point  M  parcourt 
la  circonférence  C  ; 

i*  Celle  pour  laquelle  la  direction  de  la  tangente*HT  et  la  direction  de  Taxe  des  x  sont  conjuguées.  Mêmes 
questions  que  pour  la  précédente  ;  on  exprimera  en  coordonnées  polaires  le  lieu  du  centre. 

{École  Navale  y  1891.) 

7.  On  considère  toutes  les  coni<|ue8  qui  ont  un  foyer  en  un  point  donné  F  et  qui  passent  par  deux  points 
donnés  A  et  B. 

1*  Montrer  que  ces  coniques  forment  deux  séries  telles  que  pour  toute  conique  d'une  série,  la  directrice  cor- 
respondant au  foyer  F  passe  par  un  point  fixe  do  la  droite  AB.  situé  entre  A  et  B,  tandis  que  pour  toute 
conique  deTaulre  série,  ladirectrice  correspondant  au  foyer  F  passe  par  un  point  fixe  de  la  droite  AB,  non  situé 
entre  A  et  B. 

â*  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  considérées  et  montrer  qu'il  se  compose  de  deux  coniques  homo- 
focales  ; 

3«  Prenant  un  point  C  sur  le  lieu  précédent,  roconnaflre,  d'après  la  position  (|u'il  occupe  sur  ce  lieu,  si  la 
conique  considérée,  dont  le  point  C  est  centre,  est  telle  que  les  poiul«  A  et  B  sont  sur  une  même  branche  ou 
sur  deux  branches  différentes  de  cette  conique  : 

4*  Si  le  point  C  est  tel  que  les  points  A  et  B  sont  sur  une  même  branche  de  la  conique  considérée,  recon- 
naître, d'après  la  position  du  point  C,  si  cette  conique  est  du  genre  ellipse,  ou  du  g^nre  hyperbole  et,  dans  ce 
dernier  cas,  si  les  points  A  et  B  sont  sur  la  branche  voisine  du  foyer  F,  ou  sur  l'autre. 

Nota.  —  On  prendra  pour  axe  dos  x  la  droite  AB  et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée 

par  le  milieu  de  AB. 

(Ecole  Centrale,  1"*  Session,  1887.) 

8.  Lieu  du  centre  (ou  du  second  foyer)  d'une  conique  variable  ayant  un  foyer  donné,  tangente  i  une  droite 
ilonnéc,  et  assujettie  en  outre  à  l'une  des  conditions  suivantes  : 

1*  Etre  tangente  k  une  seconde  droite  donnée  ; 

2*  Passer  par  un  point  donné  ; 

3*  Etre  vue  sous  un  angle  droit  d'un  point  donné  ; 

4*  Etre  vue  sous  un  angle  constant  d'un  point  donné. 

Distinguer  sur  cNacun  de  ces  lieux,  le  genre  de  la  conique  qui  a  pour  centre  un  point  du  lieu. 

9.  On  donne  deux  axes  Oar,  Oy  et  deux  droites  (D)  et  (D')  : 

1*  Former  l'équation  générale  des  coniques  (C)  tangentes  à  ces  quatre  droites. 

2*  Par  un  point  quelconque  M  du  plan  passent  deux  conitjucs  (C)  ;  dans  quelle  région  doit  être  M  pour  que 
ces  deux  coniques  soient  réelles. 

3*  Quel  est  le  genre  des  deux  coniques  (C)  qui  passent  par  M  ? 

4*  Lieu  des  centres  des  coniques  (C). 

(On  formera  d'abord  l'équation  générale  des  coniques  tangentes  respectivement  à  Oj:  et  0«/  en  deux  points 
I'  et  Q:  puis,  faisant  varier  P  et  Q,  on  exprimera  que  ces  coniques  sont  tangentes  à  (D)  et  (1)/).  On  eu  déduira, 
en  particulier,  que  la  corde  des  contacts  I*Q  passe  par  un  point  fixe.) 

10.  Deux  coniques  à  centre  admettent  toujours  un  même  système  de  directions  conjuguées,  réelles  ou  imagi- 
nai rcs. 

Condition  de  réalité;  montrer  ({u'elle  est  toujours  vérifiée  si  l'une  des  roui({ues  eat  une  cili|>HC. 
Examiner  le  cas  particulier  oii  Tune  des  coniques  est  uu  cercle. 

1 1 .  Dans  une  conii^ue,  déterminer  les  directions  conjuguées  qui  font  eutro  elles  un  angle  donné.  Discuter. 
Examiner  le  cas  iwrticulier  où  cet  angle  est  droit. 

12.  On  donne  une  parabole  et  un  point  fixe  dans  son  plan.  Un  angle  droit  se  meut  dans  le  plan  de  la  courbe, 
de  manière  que  le  sommet  de  cet  angle  décrive  la  directrice  de  la  imrabole  et  (|ue  l'un  de  ses  côtés  passe  cons- 
tamment par  le  point  fixe  donné.  On  demande  le  lieu  des  milieux  des  cordes  interceptées  par  la  parabole  sur 
Tautre  c6té  de  l'angle.  Lorsque  la  position  du  point  fixe  varie,  le  lieu  obtenu  se  modifie.  Quelle  ligne  décrit  le 
sommet  de  ce  lieu  lors^iue  le  point  fixe  décrit  une  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  parabole  donnée. 

{École  Centrale,  18C:J.) 

13.  Oj*.  Oy  étant  deux  axes  rectangulaires  et  A(R,  0),  A'(— R,  0),  B(0,  R)  trois  points  situés  sur  ces  axes  i  une 
même  dislance  de  l'origine  : 

1*  Équation  des  paraboles  circonscrites  au  triangle  AA'B,  en  prenant  comme  paramètre  variable  le  cot^fficient 
aii;n>lairr  m  de  l'axe. 


364  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

Far  chaque  point  du  plan  passent  deux  de  ces  paraboles.  Distinguer  les  régions  du  plan  pour  lesquelles  ces 
deux  paraboles  sont  réelles. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  axes  de  ces  deux  paraboles  sont  rectangulaires  est  une  circonférence  (C . 
Construire,  en  coordonnées  polaires,  le  lieu  du  pied  do  la  perpendiculaire  abaissée  de  Torigine  0  sur  les  uesde 
toutes  les  paraboles  circonscrites  au  triangle  ABA^ 

V  Lorsqu'un  point  M  décrit  la  circonférence  (C),  le  point  de  rencontre  des  axes  des  deux  paraboles  passas! 
par  ce  point  décrit  également  une  circonférence  ; 

.3°  Lhyperbolc  équilalère,  circonscrite  au  triangle  ABA'   et  dont  les  axes  sont  parallèles  aux  axes  des  deux 

paraboles  passant  par  un  point  M  de  la  circonférence  (C),  passe  par  ce  point  M. 

[ÉcoU  Navale.  1893.) 

14.  Ox,  Qy  étant  deux  axes  rectangulaires,  on  considère  toutes  les  hyperboles  équilatères  tangentes  eo  U  à 
l'axe  des  y  et  dont  un  des  axes  passe  par  un  point  fixe  A  de  l'axe  des  x. 

Trouver  le  lieu  des  centres  et  le  lieu  des  foyers  (démonstration  géométrique)  ;  distinguer  sur  le  lieu  de» 
foyers  les  points  qui  correspondent  aux  foyers  se  trouvant  sur  Taxe  por|)endiculaire. 

Trouver  le  lieu  des  sommets,  le  construire  eu  coordonnées  polaires,  en  prenant  poor  origine  le  point  A. 

Par  chai|uc  point  du  plan  passent  doux  de  ces  hypcrl)oles  :  Distinguer  les  régions  du  plan  qui  corrcspondeut 
k  des  hyperboles  réelles. 

On  prendra  comme  paramètre  variable  l'angle  e  que  fait  l'axe  de  l'hyperbole  passant  par  A  avec  l'axe  tks 

Xf  et  Ton  posera  OA  =;:  ->  a. 

{École  Navale,  1896.) 

15.  Trouver  le  lieu  des  sommets  et  le  lieu  des  foyers  d'une  hyperbole  équilatère  dont  le  centre  est  Oxe  et 
qui  passe  par  un  point  flxe. 

16.  Trouver  le  lieu  du  sommet  d'une  parabole  dont  on  donne  une  tangente,  le  point  où  cette  tangente  ren- 
contre l'axe  et  un  point  de  la  directrice. 

17.  On  donne  un  triangle  rectangle  AOB  et  Ton  demande 

1"  L'équation  générale  des  paraboles  circonscrites  au  triangle  AOB  ; 

t*  Montrer  qu'il  passe  deux  paraboles  (P),  réelles  ou  imaginaires,  par  un  point  du  plan.  Discuter  la  réaliU!*: 
3°  Construire  et  discuter  le  lieu  du  point  M  tel  que  les  axes  des  deux  paraboles  (P)  passant  par  M  font  entre 
eux  un  angle  donné. 


CHAPITRE  111 

RÉDUCTION  DE  L'ÉQUATION  DU  SECOND   DEGRÉ 

424.  —  Dans  le  chapitre  précédent  nous  avons  vu  que,  pour  toute  conique 
non  décomposable,  Ton  pouvait  choisir  un  système  d'axes  particuliers  par 
rapport  auquel,  suivant  son  genre,  la  conique  est  représentée  par  une  équa- 
tion ayant  Tune  des  deux  formes  : 

\x^  +  Cy*  4-  F  ==  0,        Cy»  +  2Da;  ==  0, 

c'est  ce  que  nous  appellerons  Véqualion  réduite  de  la  conique. 

Une  conique  rapportée  à  des  axes  de  coordonnées  quelconques  étant  défmie 
par  l'équation  générale  du  second  degré,  il  suffira  d^effectuer  une  transfor- 
mation de  coordonnées  convenablement  choisie  pour  ramener  l'équation  à 
l'une  des  deux  formes  précédentes.  La  détermination  des  nouveaux  axes  de 
coordonnées  et  celle  de  l'équation  réduite  constituent  ce  que  Ton  appelle  la 
réduction  de  l'équation  de  la  conique. 

Pour  simplifier  les  calculs,  nous  supposerons  que  la  conique  définie  par 
l'équation  générale  est  rapportée  à  des  axes  rectangulaires  ;  s'il  n'en  était  pas 
ainsi,  on  commencerait  par  faire  une  première  transformation  en  passant, 
par  exemple,  des  axes  obliques  Ox,  Oy  aux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy' 
(n*  47). 

Nous  distinguerons  deux  cas  suivant  que  l'équation  peut  être  ramenée  à 
la  première  forme  réduite  ou  à  la  seconde. 

425.  Réduction  de  réquation  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole.  —  Les  axes  de 
coordonnées  étant  rectangulaires,  soit  : 

(i)  i\a;*  +  2Ba;y  -h  Cy»  +  2Da?  +  2Ey  +  F  =  0, 

l'équation  de  la  conique.  On  commence  par  faire  une  ti^anslation  des  axes, 
la  nouvelle  oHgine  étant  le  centre  de  la  courbe.  On  sait  déterminer  ce  centre 
(y(aro,  yÔ)  (n*  405),  et  l'on  a  vu  que  la  nouvelle  équation  de  la  conique  est  alors  : 

(2)  \xf^  +  2Ba?'y'  h-  Qy"  +  H  =  0, 


le  terme  constant  H  étant  défini  par  l'égalité  (n®  406)  : 


II  =  Dxo  +  Eyo  -h  F  =  -^  . 
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Ensuite,  on  effectue  autour  du  centre  une  rotation  des  axes  Cyx',  Oy 
égale  à  un  angle  arbitraire  a,  et  l'on  dispose  de  cet  angle  de  façon  que  les 
nouveaucc  axes  de  coordonnées  coïncident  avec  les  axes  de  symétrie  de  la 
courbe. 

Les  formules  de  transformation  sont  (n**  46)  : 

x'  =  X  cos  a  —  Y  sin  a,         y'  =  X  sin  a  +  Y  cos  a  ; 

en  remplaçant  dans  (2)  a?'  et  y'  par  ces  valeurs,  on  obtient  Téquation  : 
(3)  SiX^  +  S2Y*  +  2T  XY  4-  H  =  0, 

en  posant  : 
.  ^  Si  =  A  cos*  a  +  C  sin'  a  +  2B  sin  a  cos  a, 

(  Si  =  A  sin^  a  -h  G  cos'  a  —  2B  sin  a  cos  a, 

T  ==  B(cos'  a  —  sin'  a)  —  (A  —  G)  sin  a  cos  a. 

Pour  que  la  conique  soit  rapportée  à  ses  axes,  il  faut  et  il  suffit  que,  dans 
l'équation  (3),  le  coefficient  T  soit  nul.  L'angle  cherché  a  est  donc  déterminé 
par  réquation  : 

(5)  B{cos2  a  ~  sin2  a)  —  (A  —  G)  sin  a  cos  x  =  0, 

ou,  en  divisant  par  cos'  a  : 

B  tg'  a  4-  (  A  —  G  )  t  g  a  —  B  =  0  : 

cette  équation  en  tg  a  est  identique,  ce  qui  était  à  prévoir,  h  l'équation  aux 
coefficients  angulaires  des  axes  (n**419).  On  pourrait  tirer  a  de  cette  équation; 
mais  il  est  plus  simple  d'employer  l'équation  (5)  sous  la  forme  : 

2B  cos  2a  —  (A  —  G)  sin  2a  =  0, 

d'où  l'on  déduit  : 

2B 


(6)  ts:2a  = 


o 


A  —  G 


En  excluant  le  cas  de  la  circonférence  où  l'on  a  à  la  fois  B  =  0  et  A  =^C, 
l'équalion  (6)  définit  toujours  pour  2a  une  valeur  unique  w.  comprise  entre 

0  et  7c,  angle  que  l'on  sait  d'ailleurs  construire  en  traçant  la  droite  (D)  du  coef- 

2B 
ficient  angulaire  r p,.  Si  l'on  désigne  par  k  un  nombre  entier  quelconque. 

positif  ou  négatif,  les  solutions  de  l'équation  (6)  sont  : 


(1)  IC 


2a  r=  w  -f-  kr.,         OU  :  a  =  -^ h  ^  ~â 

Les  valeurs  do  a,  qui  sont  données  par  cette  dernière  formule,  ne  correspon- 
dent qu'à  quatre  directions  dilTérentos  du  nouvel  axe  des  X  ;  ces  quatre  direc- 

(1)     (()         17     (1)  w        3:: 

tions  sont  obtenues  en  donnant  a  a  les  valeurs  "ô" ^  1"  "*"  T  '  T "^  ^'  "5""'~T' 

Les  quatre  demi-droites  déterminées  par  ces  valeurs  de  a  sont  deux  a  deux 
opposées  et  forment  deux  droites  rectangulaires  qui  sont  les  axes  de  la  conique; 
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on  construira  ces  axes  en  traçant  les  bissectrices  de  l'angle   formé  par  la 
droite  (D)  et  Taxe  CVa^. 

Pour  achever  la  réduction,  nous  donnerons  à  a  la  valeur  -^  qui  est  positive 

et  inférieure  à  ^^• 

Calcul  des  coefficients  de  Véquation  réduite.  —  L'angle  a  étant  déterminé 
par  la  formule  (6),  on  pourra  calculer  les  valeurs  des  coefficients  Si  et  S2  à 
Taide  des  équations  (4).  On  déduit  de  ces  équations  : 

Si  +  Sj  =  A  +  C,        Si  —  S2  =  (A  —  C)  cos  2x  h-  2B  sin  2a, 

sin  2a  et  cos  2a  ayant  les  valeurs  suivantes  tirées  de  la  formule  (6)  : 

.    ç,  2B A -G 

sm  2a  = ..  ,         cos  2a  = 


zt  t/4B^  +  (A  —  C)^  db /4B*  +  (A  —  CJ=^ 

Si  l'on  prend  pour  2a  la  valeur  w  comprise  entre  0  et  tc,  sin  2a  est  positif; 
on  doit  donc  placer  devant  le  radical  le  signe  du  coefûcient  B.  La  différence 
Si  —  Si  est  alors  donnée  par  la  formule  : 

Si  —  S,  =  zt  v^^ïBHiTÂ^irGjï; 

le  signe  du  radical  étant  celui  de  B. 

Si  et  Si  sont  définis  par  leur  somme  et  leur  différence  ;  on  peut  calculer 
facilement  leur  produit  : 

S.S,  =  -i  [(Si  +  S,)^  -  (Si  -  S,)-^]  =  AG  -  B^  ; 

Si  et  S2  sont  donc  les  racines  de  l'équation  : 

(7^     S*  — (A  4-G)S-+- AG  — B*  =  0,       ou:       (A  —  S)  (G  —  S)  —  B»  =  0, 

que  l'on  nomme  Véquation  en  S  de  la  conique. 

426.  Équation  aux  carrés  des  demi-axes  d'une  conique  à  centre.  —  L'équation  d'une 
ellipse  ou  d'une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie  est  : 

S.X»  +  S  J*  +  H  =  0  ; 

S,  et  S,  sont  les  racines  de  l'équation  (7),  et  H,  qui  est  donné  par  la  fonnule  H  =-7-  » 

n'est  pas  nul  si  la  conique  ne  se  réduit  pas  à  deux  droites.  L'équation  peut  être  mise  sous 
la  forme  : 

^  +  1-1=0, 

avec  :L  =  —  77-,  M  =  —  -^jLetM  étant  les  carrés  des  demi-axes  de  la  conique. 
Posons  :  *  * 

«  =  -—         ou-       S=-~  =  -  — • 

S  *  '  u  61Z  ' 

et  remplaçons  dans  (7)  S  par  celte  valeur  ;  nous  obtenons  l'équation  du  second  degré  en  u  : 


dont  les  racines  sont  L  et  M;  c'est  l'équation  cherchée. 
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427.  Exemple.  —  Réduire  Véquatxon  de  Vhyperbole,  déjà  étadiée  au  n»  419 

"ix*  —  Sxy  +  y*  —  2aa;  —  iay  —  a*  =  0. 

Les  coordonnées  du  centre  0'  s'obtiendront  en  résolvant  les  équations  : 

7ji-  —  4y  —  a  =  0,        —  4j-  +  y  —  2a  ^  0: 


on  trouve  ainsi  :  a' 


—  a,  y  •=  —  2a.  On  a  : 


A  ==  —  36a%        0  =  —  9, 


0 


En    transportant   l'origine    au    centre  0' 
(fig.  221),  Téquation  de  l'hyperbole  deviendra: 


7a,'«  —  8j.'w'  4-  y'*  +  4a*  =  0. 

Pour  rapporter  la  courbe  à  ses  axes  de 
symétrie,  il  faut  faire  tourner  les  axes  de  roor- 
données  de  l'angle  aigu  s  défini  par  la  for- 
mule : 

*     «  2B  4 

tg2a  = 


A  — C 


a 


Fig.  .221. 
l'équation  cherchée  est  : 


Nous  construisons  cet  angle  en  traçant  d'abord 
la  droite  (D),  qui  jotnt  l'origine  av  point 
(3a,  —  4a),  puis  les  bissectrices  O'X,  O'Y  de 
l'angle  des  droites  (D)  et  O'x'. 

Les»  coefficients  8^  et  8,  de  l'équation  réduite 
sont  définis  par  les  équations  : 

s,  +  s,  =  8,     S,  — s,  =  — y/îciô  =  ~io, 

(en  plaçant  devant  le  radical  le  signe  de  B 
qui  est  négatif);  d'où  : 


.S.  =  -l.        S,  =  9; 


—  X*  +  9Y«  +  4a«  =  0. 


La  courbe  est  donc  une  hyperbole,  dont  le  demi-axe  réel  est  place  sur  O'X  est  égal  à  Sa,  le 

2 
demi-axe  imaginaire,  placé  sur  O'Y,  est  égal  à  -»-  «• 

428.  Hyperbole  équilatôre.  —  On  sait  qu'une  hyperbole  est  équilalère 
lorsque  ses  asymptotes  sont  rectangulaires. 

La  courbe  étant  définie,  en  axes  rectangulaires,  par  l'équation  générale  du 
second  degré,  l'équation  des  directions  asymptotiques  (n*»  396)  : 

représente  deux  droites  rectangulaires  ;  d'où  la  condition  nécessaire  et  suffi 
santé  (n«  106}  : 

A  +  G  »0. 

Dans  ce  cas,  les  coefficients  Si,  S^  de  l'équation  réduite  (n*>  42o),  don- 
nés par  les  conditions  : 


Si  +  Si  =  A  4-  C  =  0,        SiSi  =  AG  —  B^  =  S, 
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sont  :  Si  =  V^8,  Si  =  —  V^ô,  et  l'équation  réduite  est  : 

X»  —  Y*  +  -V  =  0. 

429.  Réduction  de  Téquation  de  la  parabole.  —  Les  axes  de  coordonnées 
étant  rectangulaires,  soit  : 

\x*'  -h  ^nxy  -h  Cy'  +  !2Dx  -+-  2Ey  4-  F  -=  0, 

Téquation  de  la  parabole.  Lorsque  le  coefficient  A  n'est  pas  nul,  la  relation 
AC  —  B-  =  0  donne  :  C  =  — ,  et  l'équation  de  la  courbe  peut  être  écrite  : 

il)  "Y  (Aj?  +  Byj*  +  2Dx  -h  2Ey  +  F  =  0. 

Si,  au  contraire,  A  est  nul,  la  relation  AC  —  B^  =  0  donne  B  ==  0,  et 
l'équation  prend  la  forme  : 

(V)  Cy2  +  2Dx  +  2Ey  H-  F  =:=  0. 

On  effectue  (f  abord  autour  de  Vorigine  une  rotation  des  axes  égale  à  un 
angle  arbitraire  a,  et  Von  dispose  de  cet  angle  de  façon  que  le  nouvel  a^e 
Ox'  soit  parallèle  aicx  diamètres  de  la  parabole. 

Remarquons  que  dans  le  cas  particulier  où  A  est  nul,  l'axe  Ox  remplit  cette 
condition  d'après  la  forme  môme  de  l'équation  {V),  et  cette  première  opéra- 
tion est  alors  tout  effectuée. 

Appliquons  donc  à  l'équation  (1)  les  formules  de  transformation  (n**  46)  : 

X  =ix'  cos  a  —  y'  sin  a,  y  =^  x'  sin  7.-\-  y'  cos  a  ; 

celle  équation  devient  : 

(2)  -r-  j  (A  cos  a  +  B  sin  a)  x'  -h  (B  cos  a  —  A  sin  a)  y' 

+  2(D  cos  a  +  E  sin  a)  x'  -h  2(E  cos  a  —  D  sin  a)  2/'  +  F  =  0. 

On  sait  qu'en  égalant  à  zéro  la  quantité  élevée  au  carré,  on  définit  la  direc- 
tion des  diamètres  ;  cette  direction  sera  parallèle  à  Ox'  à  condition  que  le 
coefficient  de  x^  soit  nul.  L'angle  a  est  donc  déterminé  par  la  relation  : 

\ 

(3)  A  cos  a  -H  B  sin  a  =  0,        ou  :        tg  a  == ^ , 

relation  qui  est  vérifiée  par  un  angle  w  compris  entre  0  et  t:,  et  dont  la  solu- 
tion générale  est  a  =  a>  +  feir,  h  désignant  un  nombre  entier  quelconque, 
positif  ou  négatif.  Nous  ne  définissons  ainsi,  pour  le  nouvel  axe  Ox',  que 
deux  directions  opposées  qui  correspondent  aux  valeurs  : 

COS  deux  directions  forment  une  droite  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole  ; 

TiutwK  £r  Thybaut.  Géométrie  analytique.  24 
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on   sail    construire  cette   droite,   son   coefficient   angulaire   étant  —  -jr» 
diaprés  la  relation  (3). 

Pour  achever  le  calcul,  nous  emploierons,  par  exemple,  la  solution  ai  =  w: 
la  valeur  correspondante  de  sin  a  étant  positive,  nous  aurons  donc  : 

A  — B 

sin  a  == ..  cos  a 


V/A^  +  B*  '  ±  V^A^  +  B^ 

le  signe  (lu  radical  étant  celui  de  A. 

L'angle  a  étant  ainsi  déterminé,  Téquation  de  la  courbe,  mise  sous  la 
forme  {'i),  devient  : 

(4)  C'tj'^  4-  mx'  -4-  2Ey  +  F  =  0, 

avec  : 

,v.  ,,,       (Bcosa  —  A  sin  a)*        A*  +  B^ 

j>  ^iz.  D  cos  a  4-  Ksina:=  —  ,     E'  =  Ecosa — Dsina= , 

±  \/\^  -4-  B*  it  v^A=*  +  B* 

et  Ion  doit  placer  devant  le  radical  le  signe  de  A. 

Pour  achever  la  réduction,  on  fait  une  translation  des  axes  en  prenant 
pour  nouvelle  origine  un  point  arbitraire  0'(a;o,  y©)»  cl  Von  dispose  de  ce  point 
de  far 011  qu'il  coïncide  avec  le  sommet  de  la  parabole. 

Les  formules  de  transformation  sont  : 

X'       X  -^  Xo.        2/'  =  Y-4-  î/o; 

en  remplaçant  dans  Téquation  (4),  et  en  ordonnant,  on  obtient  : 

C'Y-'  -+-  2D'X  H-  2(C'y,  -+-  E'.)Y  4-  Cyî  h-  mXo  -h  iE%  -h  F  =  0. 

Remarquons  que  le  coefficient  D'  n'est  pas  nul,  sinon  la  conique  se  rédui- 
rait à  deux  droites  parallèles.  Pour  que  la  nouvelle  origine  soit  le  sommet  de 
la  parabole,  il  faut  et  il  sulïit  que  Xo  el  ^o  vendent  les  conditions  : 

(6)  C'y,  -f-  E  -.  0,         C'y]  +  2I)'Xo  +iE%  +  F  =  0. 

La  première  délermine  z/o,  puisque  (7  n'est  pas  nul;  en  remplaçant  dans  la 
seconde  y„  par — -77,  on  d(Herminera  Xo,  puisque  D'  est  différent  de  0.  La 
nouvelle  origine  étant  ainsi  fixée,  l'équation  de  la  parabole  devient  : 

r/\^  +  21VX  =  0.        ou  :  T       Y^  +  2  ■    ■  X  =  0. 

^  i  v/ A*  +  B* 

430.  Paramètre  de  la  parabole.  —  En  incUant  IVqualioii  ivduUe  de  la  parabole  sonsU 
forme  : 

\"-:2^,î-X.        ou:        y*^2p\. 


RÉDUCTION  DE  L'ÉQUATIOiN  DU  SECOND  DEGRÉ 


371 


la  longueur  p  da  segment 


—  D' 
C 


est  le  paramètre  de  la  parabole  (n»  344).  L'expression 


du  paramètre  en  fonction  des  coefficients  de  l'équation  générale  est  : 

|A(AE  — BD)| 
p= J-. 

(A*  +  B«)  « 
431.  Exemple.  —  Réduire  Véquation  de  la  parabole  : 

16a:«  —  ^ixy  +  9y*  —  38aa:  —  34ay  +  lia*  =  0. 

Faisons  tourner  les  axes  d'un  (        y 

angle   a,    positif  et    plus    petit 
que  TZy  déBni  par  la  formule  : 


d'où  : 


tg«  =  — B-  =  -3' 


sm  a  =  T" 


cosa  =  ■=- 


Nous  construisons  (fig.  S22)  le 
nouvel  axe  Ox'  en  menant  par 
l'origine  la  droite  de  coefficient 

angulaire  -^  •  ^^  calcule  les  coef- 
ficients C,  D',  E'  à  l'aide  des  for-    y 
mules  (5)  en  prenant  devant  le 
radical  le  signe  -}~>  ^^  trouve 
ainsi  l'équation  suivante  : 

23i/'«—  50ax'+  10ay'+  lla*  =  0. 


Fig.  222. 


Transportons  les  axes  parallè- 
lement à  eux-mêmes  et  prenons 
pour  nouvelle  origine  le  point  S'(a'o,  y^)  défini  par  les  équations  (6)  qui  deviennent  : 


25yo  -f  5a  =  0,        SSj/î  —  50axo  -f  lOayo  -f  Ma*  =  0  ; 


d'où  Ton  tire  : 


a 


-r-,  y,=r  — -r>- 


L^équation  de  la  parabole  est  alors  : 

25Y"  —  50aX  =  0, 

le  paramètre  de  la  parabole  est  a. 


ou:        Y«  — 2aX  =  0; 


EXERCICES 

i.  L*équaliou  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  diamètres  coujiigués  égaux  clanl  :  x'*  +  V*  =^  A*<  cl  •  étant  Panglo 
de  ces  diamètres,  rapporter  l'ellipse  à  ses  axes. 

1.  L'éffuation  d'une   hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  étant  :  xy  =■  A;',  et  9  étant  l'angle  de  ces  asymp- 
totes, rapporter  l'hyperbole  à  ses  axes. 

3.  Les  axes  étant  rectangulaires)  effectuer  la  réduction  de  réifualion  : 

(x  -  a)«  +  (y  —  p)«  =  {Ix  +  my  +  h)^ 

4.  Quelles  sont  les  coniques  à  contre  dont  1rs  doux  axes  ont  la  même  longueur  ? 

5.  Les  axes  étant  rectangulaires,  montrer  que  les  équations  : 

(ax  +  by)*  +  {a'x  +  b'y)*  =  c\       {ax  +  a'y)*  +  {àx  +  b'y)*  =  c« 

représentent  deux  ellipse»  égales.  • 

6.  I.  —  Dans  une  circonférence,  on  considère  un  diamètre  et  une  corde  parallèles.  Démontrer  que  lo  para- 
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mèlre  de  la  parabole  circonscrite  au  trapèze  formé  par  ces  deux  droites  est  é^l  à  la  demi-dislanee  de  ers 
droites.  Solution  analytique  ou  géométrique.  

II.  —  Ox,  Oy  sont  deux  axes  rectan((ulaires.  D'un  point  M  pris  sur  la  bissectrice  de  l'angle  xOy  (OH'  =  M'M  =-  a> 
on  mène  deux  droites  rectangulaires  variables  qui  coupent  les  axes  respectivement  aux  points  A,  B  et  A',  B'. 
Soit  m  le  coefficient  angulaire  do  l'une  d'elles  qu'on  prendra  comme  paramètre  variable. 

On  considère  les  deux  paraboles  dont  l'une  est  circonscrito  au  triangle  MAA'  et  a  son  axe  parallèle  à  Ojr, 
dont  l'autre  est  circonscrite  au  triangle  MHB'  et  a  son  axe  parallèle  &  Ox. 

A)  Démontrer  que  ces  deux  paraboles  sont  égales  et  que  leur  paramètre  commun  est  indépendant  de  m. 

B)  Lieu  du  point  de  rencontre  des  axes  ;  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  aux  sommets  ;  lieu  de« 
sommets  de  ces  deux  paraboles. 

G)  Lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  deux  paraboles.  Pour  simplifier  les  calculs,  on  mettra  en  évidciiot> 

1  —  m* 
dans  les  équations  des  paraboles  le  cocfllcient  fi  =  —  .  Dans  la  question  II,  les  parties  A)   et  B.t  »oDi 

susceptibles  d'une  démonstration  géométrique  en  appli«iuant  la  question  I  et  en  se  servant  des  propriétés  du 
cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABB'. 

{École  Navale t  1S98.'> 

7.  Ox  et  Oy  sont  deux  axes  rcclaugulaircs  ;  BB'  une  droite  parallèle  à  Ox  :  OB  :^  A.  On  joint  un  \toml 
M(x,  2^)  quelconque  du  plan  à  l'origine  0,  et  l'on  considère  sur  cette  droite  le  point  N(x',  y')  tel  qu'en  aLvs- 
santsur  BB'  les  per|)endiculaires  MP,  NQ  on  ait  la  relation  segraenlaire  :  MP,  NQ  =  0B-. 

1*  Exprimer  les  coordonnées  x',  y'  du  point  N  en  fonction  des  coordonnées  x,  y  du  point  M. 

2®  Lieu  du  point  N  lorsque  le  point  M  décrit  une  circonférence  de  rayon  a  tangente  en  0  à  Oy.  Le  lien  ai 
une  conique  :  la  discuter  ;  la  rapporter  à  ses  axes  de  symétrie.  Equation  de  ces  axes. 

3*  Prendre  comme  nouveaux  axes  de  coordonnées  les  bissectrices  des  axes  primitifo,  et  constmire  le  lieu  dn 
sommets  de  cette  conique  quand,  b  restant  fîie,  a  varie. 

{li'coU  Navale,  190O.) 

8.  Lieu  du  centre  d'une  hyperbole  éciuilatèrc  de  grandeur  donnée  qui  |ms6c  par  deux  points  fixes. 

9.  Lieu  du  centre  et  lieu  des  sommets  d'une  ellipse  de  grandeur  constante  qui  reste  tangente  à  deux  droit» 
rectangulaires. 


CHAPITRE  IV 

POLES  ET  POLAIRES 


432.  Points  conjugués.  —  Une  conique  étant  définie  par  Tëquation  géné- 
rale du  second  degré  f{x,  y)  =  0,  cherchons  la  condition  pour  que  deux  points 
MXo,  Vo)  et  .\i(a:i,  yi)  soient  conjugués  par  rapport  à  la  conique,  c'est-à- 
dire  (n^*  304)  pour  que  la  conique  coupe  la  droite  AAi  en  deux  points  conju- 
gués harmoniques  par  rapport  à  A  et  Ai. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  P  de  la  droite  AA^  sont  définies,  en 

PÂ 
posant  1  =  —  •=- ,  par  les  formules  (n*  40)  : 

PAi 

qui,  rendues  homogènes,  deviennent  : 

X  y  z 


Xo'^'kCt  yo-i-^yi  Zo'^'kZi    * 

en  supposant  z=^  Zo=^  Zi=^\, 

Si  Ton  rend  homogène  l'équation  de  la  conique  et  si  l'on  remplace,  dans 
fix,  y,  z)  =  0,  x,  y  et  2  par  les  quantités  proportionnelles  définies  par  les 
formules  précédentes,  on  obtient  l'équation  du  second  degré  : 

f{xo  4-  ^i,  y«  +  ^yu  ^o  +  >'-i)  =  0, 

dont  les  racines  sont  les  valeurs  de  \  qui  correspondent  aux  deux  points  de 
n*ncontre  M  et  Mi  de  la  droite  AAi  avec  la  conique.  Ordonnons  l'équation 
précédente  en  appliquant  la  formule  de  Taylor,  nous  obtenons  : 

(\  )        >««  f(x„  yu  z,)  +  \{x,  n.  +  Vi  fv.  +  -1  A.)  +  fipooy  yo,  ^o)  =  0. 

Pour  que  les  quatre  points  A,Ai,M,Mi  forment  une  division  harmonique,  il 

faut  et  il  suffît  que  les  rapports  -==•  et soient  opposés,  ou  que  les  racines 

MAi       MiAi 

ric  l'équation  (1),  qui  sont --^—  et  —      ^'    ,  aient  une  somme  nulle.  Nous 

MAi  MiAi 

trouvons  ainsi  la  condition  : 

(2)  a:i/';.  +  y,/ï.  +  2i/^i.  =  0; 
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elle  est  symétrique  par  rapport  aux  coordonne'os  des  points  conjugués,  en 
vertu  de  ridentilé  bien  connue  que  vérifie  une  fonction  fix,  y,  z)  homogène 
et  du  second  degré  : 

^i  fxm  ~h  Vi  fv%  +  ^1  A»  ^  •^o  /*,  +  y©  /yi  +  ^0  Al* 

433.  Polaire  d'un  point.  —  La  condition  (2)  donne  Téquation  de  la  polaire 
de  A,  lieu  des  conjugués  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique  : 

(3)    xof. + voty  +  ««r. «  0,     OU  :    xn.  +  yfy.  +  ^r^  - o. 

Remarquons  que  l'équation  (3)  est  identique  à  celle  de  la  corde  de  contact 
des  tangentes  issues  de  A  (n**  241).  Ce  résultat  est  déjà  connu  (n*  304). 

Cas  particuliers.  I.  —  Lorsque  le  point  A  est  sur  la  conique,  l'équation  de 
sa  polaire  se  confond  avec  celle  de  la  tangente  AT  en  ce  point  A. 

Pour  expliquer  ce  résultat,  il  suffit  de  remarquer  que  le  conjugué  do  A,  >ur 
une  droite  distincte  de  Aï,  est  confondu  avec  A,  tandis  que  le  conjugué  de  A 
sur  la  tangente  Aï  est  indéterminé. 

IL  —  L'équation  (3)  cesse  de  représenter  une  droite  si  Ton  a  : 

n. = 0,    a. = 0, 

c'est-à-dire  si  le  point  A  est  centre  de  la  conique. 

On  peut  dire  aussi  que  la  polaire  du  centre,  représentée  par  réquation 
f'^  =  0,  se  confond  avec  la  droite  de  Vinflni  (n**  75).  11  résulte  d'ailleurs  dt- 
la  définition  du  centre  que  les  conjugués  de  ce  point  sont  rejetés  à  l'infini. 

m.  —  Enfin,  réquation  (3)  est  indéterminée  si  Ton  a  : 

dans  ce  cas,  la  conique  se  réduit  à  deux  droites  dont  le  point  de  rencontre  e^^t 
A.  Un  point  quelconque  du  plan  peut  alors  être  considéré  comme  conjugué 
de  A. 

434.  Pôle  d'une  droite.  —  Lemme.  —  Si  la  conique  ne  se  décompose  pas, 
deux  points  distincts  ne  peuvent  avoir  la  même  polaire. 

Considérons,  en  effet,  deux  jpoints  /i(Xo,  y^)  et  ki{Xu  yd  ;  si  leurs  polaires 
coïncident,  les  premiers  membres  de  leurs  équations  : 

ooo  fl  +  yo  A  +  2o  A  =  0,      Xi  A  +  2/i  A  +  -1 A  =  0, 

sont  identiques  à  un  facteur  constant  près  —  1  (n®  60);  on  a  donc  : 

{xo  +  iXi)  A  +  (yo  +  y^yO  fi  +  (-0  +  ^^i)  A  =  0. 

""TXT^'  i  1  )  *  ^^^^^' 
sur  AAi,  dont  la  polaire  est  indéterminée  ;  la  conique  est  donc  formée  de  deus 
droites  qui  se  coupent  en  P,  et  de  plus,  la  droite  AAi  passe  par  ce  point  P. 
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Nous  avons  étudié  déjh  (n°  86)  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à  deux 
droites;  nous  pourrons  donc  supposer  toujours  dans  la  suite  que  la  conique 
ne  se  décompose  pas. 

Théorème.  —  Si  la  conique  ne  se  décompose  paSy  une  di^oite  quelconque 
a  un  pôle  et  un  seul,  à  distance  finie  ou  infinie. 

Prenons  en  effet  sur  une  droite  (D)  deux  points  A  et  B  ;  les  polaires  de  ces 
points  sont  distinctes  et  se  coupent  en  un  point  C  h.  distance  finie  ou  infinie. 
Par  définition,  A  et  B  sont  conjugués  de  G  et,  par  suite,  la  droite  AB  est  la 
polaire  de  G.  De  plus,  d'après  le  Icmme,  cette  droite  ne  peut  avoir  d'autre  pôle. 

435.  Théorème.  —  Les  polaires  de  tous  les  points  d'une  droite  passent  par 
le  pôle  de  cette  droite. 

Soient  (D)  une  droite  et  P  son  pôle  ;  par  définition,  P  est  conjugué  d'un 
point  quelconque  A  de  la  droite  (D)  ;  donc,  inversement,  la  polaire  de  A  passe 
par  P. 

Corollaire.  —  Si  par  les  difféi'ents  points  d'une  droite  on  mène  des  tan- 
gentes à  une  conique,  les  cordes  de  contact  passent  par  le  pôle  de  cette 
droite. 

Car  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point 
est  la  polaire  de  ce  point. 

Théorème.  —  Les  pôles  de  toutes  les  droites  qui  passent  par  un  point  sont 
situés  sur  la  polaire  de  ce  point. 

Soient,  en  effet,  A  le  point  et  P  le  pôle  d'une  droite  passant  par  A;  par 
définition,  A  et  P  sont  conjugués  et,  par  suite,  P  est  situé  sur  la  polaire  de  A. 

Corollaire.  —  Si  par  un  point  P  on  mène  une  sécante  quelconque  cou- 
pant une  conique  en  deux  points,  \ 

les  tangentes  en  ces  points  se  ren-  yj^  ^N\       / 

contrent  sur  la  polaire  de  P.  //  \\  yc 

436.  Construction  de  la  polaire  I      I      \     ^\px       1^ 
d'un  point.  —  Pour  construire  la  1       /         \         Xx      /    ^ 
polaire  d'un  point  P  par  rapport  à  I       /  \    y^   _^^Va       \ 
une  conique  tracée  (fig.  223),  me-  \    /      _,^j)p — ^"yy^^.     ^ 
nons   par  ce  point  deux  sécantes  ^i'^---^-^i/i\.^^''^  ^v  n 
quelconques  PAAi  et  PBBi  ;  soient  /  "^"^T^^^^^T^— ^^"■==^"'^=-^^^ 

0  le  point  de  rencontre  des  droites  /       /y^  P 

AB  et  AiBj,  et  R  le  point  de  ren-  /    /y 

contre  des  droites  AiB  et  ABi.  Nous         1^^ 

allons  démontrer  que  la  polaire  de      /J^  _.     ^^^ 

P  est  la  droite  QB.  /  ' 

Soient,  en  effet.  Pi  et  Pi  les  conjugués  de  P  situés  sur  PAAi  ot  PBBi.  Par 
définition,  la  droite  PiPi  sera  la  polaire  de  P  par  rapport  à  la  conique  et  par 
rapport  aux  couples  de  droites  BA,  R.\i  et  QA,QA|  (n^  86).  Il  en  résulte  que 
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PjPi  passe  par  les  points  (J  et  R  et  que  la  droita  QR  est  la  polaire  du  point  P. 
Remarquons  que  cette  construction  de  la  polaire  d'un  point  ne  nécessite 
que  Vemploi  de  la  règle  lorsque  la  conique  est  tracée.  Elle  s'applique,  en  par- 
ticulier, h  une  conique  reVluite  h  deux  droites. 

437.  Remarque.  —  Lorsqu'un  point  est  rejeté  h  l'infini  dans  une  direction  o. 
toute  sécante  A  Ai  issue  de  ce  point  est  parallèle  à  8,  et,  sur  cotte  sécante,  le 
conjugué  M  du  point  h  l'infini  est  le  milieu  de  AAj.  Donc,  la  polaire  du  point 
à  Vinfini  dans  la  direction  0  est  le  diamètre  conjugué  de  cette  direction. 

On  peut  dire  aussi  que  le  pôle  d'un  diamètre  est  rejeté  à  Vinfini  dans  la 
direction  conjuguée  de  ce  diamètre. 

Remarquons  que  tous  irs  points  à  Tinfini  étant  situés  sur  la  droite  de 
l'infini,  leurs  polaires,  qui  sont  des  diamètres,  passent  par  le  pôle  de  la  droite 
Ue  l'infini,  c'est-à-dire  par  le  centre  de  la  conique. 

EXERCICES 

1.  Si  quatre  poinls  forment  une  division  liarmonitiuc,  leurs  polaires  par  rapport  à  une  conique  forment  on 
faisceau  harmoni<|ue. 

2.  Etant  donnés  un  triangle  et  une  conique,  les  di'oiles  qui  joignent  chaque  sommet  du  triangle  au  pôle  riu 
cAté  opposé  sont  concourantes. 

3.  Par  un  point  P  extérieur  à  une  conique,  on  ratine  une  sécante  PAB.  Aux  points  A,  B,  où  elle  renconlrp 
la  courbe,  on  mène  des  tangentes  qui  se  coupent  en  M  et  l'on  projette  le  point  M  sur  la  droite  AB  ;  troutiM- 
le  lieu  de  ces  projections. 

Prouver  que  le  lieu  |)a8se  au  point  P  ;  tangente  en  ce  point. 

{École  Normale  Supérieure,  1861)  (en  partiel 

4.  On  considère  les  hyperboles  équilatércs  tangentes  à  une  droite  fixe  A  B  en  un  point  C  et  passant  |)ar  un 
point  D.  D'un  point  P  pris  sur  AB,  on  mène  des  tangentes  i  chacune  des  hyperboles  et  l'on  demande  le  lieiiiks 
points  de  contact. 

n<Herminer  la  nature  du  lieu  suivant  la  position  du  point  D. 

{École  Normale  Supérieure,  iéôî). 

5.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  polaires  par  rapport  à  trois  coniques  données  sont   concourantes. 
Montrer  que  le  point  de  rencontre  des  polaires  est  un  point  du  lieu. 

G.  On  donne  deux  axes  quelconques  Oj;  et  Oy,  un  ]>oint  A(x  =  a)  sur  l'axe  des  x,  un  point  B-jf  =  b  ^ur 
l'axe  des  y  et  une  droite  (D),  y  —  mx  =  0. 

10  Former  l'équation  générale  des  coniques  circonscriles  au  triangle  AOB  et  telles  que  le  pôle  de  la  droite  A6 
soit  sur  (D)  ; 

i*  Démontrer  que  toutes  ces  coniques  ont  une  tangente  commune  qui,  avec  l'axe  des  x,  l'axe  des  y  et  la 
droite  (D),  détermine  sur  AB  une  division  harmonique,  et  que  la  droite  (D)  a  un  pôle  fixe  par  rapport  à  toutes 
les  coniques  ; 

3"  Démontrer  que  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  est  tangent  à  la  droite  (0)  ;  et  que  si  on  fait  varier  m,  il 
passe  par  quatre  points  fixes  ; 

4°  Démontrer  que  la  polaire  d'un  point  («.  fi)  donné,  prise  par  rapport  aux  coniques  du  faisceau,  passe  par  un 
point  fixe.  Construire  ce  point  et  voir  comment  il  se  déplace  si  on  fait  varier  m  ; 

.')»  Démontrer  que  le  faisceau  de  coniques  correspondant  à  une  valeur  donnée  de  m  admet  deux  paraboW 
réelles  ou  imaginaires  et  chercher  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  langcnies  à  ces  paraboles  aux  points  A 
et  B  quand  m  varie. 

{École  centrale,  î*  session,  18*>7.. 

7.  Étant  données  une  conique  (S)  el  une  droite  (D)  ne  coupant  pas  la  conique,  on  prend,  sur  (D).  un  |»oint 
quelconque  M  et  le  |)oint  M'  coujugué  do  M  par  rapport  à  (S).  Montrer  que  si  l'on  fait  varier  M,  il  existe  dan> 
le  plan  deux  points  fixes  d'où  l'on  voit  MM'  sous  un  augle  droit. 

Trouver  le  lieu  décrit  par  ces  deux  poinls  lorsqu'on  déplace  la  droite  (D)  parallèlement  à  elle-même. 

8.  Dans  une  hyperbole  équilalère  le  produit  des  dislances  du  centre  à  un  point  quelconque  et  à  sa  polairr  f^\ 
constant  et  égal  au  carré  du  demi-axe. 

En  déduire  la  construclion  d'une  hyperbole  équilatère  connaissant  le  centre  et  la  polaire,  par  rapport  à  rettp 
hyperbole,  d'un  point  donné. 

{Journal  de  Math.  Spéc,  I8»4\ 


CHAPITRE  V 

DÉTERMINATION  DES  CONIQUES 

438.  —  L'équation  générale  d'une  conique  : 
(i)  Ax^  +  SBxy  -+-  Cy*  +  2Da;  +  2Ey  +  F  =  0, 

renferme  six  coefllcients  ;  mais,  en  divisant  les  doux  membres  par  l'un  de 
ces  coefficients,  supposé  différent  do  zéro,  on  voit  que  l'équation  ne  contient 
que  cinq  paramètres  arbitraires. 

Pour  déterminer  une  conique,  il  faut  donc  donner  cinq  équations  entre 
ces  paramètres  ;  à  chaque  système  de  solutions  réelles  de  ces  équations  cor- 
respondra une  équation  (1)  et,  par  suite,  une  conique. 

On  formera  les  relations  entre  les  paramètres  inconnus  en  exprimant 
analytiquement  les  conditions  géométriques  auxquelles  la  conique  est  assu- 
jettie; les  plus  simples  de  ces  conditions  sont  :  passer  par  un  point  donné,  ou 
être  tangente  à  une  droite  donnée. 

Pour  exprimer  que  la  conique  fix,  y)  =  0  passe  par  un  point  donné 
(^of  Vo)»  on  écrira  la  condition  f{Xoy  Vo)  =  0,  qui  est  du  premier  degré  par 
rapport  aux  coefficients  de  la  conique. 

On  exprimera  que  la  conique  f{x,  y)  r=  0  est  tangente  h  une  droite 
y  =  mx  +  h,  en  écrivant  que  l'équation  f(x,  mx  +  A)  =  0,  dont  les  racines 
sont  les  abscisses  des  points  de  rencontre  do  la  courbe  et  de  la  droite,  a  une 
racine  double  ;  on  obtiendra  ainsi  une^relation  du  second  degré  par  rapport 
aux  coefficients  de  la  conique. 

Nous  dirons  que  la  donnée  d'un  point,  ou  d'une  tangente^  vaut  une  condi- 
tion. Ajoutons  qu'une  tangente  ot  son  point  do  contact  valent  deux  condi- 
tions, car  si  l'on  désigne  par  (Xo,  yo)  le*  point  et  par  m  le  coefficient  angulaire 

f 
de  la  tangente,  on  doit  écrire  :  f{Xo,  y^  =  0  ot  m  =  —  ^  ,  et  ces  condi- 

lions  sont  évidemment  suffisantes  ;  elles  sont  du  premier  dogro  par  rapport 
aux  coefficients  do  l'équation  de  la  conique. 

De  même  encore,  assujettir  une  conique  à  être  une  parabole,  vaut  une  con- 
dition :  AC  —  B-  =  0  ;  une  hyperbole  équilatère,  une  condition  également  : 
A-f-C  =0  (coordonnées  rectangulaires);  une  circonférence,  doux  condi- 
tions :  B  =  0.  A  =  C  (coordonnées  rectangulaires). 

D'une  façon  générale,  on  dit  qu'wne  donnée  géométrique  vaut  p  condi- 
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iions,  lorsqu'elle  se  traduit  par  un  systèmc^de  p  relations  distinctes  entre  les 
coefficients  de  la  conique. 

439.  Élément  remarquable.  —  On  nomme  élément  remarquable  d*une 
conique,  tout  élément  géométrique  (point,  droite,  circonférence,  etc.),  qui 
est  déterminé  quand  la  conique  est  donnée.  Par  exemple,  le  centre,  les  som- 
mets, les  foyers  sont  des  points  remarquables  ;  les  axes,  les  asymptotes,  les 
directrices,  les  tangentes  aux  sommets  sont  des  droites  remarquables;  un 
cercle  principal  est  un  cercle  remarquable. 

La  donnée  d'un  élément  remarquable  équivaut  à  autant  de  conditions 
qu'il  en  faut  pour  le  déterminer  :  deux  pour  un  point  ou  une  droite,  troi^ 
pour  une  circonférence,  etc.  En  effet,  considérons  un  point  remarquable,  par 
exemple;  par  définition,  il  est  déterminé  en  môme  temps  que  la  conique: 
ses  coordonnées  x^  yi  sont  donc  des  fonctions  connues  des  coefficients  de 
l'équation  : 

X,  =  9(A,  B,...,  F),        y,  =  'l{\,  B,...,  F)  ; 

la  donnée  de  ce  point,  c'est-à-dire  celle  de  Xi  et  de  y^  équivaut  donc  aux 
deux  conditions  précédentes. 

Ainsi,  donner  le  centre  [Xi,  yi)  d'une  conique,  c'est  donner  les  deux  condi- 
tions/"j,  =  0,  Z*^.  =  0. 

Il  résulte  de  là  que  la  connaissance  d'un  point  ou  d'une  droite  remarquable 
équivaut  à  deux  conditions  ;  la  connaissance  d'un  cercle  remarquable  équi- 
vaut à  trois. 

440.  Conique  déterminée  par  cinq  conditions.  —  Pour  qu'une  conique  dont 
on  donne  ceilains  éléments  géométriques  soit  déterminée,  il  faut  que  le 
nombre  des  conditions  correspondant  à  ces  éléments^  remarquables  ou  non. 
soit  égal  à  cinq. 

Le  système  formé  par  les  cinq  équations  pourra  avoir  plusieurs  solutions  : 
par  exemple,  il  y  a  quatre  circonférences  tangentes  à  trois  droites  données; 
huit  circonférences  tangentes  à  trois  circonférences  données. 

Lorsque  les  cinq  conditions,  supposées  distinctes  et  compatibles,  sont 
linéaires,  il  n'y  a  qu'une  solution  ;  par  exemple,  il  y  a  une  circonférence  et 
une  seule  passant  par  trois  points. 

441.  Remarque.  —  Si  la  donnée  d'un  élément  remarquable  vaut  p  conditions 
et  si  la  donnée  d'un  autre  en  vaut  q,  l'ensemble  des  deux  éléments  peut  valoir 
moins  dep  -h  q  conditions;  c'est  ce  qui  se  produit  lorsque  l'un  des  élément* 
n'est  plus  complètement  arbitraire  lorsque  l'autre  est  connu. 

Par  exemple,  chacun  des  axes  d'une  conique  est  une  droite  remarquable 
et  vaut  deux  conditions  ;  mais  lorsqu'un  des  axes  est  donné,  il  suffît  d'une 
condition  pour  définir  l'autre  puisqu'il  est  nécessairement  perpendiculaire 
au  premier.  L'ensemble  des  deux  axes  correspond  donc  à  trois  conditions 
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seulement.  On  peut  vérifier  ce  fait  autrement  en  remarquant  que  l'équation  : 
—  it  ^  —  1=0,  qui  représente  une  conique  rapportée  h  ses  axes,  ne  ren- 
ferme que  deux  paramètres  variables  a,b;  la  connaissance  des  axes  équivaut 
donc  à  5  —  2  ou  3  conditions. 
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442.  Théorème.  —  Deux  coniques  distinctes  se  coupent  en  général  en 
quatre  points,  et  elles  ne  peuvent  avoir  plus  de  quatre  points  communs  à 
moins  qu'elles  ne  soient  toutes  deux  décomposables  et  qu'elles  aient  une 
droite  commune. 

Nous  démontrerons  d'abord  cette  proposition  dans  un  cas  particulier  auquel 
nous  ramènerons  le  cas  général. 

Cas  particulier.  —  Les  deux  coniques  étant  (S)  et  (S'),  supposons  que  Tune 
d'elles,  (S')  par  exemple,  soit  formée  de  deux  droites  réelles  ou  imaginaires. 
Chacune  de  ces  droites  rencontre  alors  en  général  la  courbe  du  second  degj'é 
(S)  en  deux  points  réels  ou  imaginaires,  distincts  ou  confondus,  à  distance 
finie  ou  infinie  (n**  232)  ;  les  coniques  (S)  et  (S')  ont  donc  alors  quatre  points 
communs. 

Remarquons  que  si  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  qui  constituent 
(S')  est  situé  sur  (S),  les  deux  coniques  ont  deux  points  d'intersection  con- 
fondus. 

Mais  Tune  des  droites  qui  forment  (S')  peut  avoir  une  infinité  de  points  com- 
muns avec  (S),  lorsqu'elle  fait  partie  de  cette  conique.  Dans  ce  cas,  (S)  et  (SO 
se  décomposent  toutes  deux  et  ont  une  droite  commune  ;  elles  ont  une  infinité 
de  points  communs. 

En  dehors  de  ce  cas  d'exception,  (S)  et  (S')  ont  toujours  quatre  points  d'inter- 
section, réels  ou  imaginaires,  distincts  ou  confondus,  à  distance  finie  ou 
infinie. 

Cas  général.  —  Lorsqu'aucune  des  deux  coniques  (S)  et  (S')  n'est  décom- 
posable,  la  recherche  de  leurs  points  d'intersection  peut  être  ramenée  au  cas 
particulier  qui  vient  d'être  étudié.  Soient,  en  effet  : 

(1)  f(x,  y)  =  \x'  +  ^Bxy  +  Cf  +  2Dx  +  2Ey  +  F  =  0, 

(2)  g(x,  y)  =  :Vx^  -h  2B'a;y  +  Cy'  -f  ^x  -f-  2E'y  +  F'  =  0, 

les  équations  de  (S)  et  de  (S').  Pour  déterminer  les  coordonnées  de  leurs  points 
d'intersection,  on  pourrait  résoudre  le  système  formé  par  (l)  et  (2),  ou  le  sys- 
tème équivalent  formé  par  (Ij  et  l'équation  suivante  : 

(3)  r(x,  y)  +  lg(x,  y)  =  (A  -f  À.V)^^  +  2(B  +  mxy  +  (C  +  ^C^y^ 

-h  2(  D  +  W)x  +  2(K  +  lE')y  +  F  +  ).F  =  0, 

dans  lequel  1  est  une  constante  quelconque.  On  peut  dire  encore  que  les  points 
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cherchés  sont  à  l'intersection  de  (S)  avec  la  conique  (I)  représentée  parTéqua- 
tion  (3).  Si  Ton  peut  déterminer  a  de  façon  que  (L)  se  réduise  à  deux  droites, 
nous  serons  ramenés  au  cas  particulier  étudié  précédemment,  et  le  théorème 
sera  démontré.  Or,  la  condition  nécessaire  et  suflisante  pour  que  (I)  se 
décompose  est  (n°  393)  : 

A  +  W        B  +  ^B'         D  +  aD' 

B  +  IB^        C  +  ICJ  E-f-lE'    =0. 

0  +  \W        K  +  af;         F  +  W 


(4) 


L'équation  (4)  est  du  3*  degré  par  rapport  à  1,  car  le  coefficient  de  \^  est 
égal  au  discriminant  de  g(x,  y),  et  n'est  pas  nul  puisque  (S')  n'est  pas  décom- 
posable.  Cette  équation,  que  l'on  nomme  équation  en  "k,  a  donc  trois  racines 
dont  une  au  moins  est  réelle,  et  la  détermination  de  1  est  possible.    CO-F  D- 

443.  Théorème.  —  Par  cinq  points  donnés,  dont  quatre  ne  sont  pas  en  ligne 
droite,  on  peut  faire  passer  une  conique  et  une  seule. 

Soient,  en  effet,  (x„  yi),  {x^,  y^,  {x^^y^,  (xs,  yO  et  (0:5,  y»)  les  cinq  points 
donnés  ;  cherchons  à  déterminer  les  coefficients  de  l'équation  : 

(  1)  Ax^  +  2Ba;y  +  Cy^  +  2Dx  +  2Ey  +  F  =  0, 

de  façon  que  la  conique  qu'elle  représente  passe  par  les  cinq  points.  Pour 
cela,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  A,  B,  C,  I),  E,  F  vérifient  les  cinq 
équations  : 

f 2)    \xî  -h  iBXiyi  +  Cy?  +  iBXi  +  2Ey<  +  F  =  0.        (i  =  i ,  2,  3, 4, 5) 

Les  équations  (2)  forment  un  système  de  cinq  équations  linéaires  et  homo- 
gènes par  rapport  aux  six  inconnues  A,  B,  C,  D,  E,  F.  On  établit  en  Algèbre 
qu'un  tel  système  admet  toujours  une  solution  au  moins,  dans  laquelle  toutes 
les  inconnues  ne  sont  pas  nulles  ;  soit  a,  b,  c,  d,  e,  /"cette  solution. 

Les  cinq  points  donnés  sont  sur  la  ligne  représentée  par  l'équation  : 

ax^  +  ^bxy  +  cy*  +  2dr  h-  2<?y  +  f=  0, 

ligne  qui  est  une  conique,  car  elle  ne  pourrait  se  réduire  à  une  droite,  dont 
l'équation  serait  2dx  +  2ey  +  /*=  0,  que  si  les  cinq  points  donnés  étaient 
en  ligne  droite,  ce  qui  est  [contraire  à  l'hypothèse. 

Nous  avons  donc  établi  que  par  cinq  points  donnés  on  peut  toujours  faire 
passer  au  moins  une  conique.  En  général,  on  n'en  peut  faire  passer  qu'une 
seule,  car  deux  coniques  n'ont,  en  général,  que  quatre  points  communs  et, 
par  suite,  ne  peuvent  passer  toutes  deux  par  cinq  points  donnés. 

Si  deux  coniques  distinctes  ont  cinq  points  communs,  elles  sont  formées  de 
deux  couples  de  droites  (D),  (A)  et  (D),  (A')  ayant  une  droite  commune  (D).  Elles 
ont  îilors  une  infinité  de  points  communs  ;  mais,  en  dehors  de(D),  elles  n'ont 
qu'un  seul  point  d'intersection  qui  est  le  point  de  rencontre  de  (A)  et  de  (A'). 
Il  en  résulte  que  si  Ton  prend  cinq  points  sur  ces  deux  coniques,  quatre  au 
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moins  seront  situés  sur  la  droite  commune  (D).  Nous  avons  donc  établi  que 
si  par  cinq  points  on  peut  faire  passer  deux  coniques,  quatre  points  au 
moins  sont  sur  une  droite  (D). 

Dans  ce  cas  particulier,  par  les  cinq  points  passent  une  infinité  de  coniques 
formées  de  la  droite  (D)  et  d*une  droite  quelconque  passant  par  le  cinquième 
point. 


CONIQUES  PASSANT  PAR  L'INTERSECTION  DES  DEUX  AUTRES 

444.  Équation  générale.  —  Soient  (S;  et  (S'}  deux  coniques  se  coupant  en 
quatre  points,  et  représentées  par  les  équations  :  f{Xy  y)  =  G  et  gix,  y)  =  0. 
Nous  allons  démontrer  que,  1  étant  un  paramètre  arbitraire, 

(i)  f{x,  y)  +  \g{x,  y)  «  0 

est  l* équation  générale  des  coniques  passant  par  V intersection  de  f{Xy  y)=^0 
et  de  gix,y)  =  0. 

4**  En  effet,  quel  que  soit  a,  une  conique  représentée  par  l'équation  (1)  passe 
par  les  points  communs  k  (Sj  et  à  (S')  puisque  les  coordonnées  de  chacun  de 
ces  points  annulent  f^g  et,  par  suite,  f  -j-  \g. 

2**  Il  reste  à  démontrer  que  Vune  quelconque  des  coniques  passant  par 
l'intersection  de  (S)  et  de  (S')  est  représentée  par  (1),  pour  une  valeur  conve- 
nablement choisie  de  a.  Pour  cela,  soit  ÇL)  Tune  de  ces  coniques;  prenons  sur 
(2)  un  point  {Xi,  y  y),  distinct  des  points  communs  à  (S)  et  à  (S'),  et  exprimons 
que  l'équation  (1)  est  vérifiée  par  les  coordonnées  de  ce  point.  Nous 
obtenons  : 

Kx„  yO  +  \g{x„  y,)  ==  0,        d'où  :        X  =  -  -^^  =  \. 

en  supposant  :  g(Xu  yi)  =^  0. 

La  conique  (Si),  d'équation  f{x,  y)  +  ^gi'^,  V)  =  0,  passe  par  les  quatre 
points  communs  à  (S)  et  (S')  et,  en  outre,  par  le  point  (q?!,  yi)  ;  (2)  et  {li)  ont 
donc  cinq  points  communs  ;  elles  ne  peuvent  avoir  une  droite  commune  (D), 
sans  quoi  les  quatre  points  d'intersection  de  (S)  et  (S'j,  appartenant  aussi  k 
(S)  et  (2,),  seraient  disposés  de  façon  que  trois  au  moins  d'entre  eux  soient  sur 
(D),  et  alors  (D)  serait  une  droite  commune  a  (S)  et  (S'),  ce  qui  est  contraire  k 
l'hypothèse.  Donc  (^')  et  Ç^i)  se  confondent  et,  par  suite,  (2)  est  représentée, 
pour  ^=11,  par  l'équation  (1). 

Si  l'on  avait  g  (xi,yi)  =  0,  (S)  se  confondrait  avec  (S';,  et  serait  encore  repré- 
sentée par  l'équation  (1),  pour  ).  =  oo  . 

445.  Remarque.  —  Il  peut  arrivor  que,  pour  une  valeur  parliculièro  de  X,  Xo,  1  équation 
(1)  s'abaisse  au  premier  degré.  Dans  ce  cas,  les  deux  polynômes  f(x\  y)  et  g{x,  y)  ont 
mêmes  termes  du  second  degré,  au  facteur  —  Xo  près,  et  les  coniques  (S)  et  (S')  ont  mêmes 
directions  asymptoliques  (n«227).  Elles  ont  donc,  en  général,  deux  points  communs  à  riniini 
et  deux  à  distance  finie.  L'équation  flx,  y)  -\-'kog(x,  y)  =zQ  représente  alors  une  droite  pas- 
sant par  ces  deux  derniers  points  et,  pour  toute  autre  valeur  de  X,  l'équation  (1)  reprû- 
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sente  une  conique  passant  par  ces  deux  points,  et  ayant  mêmes  directions  asymptoUqucs 
que  (S)  et  (S'). 

Cette  circonstance  se  présente,  par  exemple,  si  (S)  et  (S')  sont  deux  circonférences  ;  l'équa- 
tion (i)  est  alors  l'équation  (3)  du  n»  136. 

De  même,  si  pour  X  =  X«,  l'équation  (1)  se  réduit  à  une  impossibilité,  le  système  d'équa- 
tions :  f[x,  y)  =  0,  (f(x,  y)  =  0,  n'a  pas  de  solutions  finies,  et  les  points  d'intersection  de 
(S)  et  (S')  sont  tous  rejetés  à  l'infini.  C'est,  par  exemple,  le  cas  de  deux  circonférenceji 
concentriques. 

446.  Coniques  particulières  passant  par  rintersection  de  deux  coniques.  —  I.  Couples 
de  droites.  —  Soient  A,  B,  C,  D  les  quatre  points  communs  à  deux  coniques  (S)  et  (S^.  ces 
points  pouvant  être  d'ailleurs  réels  ou  imaginaires,  distincts  ou  confondus.  Une  conique 
formée  de  droites  et  passant  par  l'intersection  de  (S)  et  de  (S')  sera  composée  de  la  droite  qui 
joint  deux  points  quelconques,  pris  parmi  A,  B,  G,  D,  et  de  la  droite  joignant  les  deux 
autres.  Nous  trouvons  donc  ainsi  trois  coniques  formées  respectivement  des  couples  de 
droites  AB  et  CD,  AG  et  BD,  AD  et  BC  :  ces  six  droites  sont  appelées  les  sécantes  communet 
aux  deux  coniques.  L'équation  de  l'un  de  ces  couples  de  sécantes  communes  est  de  la  forme: 

(1)  /*(^\  y)  +  X^(^'.  y)  =  0, 

la  valeur  du  paramètre  X  étant  choisie  de  façon  que  le  discriminant  de  /*+  X^  soit  nul. 
En  égalant  à  0  ce  discriminant,  on  trouve  l'équation  (4)  du  n«  442. 

Cette  équation,  que  nous  avons  nommée  V équation  en  X  des  deux  coniques  (S)  et  (S'), 
étant  du  troisième  degré,  a  trois  racines  réelles  ou  imaginaires  a  chacune  desquelles  cor- 
respond un  couple  do  droites  réelles  ou  imaginaires.  Nous  retrouvons  bien  ainsi  les  trois 
couples  de  sécantes  communes 

447.  II.  Paraboles.  -—  Une  conique  (S)  qui  passe  par  l'intei^section  de  (S)  et  de  (S'),  étant 
représentée  par  l'équation  (1),  pour  qu'elle  soit  une  parabole,  il  faut  et  il  suffit  que  Xsoit 
racine  de  l'équation  : 

(2)  (A  +  XA')  (C  +  XG')  —  (B  +  XB')'  =  0. 

Cette  équation  est  du  second  degré  par  rapport  à  X,  à  moins  qu'elle  ne  se  réduise  à  une 
identité  ;  donc,  par  V intersection  de  deux  coniques  passent,  en  général,  deux  paraboles 
réelles  ou  imaginaires. 

448.  IIÏ.  Hyperbole  équilatère,  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  (2)  soit 
une  hyperbole  équilatère  est  (n«  428)  : 

(3)  (A  +  XA')  +  {C  +  XG')  =  0. 

Cette  équation,  étant  du  premier  degré,  détermine  en  général  une  seule  valeur  de  X,  finie 
ou  infinie,  à  laquelle  correspond  une  hyperbole  équilatère  ;  donc,  par  l^ intersection  de  deux 
coniques  passe  une  hyperbole  équilatère  et,  en  général^  une  seule. 

11  y  a  exception  lorsque  l'équation  (3)  est  indéterminée,  c'est-à-dire  lorsque  les  relations  : 

A  +  C  =  0,        A'  +  C  =  0, 

sont  vérifiées;  les  deux  coniques  (S),  (S')  et  toutes  les  coniques  (S)  sont  alors  des  hyper- 
boles équilatères.  En  d'autres  termes,  toutes  les  coniques 
qui  passent  par  V intersection  de  deux  hyperboles  équila- 
tères sont  des  hyperboles  équilatèns. 

449.  Théorème.  —  Les  hyperboles  équilatètvs  ci$*conscriles 

à  U7i  tnangle  passent  par  le  point  de  concours  des  hauteurs. 

Soient,  en  effet,  (S)  une  hyperbole  équilatère  circonscrite 

au  triangle  ABC,  et  D  le  point  de  rencontre  de  (S)  avec  l'une 

des  hauteurs  AH  du  triangle  (fig.  224).  Par  les  quatre  points 

B  *  H  'c     A,  B,  G.  I)  passent  Thyperbole  éfiuilatèrc  (2)  et  l'hyperbole 

équilatère  formée  par  les  deux  droites  rectangulaires  BC 
Fig.  224.  ^.l  ^||.  fionc,  toutes  les  coniques  passant  par  ces  quatn- 

points  sont  des  hyperboles  équilatères,  et  parmi  elle^  se 
trouve  la  conique  formée  par  les  droites  AB  et  CD.  La  droite  CD  est  donc  une  hauteur 
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du  triangle  ABC  et  le  point  D,  situé  sur  (£),  est  le  point  de  concours  des  hauteur&. 
Il  est  facile  de  démontrer  analytiqucmcnt  cette  proposition  en  rapportant  Thypcrbole 
équilatërc  aux  deux  axes  BC  et  AH,  par  exemple. 

450.  IV.  Circonférence.  —  Pour  ((ue  la  conique  (S)  soit  une  circonférence,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  valeur  correspondante  de  A  vérifie  à  la  fois  les  conditions  (n"  112)  : 

(4)  A  +  XA'  =  C-f  XC.        B+XB'=0;        A  +  XA'T^O. 

Il  n*y  a  donc,  en  gi'^néral.  aucune  circonférence  passant  par  Tintersection  de  deux  co- 
niques (S)  et  (S').  En  éliminant  X  entre  les  équations  (4),  on  trouve  la  condition  : 

(o)  ^B^-      B'      ' 

qu'il  est  facile  d'interpnHer  ftéométriquement. 

Les  directions  principales  des  deux  coniques  ayant  pour  coefYlcients  angulaires  les  racines 
des  équations  (n*  419)  : 

Bm«  -f  (A  —  C)m  —  B  =  0.        B'm»  -f  (A'  —  C)  m  —  B'  =  0. 

la  relation  (3)  exprime  que  ces  directions  coïncident:  en  outre,  l'inégalité  (4)  exprime  que 

(5)  et  (S')  n'ont  pas  les  mêmes  directions  asymptotiques.  Il  en  résulte  que  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  qu'on  puisse  faire  passer  une  circonférence  par  Vintersection  de 
deux  coniques  .est  que  ces  deux  coniques  aient  leurs  directions  principales  parallèles,  sans 
avoir  mêmes  directions  asymptotiques. 

Si  la  relation  (5)  est  vérifiée,  on  détermine  une  seule  valeur  de  X,  finie  ou  infinie,  à  l'aide 
de  Tune  des  deux  équations  (4),  à  moins  que  ces  équations  ne  soient  indéterminées  ;  on  aurait 
alors  : 

A  =  G,        A'  =  G',        B  =  B'  =  0, 

et  les  coniques  (S)  et  (S')  seraient  des  circonférences.  II  en  résulte  que  toutes  les  coniques  qui 
passent  par  les  points  d'intersection,  à  distance  finie  ou  infinie,  de  deux  circonférences  sont 
des  circonféi'ences. 

451.  Problème.  —  Équation  générale  des  coniques  passant  par  Vintersec- 
tion (Tune  conique  et  de  deux  droites.  —  Soient  S  =  0  Téquation  de  la 
conique  donnée,  et  P  =  0,  Q  =  0  les  équations  des  deux  droites.  Les  coniques 
cherchées  (2),  passant  par  les  points  d'intersection  A,  B,  C,  D  de  S  =  0  et  de 
la  conique  d'équation  PQ  =  0,  formée  par  les  deux  droites,  ont  pour  équa- 
tion générale  (n*  444)  : 

S  +  aPQ  =  0. 

452.  Problème.  —  Équation  générale  des  coniques  hitangentes  à  une 
conique  donnée.  —  En  conservant  les  mêmes  notations,  supposons  que  la 
droite  Q  =  0  se  rapproche  indéfiniment  de  la  droite  P  =  0  de  façon  que  G 
tende  vers  A  et  D  vers  B.  A  la  limite,  une  conique  (I)  passant  par  A,  B,  C  et  D 
rencontrera  la  conique  S  =  0  en  deux  points  confondus  en  A  et  en  deux 
points  confondus  en  B;  elle  sera  donc  tangente  aux  points  A  et  B  à  la  conique 
S  =  0.  En  remplaçant  dans  l'équation  précédente  0  par  P,  on  obtient  : 

S  +  XP'  »  0  ; 

cest  Véquation  générale  des  coniques  bitangentes  à  S  =  0,  ^a  corde  de  con- 
tact étant  P  =  0. 
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453.  Première  application.  —  Équation  quadratique  des  tangentes  menées  d'un  point 
donné  à  une  conique  donnée. 

Soient /"(a:,  y)  ^0  rcquation  de  la  conique  (S)  et  a,,  y^  les  coordonnées  du  point  donné  M. 
L'ensemble  des  tangentes  MA.  et  MB.  menées  de  M  à  (S),  constitue  une  conique  (1)  bilan- 
gente  à  (S),  et Icuiuation,  rendue  bomogène,  do  la  corde  de  contact  AB  est  (n»  i41)  : 

La  conicjue  (1)  a  donc  une  é({uatiun  de  la  forme  : 

(*)  /•(^•.  y)  +  XP*  =  0, 

pour  une  valeur  de  X  ({ui  reste  à  déterminer.  Pour  cela,  nous  exi)nmerons  que  la  coniquoil; 
passe  par  le  point  M(a',,  y^)  ;  nous  trouvons  la  condition  : 

/"K.  Vi)  +  Xp;  =  0,        avec  :        l\  =  j.\  /i,  +  y»  /J.  +  2,  /î.  =  tf{j.\.  y,), 
d'après  Tidentité  d'Euler;  on  a  donc  : 

% /'(•^i.  Vi) L_. 

PJ       -       4A-^n  y.. -.)  ' 
et  l'équation  cbercbée  est  : 

m-^.  y,  -)  A^.,  y..  5.)  -  (^ri.  +  y/li  +  -/"».)*  =  o- 

454.  Deuxième  application.  —  Considérons  deux  coniques  (^)  et  (!'),  bi tangentes  à  la 
conique  S  =  0  ;  et  soient  : 

S  +  XP«  =  0,        S  +  X'P'*  =  0. 

leui's  équations.  En  reti*ancbant  membre  à  membre,  on  obtient  l'équation  : 

XP*  —  X'P'*  =  0. 

qui  représent<î  une  conic|ue,  réduite  à  deux  droites,  passant  par  riiitei-section  de  (1)  t't 
(!'),  c'est-à-dire  un  couple,  de  sécantes  communes  de  (1)  et  (l'j.  En  mettant  le;»  éiiualioiià 
de  ces  deux  droites  sous  la  forme  : 


i'  +  \J^v'  =  o,     i._y/41p-  =  o. 


on  voit  que  ces  deux  sécantes  communes,  réelles  ou  imaginai n*s,  passent  par  le  point  d'iu- 
tersection  des  cordes  de  contact  P  =  0,  P'  =  0,  et  forment  avec  celles-ci  un  faisceau  har- 
monique (n*  87). 

455.  Problème.  —  Équation  générale  des  coniques  circonscrites  à  un  qua- 
drilatère. —  Soient  P  ==  0  et  Q  =  0  les  équations  de  deux  côtés  opposés  du 
quadrilatère,  R  ==  0  et  S  =  0  les  équations  des  deux  autres  côtés.  Parmi  les 
coniques  qui  passent  par  quatre  sommets  du  quadrilatère  se  trouvent  le> 
deux  couples  de  droites  : 

PQ  =  0,        RS  =  0  ; 

les  coniques  cherchées,  passant  par  l'intersection  de  ces  coniques  particu- 
lières, ont  pour  équation  générale  (n^  444) 

PQ  +  XRS  »  0. 

U  est  facile  d'interpréter  gi-ométriquement  la  relation  précédente  en  remarquant  qm»  les 
polynômes  P,  Q,  R,  S  sont  proportionnels  aux  distances  d'un  point  quelconque  (x,  y)  du 
pian  aux  côtés  du  quadrilatère.  On  déduit  donc  de  cette  équation  l'énoncé  suivant  : 

Thkorémis  de  Pappus.  —  Le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque  d'une  conique  à 
deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  celle  conique  est  proportionnel  au  pro- 
duit des  distances  du  même  point  aux  deux  autres  côtés  opposés  du  quadrilatère. 
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456.  Problème.  —  Équation  générale  des  coniques  circonscrites  à  un 
triangle.  —  Soient  P  =  0,  Q  =  0,  R  =  0  les  équations  des  côtés  du  triangle 
donné  ABC  (fig.  225),  et  (2)  Tune 
des  coniques  circonscrites  à  ce 
triangle. 

La  tangente  GT  à  (2)  en  l'un  des 
sommets,  G  par  exemple,  a  pour 
équation  P  +  aQ  =  0  ;  cette  droite 
rencontrant  en  deux  points  confon- 
dus G  et  G'  la  conique  (I),  celle-ci 
peut  être  considérée  comme  une  co- 
nique circonscrite  au  quadrilatère 
ABGG'  formé  par  les  trois  cùtés  du 
triangle  et  la  tangente  GT.  L'équa- 
tion de  (2)  est  donc  de  la  forme 
(n°  453)  : 

(I)      R(Ph-  aQ)  +  fiPQ  =  0, 


ou  encore  : 

(2)      aOR  +  |J^RP  +  vPQ  =  0, 

A,  a,  V  désignant  des  nombres  déter-  Pi„  ^îo. 

minés. 

Réciproquement,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  coefficients  ).,  [ji,  v, 
réquation  (2)  est  vérifiée  par  les  coordonnées  des  trois  points  A,  B,  G  ;  elle 
représente  donc  l'équation  générale  des  coniques  circonscrites  au  triangle 
ABG. 


Reu.\rques.  —  I.  En  mettant  l'équation  [t]  sous  la  forme  : 
'3)  RlXQ  +  jJiP)  +  vPQ  =  0. 

et  f»n  comparant  les  équations  (1)  et  (3),  on  voit  que  la  tangente  en  C  à  la  conique  (I),  repré- 
sentée par  l'équation  [t],  est  XQ  -f-  H^P  =  0.  Les  tangentes  à  (S)  aux  sommets  A,B,G  du 
triangle  ont  donc  respectivement  pour  équations  : 


~  H —  -^0.       — ^  ^  r=  0, 

Il     '     V  V     '     A 


P   .   Q 

A  |JL 


II.  Remarquons  de  plus  que  la  tangente  en  l'un  des  sommets  du  triangle  ABG  rencontre 
le  cAté  opposé  en  un  point  situé  sur  la  droite  : 

et  l'on  peut  énoncer  le  tliéon'mie  suivant  qui  sera  démontré  au  n»  458,  par  une  autre  mé- 
thode : 

Les  tangentes  menées  en  cfiacun  des  sommets  tVun  triangle  à  une  conique  circonscnle 
coupent  les  côtés  opposés  en  trois  points  en  ligne  droite  {i\^.  :225|. 
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PjPi  passe  par  les  points  Q  et  R  et  que  la  droito:  QR  est  la  polaire  du  point  P. 
Remarquons  que  cette  construction  de  la  polaire  d'un  point  ne  nécessile 
que  remploi  de  la  règle  lorsque  la  conique  est  tracée.  Elle  s'applique,  en  par- 
ticulier, h  une  conique  réduite  à  deux  droites. 

437.  Remarque.  — Lorsqu'un  point  est  rejeté  à  l'infini  dans  une  direction  l. 
toute  sécante  AAi  issue  de  ce  point  est  parallèle  à  8,  et,  sur  cette  sécante,  le 
conjugué  M  du  point  à  l'infini  est  le  milieu  de  AAi.  Donc,  la  polaire  du  point 
à  r  infini  dans  la  direction  o  est  le  diamètre  conjugué  de  cette  direction. 

On  peut  dire  aussi  que  le  pôle  d'un  diamètre  est  rejeté  à  V infini  dans  la 
direction  conjuguée  de  ce  diamètre. 

Remarquons  que  tous  les  points  îi  Tinfini  étant  situés  sur  la  droite  de 
l'infini,  leurs  polaires,  qui  sont  des  diamètres,  passent  par  le  pùlede  la  droite 
de  l'infini,  c'est-à-dire  par  le  centre  de  la  conique. 

EXERCICES 

1.  Si  quatre  points  forment  une  division  liarmoniqiie,  leurs  polaires  par  rapport  à  une  conique  formenl  un 
faisceau  harmonique. 

2.  Etant  donnés  un  triangle  et  une  conique,  les  droites  qui  joignent  chaque  sommet  du  triangle  au  p&ie  da 
cftlé  opposé  sont  concourantes. 

3.  Par  un  point  P  extérieur  à  une  conique,  on  mdne  une  sécante  PAB.  Aux  points  A,  B,  où  elle  reneonirr 
la  courbe,  on  mène  de»  tangentes  qui  se  coupent  en  M  et  l'on  projette  le  point  M  sur  la  droite  AB  ;  trouver 
le  lieu  de  ces  projections. 

Prouver  que  le  lieu  passe  au  point  P  ;  tangente  en  ce  point. 

{École  Normale  Supérieutv,  1861)  (en  partie). 

4.  On  considère  Ins  hyperboles  équilatéres  tangentes  à  une  droite  fixe  AB  en  un  point  G  et  passant  par  an 
point  D.  D'un  point  P  pris  sur  AB,  on  mène  des  tangentes  à  chacune  des  hyperboles  et  l'on  demande  le  lieotiK 
points  de  contact. 

Déterminer  la  nature  du  lieu  suivant  la  position  du  point  D. 

{École  Normale  Supérieure^  ld63). 

5.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  polaires  par  rapport  à  trois  coniques  données  sont   concourante*. 
Montrer  que  le  point  de  rencontre  des  polaires  est  un  point  du  lieu. 

6.  On  donne  deux  axes  quelconques  Ox  et  0^,  un  point  A(.r  :^  a)  sur  Taxe  des  x,  un  point  B>^  =  b  «ur 
l'axe  des  y  et  une  droito  (D),  y  —  mx  =  0. 

1'  Former  récpialion  générale  des  coniques  circonscrites  au  triangle  AOB  et  telles  que  le  pôle  de  la  droite  AB 
soit  sur  (D)  ; 

i*  Démontrer  que  toutes  ces  conic[ues  ont  une  tangente  commune  rpii,  avec  l'axe  des  x,  l'axe  des  y  e(  h 
droite  (D),  détermine  sur  AB  une  division  harmonique,  et  que  la  droite  (D)  a  un  |>6le  fixe  par  rapport  àloute« 
les  coni(iues  ; 

3<*  Démontrer  que  le  lieu  dos  centres  de  ces  coniques  est  tangent  à  la  droite  (D)  ;  et  que  si  on  fait  varier  m.  il 
passe  par  quatre  points  fixes  ; 

4<>  Démontrer  que  la  polaire  d'un  point  («,  p)  donné,  prise  par  rapport  aux  coniques  du  faisceau,  passe  par  un 
point  fixe.  Construire  ce  point  et  voir  comment  il  se  déplace  si  on  fait  varier  m  : 

3*  Démontrer  (|uo  le  faisceau  de  coniques  correspondant  à  une  valeur  donnée  de  m  admet  deux  paraltole« 
réelles  ou  imaginaires  et  chercher  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  à  ces  paral>o!e6  aux  points  A 
et  B  quand  m  varie . 

(École  centrale^  f  session,  1897.. 

7.  Ktant  données  une  conique  (S)  et  une  droite  (D)  ne  coupant  pas  la  conique,  on  prend,  sur  (D),  un  point 
quelconque  M  et  le  point  M'  conjugué  de  M  par  rapport  à  (S).  Montrer  que  si  l'on  fait  varier  M,  il  existe  dan* 
le  plan  deux  points  fixes  d'où  Tou  voit  MM'  sous  un  angle  droit. 

Trouver  le  lieu  décrit  par  ces  deux  points  lorsqu'on  déplace  la  droite  (D)  parallèlement  à  elle-même. 

8.  Dans  une  hyperbole  équilatère  le  produit  des  dislances  du  centre  à  un  point  quelconque  et  à  sa  polaire  M 
constant  et  égal  au  carré  du  demi -axe. 

En  déduire  la  construction  d'une  hyperbole  équilatère  connaissant  le  centre  et  la  polaire,  par  rapport  à  reltr 
hyperbole,  d'un  point  donné. 

{Journal  de  Math.  Spéc,  1M4'. 


CHAPITRE  V 


DÉTERMINATION  DES  CONIQUES 


438.  —  L'équation  gén<^rale  crune  conique  : 
(i)  Ax^  +  2Ba?y  ^  Cy^  +  2Dx  +  2Ey  +  F  =  0, 

renfernio  six  coefficients  ;  mais,  en  divisant  les  doux  membres  par  Tun  de 
ces  coeflicients,  supposé  différent  de  zéro,  on  voit  que  Téquation  ne  contient 
que  cinq  paramètres  arbitraires. 

Pour  déterminer  une  conique,  il  faut  donc  donner  cinq  équations  entre 
ces  paramètres  ;  h  chaque  système  de  solutions  réelles  de  ces  équations  cor- 
respondra une  équation  (1)  et,  par  suite,  une  conique. 

On  formera  les  relations  entre  les  paramètres  inconnus  en  exprimant 
analytiquement  les  conditions  géométriques  auxquelles  la  conique  est  assu- 
jettie; les  plus  simples  de  ces  conditions  sont  :  passer  par  un  point  donné,  ou 
être  tangente  à  une  droite  donnée. 

Pour  exprimer  que  la  conique  fix,  y)  =  0  passe  par  un  point  donné 
(Xo,  y©),  on  écrira  la  condition  f(Xo,  y©)  =  0,  qui  est  du  premier  degré  par 
rapport  aux  coefficients  de  la  conique. 

On  exprimera  que  la  conique  f(x,  y)  =-  0  est  tangente  h  une  droite 
y  =  mx  +  h,  en  écrivant  que  l'équation  f(x,  mx  +  A)  =  0,  dont  les  racines 
sont  les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  la  courbe  et  de  la  droite,  a  une 
racine  double  ;  on  obtiendra  ainsi  une^relation  du  second  degré  par  rapport 
aux  coefficients  de  la  conique. 

Nous  dirons  que  la  donnée  d'un  point,  ou  d'une  tangente,  vaut  une  condi- 
tion. Ajoutons  qu'une  tangente  et  son  point  de  contact  valent  deux  condi- 
tions, car  si  Ton  désigne  par  (Xo,  yo)  1^"  point  et  par  m  le  coefficient  angulaire 

de  la  tangente,  on  doit  écrire  :  f{Xo,  y^)  =  0  ci  m  =  —  -^  ,  et  ces  condi- 

lions  sont  évidemment  suffisantes  ;  elles  sont  du  premier  degré  par  rapport 
aux  coefficients  de  l'équation  de  la  conique. 

De  même  encore,  assujettir  une  conique  à  être  une  parabole,  vaul  une  con- 
dition :  AG  —  B^  =  0  ;  une  hyperbole  équilatère,  une  condition  également  : 
A  H- G  =  0  (coordonnées  rectangulaires);  une  circonféreyice ,  deux  condi- 
tions :  B  =  0,  A  =  G  (coordonnées  rectangulaires). 

D'une  façon  générale,  on  dit  qw'une  donnée  géométrique  vaut  p  condi- 
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458.  Remaroï^es.  —  I.  Si  doux  soinmcUs  consécutifs  A  ot  F,  par  excmplo,  so  confondonl.  la 
démonstration  s'applique  à  condition  de  considérer  le  c(Ué  A  F  comme  étant  la  tangente  en 
A  à  la  conique  (S).  L'hexagone  est  alors  formé  par  un  pentagone  inscrit  et  la  tangente  «m 

p  q  l'un  des  sommets. 

II.  8i  de  même  on  consicl»''T>' 
un  quadrilatère  inscrit  ABOI) 
(fig.  227),  on  peut  compU't»^r 
l'hexagone  en  menant  les  tan- 
gentes aux  sommets  opposé?  A 
et  C:  on  ohlient  ainsi  tniis  poinl* 
P,  Q,  S  en  ligne  dmite.  On  pou» 
aussi  compléter  l'hexagone  avor 
les  tangentes  aux  sommets  op- 
posés B  et  D;  on  obtiendra  i*n- 
core  trois  points  R,  Q.  S  en  lignf 
droite.  Il  en  résulte  que  li'> 
quatre  points  P,  Q,  R,  S  sont  iti 
ligne  droite  et  l'on  peut  énonrer 
le  théorème  suivant  : 

Un  quadrilatère  étant  inscrit 
dans  vne  conique,  les  points  d^ 
rencontre  des  côtés  opposés  et  les 
points  de  rencontre  des  tangentes 
auj:  sommets  opposés  sont  quatre 
points  en  ligne  droite. 
III.  I-^n  considérant  enfin  un  triangle  inscrit,  et  en  menant  les  tangentes  aux  trois  som- 
mets, on  retrouve  la  propositiort  établie  au  n*  436  : 

Les  tangentes  menées  en  chaque  sommet  d'un  triangle  à  une  conique  circonscrite  coupent 
les  côtés  opposés  en  trois  points  en  ligne  droite. 


Fig.  227. 


459.  Problème.  —  Construire  une  conique  définie  par  cinq  points.  —  On 
peut,  en  appliquant  le  théorème  de  Pascal,  construire  par  points  et  par  tan- 
gentes une  conique  dont  on  donne  cinq  points. 

Conslruciion  d'un  point  quelconque  (fig.  2î28).  —  Désignons  par  A,  B,  C,  D,  E 

F 


Fig.  228. 


Fig.  229. 


les  cinq  points  donnés,  et  cherchons  à  construire  le  point  F  de  la  conique  qui 
est  situé  sur  une  sécante  AK  issue  de  A. 

Dans  rhexagone  inscrit  ABGDEF,  dont  le  sommet  F  est  inconnu,  nous  con- 
naissons le  point  P,  intersection  des  côtés  (l)  et  (4),  et  le  point  R,  intersection 
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du  côté  (3)  et  du  côté  (6)  formé  par  la  sécante  AK.  Nous  pouvons  donc  tracer 
la  droite  de  Pascal  PR  qui  rencontre  le  côté  (2)  au  point  Q.  La  droite  EQ, 
qui  forme  le  côté  (3),  rencontre  AK  au  point  cherché  F. 

Construction  de  la  tangente  en  un  point  (fig.  229).  —  Pour  construire  la 
tangente  en  l'un  des  points  de  la  conique,  A  par  exemple,  appliquons  le  théo- 
rème de  Pascal  à  Thexagone  inscrit  formé  par  le  pentagone  ABGDE  complété 
par  la  tangente  cherchée.  La  droite  de  Pascal  PQ  est  déterminée  par  le  point  P, 
intersection  des  côtés  (1)  et  (4),  et  le  point  Q,  intersection  des  côtés  (2)  et  (5). 
dette  droite  PQ  rencontre  en  R  le  côté  (3),  et  AR,  qui  forme  le  côté  (6),  est  la 
tangente  cherchée. 

Remarqui^s.  —  Les  constructions  précédentes  ne  nécessitent  que  l'emploi  de 
la  règle. 

D'autre  part,  elles  montrent  que,  sur  une  sécante  quelconque  issue  de  l'un 
des  cinq  points  donnés,  n'existe  qu'un  seul  point  de  la  conique  cherchée. 
Nous  vérifions  donc  géométriquement,  à  l'aide  du  théorème  de  Pascal,  que 
l'on  ne  peut  construire,  en  général,  qu'une  seule  conique  passant  par  cinq 
points  (n<*  443). 

460.  Exemple.  —  Hyperbole  équilalère  définie  par  trois  points  et  ses  directions  asympto- 
tiques  (fig.  230). 

Soient  A,  B,  C  les  trois  points,  ot  Cs  Tune  des  directions 
as ymptotiques  ;  la  conique  est  délinio  par  cinq  points,  savoir  : 
1rs  trois  points  A,  B,  C,  puis  le  point  1)  à  l'inlini  sur  Cs,  et  le 
point  E  à  l'inlini  sur  la  direction  perpendiculaire. 

Cherchons,  par  exemple,  l'intersection  F  de  la  conique 
avec  la  hauteur  AK  du  triangle  ABC.  Dans  l'hexagone  inscrit 
ABGDEF,  dont  le  soniiuet  F  est  inconnu,  le  cjUé  (4)  est  la 
droite  de  l'inlini;  par  conséquent,  d'après  la  méthode  géné- 
rale, on  mènera  par  R,  iiitei*section  de  AK  et  de  Gs,  la  paral- 
lèle à  AB  qui  coupe  BG  en  Q,  et  par  Q  la  perpendiculaire  à 
Cz  qui  coupe  AK  au  point  cherché  F. 

On  remarquera  que,  dans  le  triangle  GFR,  le  point  Q,  inter- 
swlion  de  deux  hauteurs  GQ  etFQ,  est  situé  sur  la  troisième; 
iloiic  CF  est  perpendiculaire  à  QR  et,  par  suite,  à  sa  paral- 
lèle AB  :  F  est  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle 
ABC. 

On  vérilie  ainsi  le  théorème  établi  au  n°  449.  Cette  propriété  permet  de  déterminer  un 
cinquième  point  d'une  hyperbole  é([uilatèr0  dont  on  donne  quatre  points  et,  par  suite,  de 
construire  la  courbe  par  la  méthode  du  n»  459. 
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461.  Théorêiie  —  Étant  donné  un  hexagone  q^rconscril  à  une  conique,  siy 
partant  d'un  sommet,  et  parcourant  l'hexagone  dans  un  sens  déterminé,  on 
désigne  les  sommets  consécutifs  par  les  chiffres  1,  2,  3,  4,  o,  6,  les  droites 
joignant  les  couples  de  sommets  1  et  4,  2  a^  5,  3  et  6  sont  concourantes 
(fig.  231). 

Considérons,  en  effet,  l'hexagone  inscrit  qui  a  pour  sommets  les  points  de 
contact  des  côtés  de  l'hexagone  circonscrit,  les  sommets  du  premier  étant 
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pris  dans  le  môme  ordre  que  les  côtés  du  second  ;  et  remarquons  qu'un  côté 
quelconque  de  l'hexagone  inscrit  est  la  polaire  du  sommet  correspondant  de 

rhexagone   circonscrit.   Nous 
désignerons  par  (%')  la  polaire 
5  du    point    représenté    par  le 
chiffre  t. 

D'après  le  théorème  de  Pas- 
cal, les  points  P,  O,  R,  inter- 
sections des  couples  de  cùté> 
(V)  et  (4'),  (2')  et  (o'.i,  (3")  et 
(6'),  sont  en  ligne  droite;  mais 
le  point  P,  intersection  de  (1 1 
et  (4%  a  pour  polaire  la  droite 
(1,  4)  qui  joint  le  pôle  1  de  il  ; 
au  pôle  4  de  (4')  (n**  435).  Les 
droites  (i,  4),  (2,5)  et  (3,  6i, 
étant  respectivement  les  polaires  de  trois  points  P,  0,  R  en  ligne  droite, 
sont  concourantes  en  un  point  I  qui  est  le  pôle,  par  rapport  à  la  conique,  de 
la  droite  de  Pascal  PQR  correspondant  à  l'hexagone  inscrit, 

462.  Remarques.  — L  Si  deux  cOtés  consécutifs  de  l'hexagone  circonscrit  se  confondent,  il 
en  est  de  môme  de  deux  sommets  consécutifs  de  l'hexagone  inscrit  dont  un  côté  est  alor-^ 
une  tangente  à  la  conique.  Celle-ci  étant  la  polaire  de  son  point  de  contact  (n»  433),  la 
démonstration  s'applique  à  condition  de  considérer  le  point  d'intersection  dos  deux  ctMc? 
consécutifs  de  l'hexagone  circonscrit  comme  étant  le  point  de  contact  de  ces  deux  C(Ué>. 
Le  théorème  de  Brianchon  est  donc  applicable  à  la  figure  formée  par  un  pentagone  circoiiî:- 
crit  et  le  point  de  contact  do  l'un  des  crttés. 

H.  Si.  de  mémo,  on  considère  un  quadrilatère  circonscrit,  on  peut  comploter  Thcxagon'^ 
avec  les  points  do  contact  de  doux  côtés  opposés  du  quadrilatère.  On  est  ainsi  conduit,  coinm»* 
au  n"  458,  au  théorème  suivant  : 

Un  quadrilatère  étant  circojiscrit  à  une  conique,  les  diagonales  et  les  droites  qui  joignent 
les  points  de  contact  des  côtés  opposés  sont  quatre  droites  concourantes. 

IIL  En  considérant  enfin  un  triangle  circonscrit,  on  obtient  la  proposition  suivante  : 

Les  droites  qui  joignent  chaque  sommet  d'un  triangle  au  point  de  contact  du  côté  opposé 
avec  une  conique  inscrite  sont  concourantes. 

463.  PaoBLÈME.  —  Construire  une  conique  définie  par  cinq  tangentes.  — 

On  peut,  en  appliquant  le  théorème  de  Brianchon,^construire  par  tangent^^s 
et  par  points  une  conique  dont  on  donne  cinq  tangentes. 

Conslnœtion  d'une  tangente  quelconque  (fig.  232).  —  Désignons  par  (A'. 
(B),  (C),  (D),  (E)  les  cinq  tangentes  données,  et  cherchons  à  construire  la 
tangente  (F),  menée  à  la  conique  par  un  point  K  situé  sur  (xV). 

Dans  l'hexagone  circonscrit  formé  par  (A),  (B),  (C),  (D),  (E),  (F),  dont  \^ 
côté  (Fj  est  inconnu,  nous  connaissons  la  di^oite  (1,  4j  et  la  droite  (3,  6)  qui 
joint  le  sommet  3  au  point  6  confondu  avec  K  ;  nous  pouvons  donc  cons- 
truire \q point  de  Brianchon  I.  La  droite  (2..  I)  coupe  le  côté  (E)  au  point  5,  et 
la  droite  (K,  5)  est  la  tangente  cherchée. 

Construction  d'un  point  (fig.  233).  —  Pour  déterminer  le  point  de  contact 
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de  Tune  des  tangentes  à  la  conique,  celui  de  (A)  par  exemple,  appliquons  le 
théorème  de  Brianchon  à  l'hexagone  circonscrit  formé  par  le  pentagone 
1^345  complété  par  le  point  de  contact  cherché  6. 


Fîg.  232. 

Le  point  de  Brianchon  I  est  à  Tintersection  de  (l,  4)  et  (2,  5).  La  droite  (.%  I) 
rencontre  donc  le  coté  (A)  au  point  de  contact  cherché,  6. 

Remarques.  —  Les  constructions  précédentes  ne  nécessitent  que  l'emploi  de 
la  règle. 

En  outre,  elles  montrent  que  le  point  de  contact  de  chacune  des  cinq  tan- 
gentes données  est  bien  déterminé.  On  déduit  de  cette  remarque  la  proposi- 
tion suivante  : 

Théorème.  —  H  existe,  en  général,  une  seule  conique  tangente  à  cinq 
droites. 

Car  la  conique  déterminée  par  cinq  tangentes  est  aussi  déterminée  par  les 
cinq  points  de  contact  de  ces  tangentes. 

464.  Exemple.  —  Comlntclion  de  la  parabole  tangente  à  quatre  droites  (fig.  234). 

On  pout  consiricrcr  uno  parabole  foiiiinc  une  conicjuo 
tangente  à  la  ilroito  do  l'infini,  car  collo-ci  coupe  la 
parabole  en  doux  points  confondus  i\m  correspondent 
aux  deux  diroclions  asymptotiques  confondues. 

Nous  connaissons  donc  cinq  tanjîontos  à  la  conique 
cherchée  et  nous  pourrions,  en  appli<iuunt  la  méthode 
gém»ralc  du  n»  463,  déteruiiner  la  courbe  par  tangentes 
et  par  points. 

Par  exemple,  cherchons  le  point  de  contact  de  la 
parabole  avec  la  droite  de  l'inlini;  la  dirrelion  de  ce 
point  sera  la  direction  asymplotiipie  o.  Pour  cola,  ap- 
piitiuons  le  théort*me  de  Brianclion  à  l'hexagone  formé 
par  le  pentagone  des  cinq  tangentes  complété  par  \v. 
point  de  contact  cherché  de  la  droite  de  l'infini.  La 
droite  (1.  4)  pai*allèle  à  (3,  4)  et  la  droite  (3,  6)  parallèle 
à  (l,  6)  se  coupent  au  point  de  Brianchon  I;  la  droite 
(2,  I),  qui  passe  par  le  point  à  l'infini  cherché  (5),  est 
parallèle    à   la   direction    asymptotiiiue   o    de    la   parabole. 


Fig.  234. 
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EXERCICES 

1.  Démontrer  le  tliéorènie  de  Pascal  en  s'appuyant  sur  \o  Icnimc  suivant  : 

Lorsque  trois  coniques  ont  deux  points  communs,  les  trois  droites  passant  par  les  deux  autres  points  com- 
muns à  clia((ue  couple  formé  par  deux  des  trois  coniques  sont  concourantes. 

Pour  démontrer  le  Ihéorèmo  do  Pascal  relatif  à  une  eoni<|ue  et  à  un  hoxaf^onc  inscrit,  on  appliquera  le 
lemmc  à  la  conique  donnée  cl  à  deux  coniques  formées  cliacune  de  deux  c6lés  non  opposés  cl  non  consérulir* 
de  l'hexagone. 

2.  Généraliser  le  théorème  de  Pascal,  et  sa  démonstration,  en  établissant  la  proposition  suivante  : 

Étant  donné  un  octof^one  iu>icrit  dans  une  r.oiiiquo,  si,  parcourant  cet  octogone  dans  un  sens  délermiiié.  oo 
numérote  ses  eûtes  de  1  ii  8,  les  huit  points  d'intersection  obtenus  en  associant  chaque  côté  de  rang  impair  aur 
un  côté  non  consécutif  de  rang  pair  sont  sur  une  mémo  conique. 

Etendre  ce  théorème  à  un  polygone  de  2ii  côtés  inscrit  dans  uue  conique. 

3.  Les  côtés  d'un  triangle  variable  tournent  autour  de  trois  points  fixes  et  deux  sommets  du  triangle  décrirrul 
deux  droites  fixes  ;  montrer,  à  l'aide  du  théorème  de  l'ascal,  que  le  troisième  sommet  décrit  une  conique. 

Examiner  le  cas  iiarticulier  où  les  trois  points  fixes  sont  en  ligne  droite. 

4.  Les  sommets  d'un  triangle  variable  décrivent  trois  droiles  fixes  et  deux  côtés  du  triangle  lounienl  autour 
de  deux  points  fixes;  montrer,  à  l'aide  du  lhéorèm<*  de  Brianchou,  que  le  troisième  côté  envclop|)C  une  conique. 

Examiner  le  cas  particulier  où  les  trois  droites  fixes  sont  concourantes. 

5.  Appliquer  le  Uiéoréme  do  Pascal  à  la  construction  d'une  hyperbole  dont  on  donne  les  asymptotes  et  un 
point,  ou  une  asymptote  et  trois  points. 

6.  Appliquer  le  théoième  de  Pascal  à  la  construction  d'une  h\}ierbolc  é<|uilalére  dont  on  donne  trois  point$K 
une  direction  asymptolique.  Construire  les  asymptotes  et  le  centre  de  celte  conique.  En  déduire  que  le  lieu  àf* 
centres  des  hyperboles  équilaléres  circonscrites  à  un  triangle  est  le  cercle  des  neuf  ]ioints  de  ce  triangle. 

7.  Appliquer  le  théorème  de  Brianchon  à  la  construction  d'une  hyperbole  dont  on  donne  les  a$yinplolr>  et 
uue  tangente,  ou  une  asunplote  et  trois  tangentes. 

8.  Démontrer  ù  l'aide  du  théorème  de  Brianchon  que  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un  Iriangie  cir- 
conscrit à  une  parabole  est  sur  la  directrice. 

9.  Montrer,  en  appli(|unnt  les  théoi*ènies  de  Pascal  et  de  Brianchon,  que  les  polaires  de  tous  les  points  dune 
conique  {('.),  par  rapport  à  une  même  conique  (D).  envoloppenl  une  troisième  conique  ((-');  puis  que  les  pèle* fie 
toutes  les  tangentes  à  (C),  jwr  rapport  à  (I),  décri\cnt  cette  «miquo  'A'.'). 

(On  définira  (C)  par  cinq  points,  et  on  envisagera  un  sixième  point  mobile,  décrivant  (C)  :  on  considt'ren 
ensuite  les  tangentes  à  ((!)  on  chacun  de  ces  points.) 
Ou  dit  que  les  coniques  (C)  et  (C)  sont  polaires  réciproques  par  rap|M)rt  ii  (D). 
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LIVRE  VI 

DROITE,   PLAN  ET  SPHÈRE 


CHAPITRE   PREMIER 

COORDONNÉES 

465.  Axes  et  plans  de  coordonnées.  —  Dans  l'espace,  on  appelle  axes  de 
coordonnées,  trois  axes  x'Ox,  y'Oy,  z'Oz  (lig.  233),  distincts  et  non  situés 
dans  un  m(îme  plan,  issus  d'un  même  point  0  qui  est  leur  origine  commune  ; 
le  premier,  x'Ox,  est  appelé  axe  des  x,  le  second,  y'Oy,  axe  des  y,  le  troi- 
sième, z'i)z,  axe  des  z.  L'origine  commune  0  est  appelée  origine  des  coor- 
données ou,  simplement,  origine. 

Les  trois  axes  déterminent  doux  à  deux  trois  plans  distincts  que  l'on 
appelle  plans  de  coordonnées;  Y  un,  yOz,  appelé  plan  des  yz,  l'autre,  zOx, 
plan  des  zx,  le  dernier,  xOy,  plan  des  xy. 

Les  trois  axes  et  les  trois  plans  de  coordonnées  sont  donc  les  trois  arêtes  et 
les  trois  faces  d'un  véritable  trièdre  ;  en  général,  l'orientation  des  axes  est 
telle  que  ce  trièdre  est  de  sens  direct,  ce  qui  veut  dire  que  l'observateur  placé 
sur  la  demi-droite  0;;,  les  pieds  en  0,  voit  s'effectuer  de  gauche  h  droite  en 
passant  devant  lui  la  rotation  qui  amène  Ox  sur  Oy  en  balayant  l'angle  des 
deux  demi-droites  Ox,  Oy  ;  ce  sens  est  d'ailleurs  le  même  pour  l'axe  Ox  par 
rapport  à  la  rotation  qui  amène  Oy  sur  0:;,  ou  pour  Taxe  Oy,  par  rapport  à 
la  rotation  qui  amène  0^  sur  Ox.  On  désigne  en  général  par  a,  \l,  v  les  angles 
des  axes,  yOz,  zOx,  xOy  ;  mais,  le  plus  souvent,  nous  supposerons  que  ces 
trois  angles  sont  droits. 

Coordonnées  rectilignes  d'un  point.  —  Soit  M  (fig.  235)  un  point  quelconque 
de  l'espace  Par  ce  point,  on  peut  mener  trois  plans,  respectivement  paral- 
lèles aux  trois  plans  coordonnés,  et  ces  plans  rencontrent,  le  premier,  l'axe  Ox 
en  p,  le  second,  l'axe  O^en  q,  le  troisième,  l'axe  Oz  en  r.  Le  segment  de  l'axe 
des  X,  X  =^  Op,  ou  sa  mesure  algébrique,  s'appelle  abscisse  du  point  M  ;  le 
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segment  de  Taxe  Oy,  y  =  Oq,  ordonnée  de  M  ;  le  segment  de  Taxe  Qz,  j  =  Ôr, 
cote  de  M. 

Les  trois  nombres  algébriques  x,  y,  z  s'appellent  coo7*données  recli- 
lignes  ou  cartésiennes,  ou,  simplement,  coordonnées  du  point  M.  On  dit  que 
j  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  lorsque 

les  trois  axes  sont  deux  à  deux  reclangu- 

^  laires,  c'est-à-dire  forment  un  trièdre  trirec- 

tangle,  et  qu'elles  sont  obliques  dans  tout 

p\ /—A M  autre  cas. 

A  tout  point  M  de  V espace  coi^espondeni 
donc  trois  nombres  algébriques  qui  sont 
0^- / -V j _*  ses  coordonnées;  inversement,  à  tout  sys- 
tème de  trois  coordonnées,  x,  y,  z,  corres- 
pond un  point  M  et  un  seul  ;  car  à  ces  trois 
^\                         '^  nombres  correspondent,  sur  les  axes  Ox, 

^  Oy,  Oz,  trois  points  bien  déterminés,  p,  q,  r; 

Fig.  235.  et  les  trois  plans  menés  respectivement  par 

p,  q,  r,  parallèlement  aux  trois  plans  y^z, 
zOx,  xOy,  se  coupent  en  un  point  M  et  un  seul. 

Un  point  quelconque  est  donc  défini  par  ses  trois  coordonnées  x,  y,  z;  on 
l'appelle  le  point  (x,  y,  z). 

466.  —  Il  y  a  donc,  dans  l'espace,  identité  entre  la  notion  géométrique  de 
point  et  la  notion  algébrique  d'un  système  de  trois  nombres  algébriques, 
^»  y>  ^»  jouant  des  rôles  distincts  ;  de  sorte  que,  tout  comme  dans  le  plan,  toute 
propriété  géométrique  correspond  à  une  propriété  algébrique,  chacune  d'elles 
étant  la  conséquence  de  l'autre.  Telles  sont  les  suivantes,  qui  résultent  immé- 
diatement de  la  définition  des  coordonnées  : 

ÉNON'CÉ  GÉOMÉTRIurE  ÉNONCf^  ANALYTIQUE 

Point  Mfvt",  2/, -)  situé  dans  le  plan  i/Os a*  =  0 

Point  M(.i'.  y,  z)  situe  dans  lo  plan  zOx y  =  0 

Point  MU',  y,  z)  situe  dans  le  plan  xOy s  =  0 

Point  M(a;,  y,  z)  situc^  sur  l'axe  0.v y  =  0,  c  =  0 

Point  M(x,  y,  2)  situé  sur  Taxe  Oy z=rO,.r  =  0 

Point  M(a.',  y,  s)  situé  sur  l'axe  Os j:  =  0,y  =  0 

Point  M(a',  y,  z)  situé  à  l'origine  des  coordonnées  ....  jt'  =r  y  =  s  =  0 

Deux  points  MU\  y,  z)  et  W[x\  y\  z')  sont  situés  dans 
un  même  plan  parallèle  au  plan  yOz jc  =  x' 

ou  dans  un  mémo  plan  parallèle  au  plan  zOj; y  ^=y' 

ou  dans  un  même  plan  parallèle  au  plan  aOy 2  =  5' 

Deux  points  Mix\y,z)  et  Wix\y\  z')  sont  situés  sur  une 
même  parallèle  à  Taxe  0.r !/  =  y',  r  =  s' 

ou  sur  une  mémo  parallèle  à  l'axe  Oy z=^z\x  =  x' 

ou  sur  une  même  parallèle  à  l'axe  Os x:=x\  yr=y' 
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Deux  points  M(a',  y,  z)  ot  M'(a',  y',  ;:')  sont  symétriques 
par  rapport  à  l'oripinc ar'= — a*,  y'='-- y,  s'= — z 

Doux  points  Mb%  y.  2)  ot  W(x'.  y\  z')  sont  symétriques 
par  rapport  à  l'axe  Ojc  (les  axos  étant  rcetangulaires), .     x'  =  x',  y'  =  — y,  z'  =  —  z 

ou  symétriques  par  rapport  à  Oy y'  =  y^  x'  =  —  x^  z'  ^=  —  z 

ou  symétriques  par  rapport  à  Oz z'  =  z,x'  =  —  x,  y'  =  —  y 

Deux  points  M(^'.  y,  s)  et  M'{x',  y',  z')  sont  symélri(|ues 
par  rapport  au  plan  yOz  (les  axes  étant  rectangulaires),       x'  =  —  x,  y'  =  y,  s'  =  s 

ou  symétriques  par  rapport  au  plan  zOx y'  =  —  y,  x'  =  x^  z'  =  z 

ou  symétriques  par  rapport  au  plan  .rOy 5'  =  —  y,  a'  =  ar,  y'  =  y 

467.  Première  interprétation  des  coordonnées.  —  Reprenons  le  système 
d'axes  de  coordonnées  Ox,  Oy,  Oz,  et  un  point  quelconque  M  (fig.  236j.  Pour 
définir  les  coordonnées  de  M,  nous  avons  mené  par  M  trois  plans  parallèles 
aux  trois  plans  de  coordonnées,  ce  qui  forme  ainsi  un  parallélipipède  dont 
trois  arêtes,  Op,  Oq,  Or,  partant  de  l'ori- 
gine, sont  dirigées  suivant  les  axes  de  coor- 
données, et  dont  trois  autres  arêtes,  MP, 
MQ,  MR,  partent  du  point  M,  parallèlement 
aux  précédentes. 

Cela  posé,  la  face  OpJ\q  étant  un  parallé- 
logramme, on  peut  considérer  le  système 
de  deux  coordonnées,  x  =  Op  et  y  =:  Oq, 
comme  étante  dans  le  plan  xOy,  les  deux 
coordonnées  par  rapport  à  Ox  et  Oy  du 
point  R,  projection  de  M,  projection  faite 
parallèlement  à  Oz.  On  pourra  interpréter 
de  même,  soit  le  système  de  deux  coordon- 
nées y  et  z,  soit  celui  de  deux  coordonnées 

z  et  X.  Fig.  236. 

Cette  interprétation  permettra  d'appliquer 
à  la  Géométrie  de  l'espace  certaines  propriétés  établies  en  Géométrie  plane. 

On  peut  d'ailleurs  présenter  autrement  cette  interprétation. 

Au  lieu  de  la  face  OpWq,  considérons  la  face  parallèle  rQMP,  et,  dans 
son  plan,  deux  axes  O'x',  O'y'  respectivement  parallèles  et  de  même  sens 
à  Ox  et  Oy,  placés  l'un  sur  rQ,  l'autre  sur  7'P  ;  les  deux  coordonnées 
jj  1=  Op  =  rQ  Giy  =  Oq  ^=  7'P  sont,  dans  ce  plan,  les  deux  coordonnées  du 
même  point  M  par  rapport  aux  axes  O'x',  O'y',  Donc  :  deux  des  coordon- 
nées du  point  M  peuvent  être  considérées  comme  les  coordonnées  du  même 
point,  en  Géométrie  plane,  par  rapport  aux  deux  axes,  intersectiofis  du  plan 
mené  par  ce  point  parallèlement  au  plan  de  coordonnées  de  mêmes  noms, 
avec  les  deux  autres  j  lans  de  coordonnées. 

468.  Interprétation  des  cordonnées  par  des  projections.  —  Reprenons  le 
système  d'axes  de  coordonnées  Ox,  Oy,  Oz,  et  un  point  M  (fig.  236);  mener 
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par  M  un  plan  parallèle  au  plan  yOz,  qui  coupe  Ox  en  p,  c'est  projeter  M 
en  p  sur  Taxe  Ox,  parallèlement  au  plan  yOz  (n**  10).  Le  point  0  étant  sur 
Taxe  de  projection,  Tabscisse  du  point  M,  x  =0p,  est  donc  la  projection  du 
segment  OM  sur  Ox,  parallèlement  au  plan  yOz;  et  de  même  pour  les  deux 
autres  coordonnées.  De  là  cette  nouvelle  définition  : 

Les  coordonnées  cTun  point  M  sont  les  projections  sur  les  axes  de  coor- 
données du  segment  OM  ayant  pour  origine  V origine  des  coordonnées  et 
pour  extrémité  te  point  M,  la  projection  sur  chaque  a^e  étant  faite  parallè- 
lement au  plan  des  deux  autres. 

Cette  interprétation  permet  d'appliquer  la  théorie  des  projections.  Il  est 
alors  commode  de  remplacer  chacune  des  trois  coordonnées  x  =  Op,  y  =  Oq, 
z  =  Or,  par  l'un  des  segments  équipollents  pris  sur  une  arête  du  paralléii- 
pipède  formé  par  les  plans  de  coordonnées  et  les  plans  parallèles  menés 
par  M.  On  peut  ainsi  représenter  les  (rois  coordonnées  par  trois  segments 
consécutifs,  x  =  Op,  y  =  pli,  z  =  RM,  dont  la  résultante  est  OM  ;  le  con- 
tour ainsi  formé  OpllM  est  appelé  contour  des  coordonnées  du  point  M.  Il  y 
a  d'ailleurs  six  contours  de  coordonnées,  correspondant  chacun  à  une  per- 
mutation des  lettres  x,  y,  z. 

Ceci  se  prête  aux  mômes  applications  qu'en  Géométrie  plane. 


469.  Coordonnées  d'un  point  d'une  droite  en  fonction  d'un  paramètre.  — 

PREMIÈRE  MÉTHODE.  —  Soit  uuc  droitc  quclconquc  (A)  (fig.  237);   pour  la 

définir,  menons  par  l'origine  la  parallèle  ô,  et 
prenons  sur  (A)  un  point  arbitraire  mais  fixe 
i\(Xo,  yo»  ^o),  et,  de  même,  sur  8  un  point  D(/7,  q,  r). 
Les  six  nombres  x^,  ^o,  ^o,  p,  q^  f,  définissent  (Ai; 
j    les  trois  derniers,  en  particulier,  définissent  sa 
direction. 
Cela  étant,  nous  définirons,  comme  en  Géomé- 
-5:  trie  plane  (n^  39),  la  position  d'un  point  quelcon- 
que M(ir,  y  y  z)  de  la  droite  (A),  en  posant  : 

ÂM 


OD 


et,  pour  calculer  les  coordonnées  x,  y,  z  deM.  en 
fonction  de  la  variable  p  et  des  constantes  Xo,  yo-,  Zo,  p,  q,  r,  ou  aura  successi- 
vement, comme  en  Géométrie  plane  : 


proj.  AM   AM 

proj.  Ôï)   ~  ÔÛ 


=  P» 


proj.  AM  =  proj.  OD  X  p, 


proj.  OM  ==  proj. ÔÂ  +  proj.  OD  X  p, 

formule  générale  qui  donne  en  particulier  les  formules  cherchées  : 
(1)  x»a?o  +  pp,         y^y^  +  qp,        isBi^+rp. 
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Dans  CCS  formules,  les  trois  nombres  p,  q,  r,  qui  peuvent  prendre  toutes 
les  valeurs  possibles,  sont  appelés  coefficients  directeurs  de  la  droite  (A),  et 
la  variable  p  est  proportionnelle  au  segment  AM. 

Dans  le  cas  particulier  où,  la  droite  (A)  dtant  orientée,  le  segment  OD  est 
le  segment  directeur  de  Taxe  placé  sur  (A),  les  quantités  /?,  q,  r  ne  sont 
plus  quelconques,  car  OD  =  4-  1  ;  on  les  appelle  paramètres  directeurs  de 
l'axe  (A),  et  Ton  a  alors  :  p  ==  AM. 

Cas  particuliers.  —  1*»  Di'oite  issue  de  Vorigine.  —  En  plaçant  A  on  0,  les 
formules  deviennent  : 

2*  Droite  parallèle  à  un  plan  de  coordonnées.  —  Si  la  droite  (A)  est  paral- 
lèle au  plan  xOy,  par  exemple,  la  parallèle  ô  est  située  dans  ce  plan,  ainsi 
que  le  point  D,  ce  qui  donne  r  =  0,  et  les  formules  deviennent  : 

x  =  Xo  +  pp,         y  =  2/0  +  <??,         z  =  Zo. 

3*  Droite  parallèle  à  un  axe  de  coordonnées.  —  Si  la  droite  (A)  est  paral- 
lèle à  0;;,  par  exemple,  la  parallèle  6  est  confondue  avec  Oz,  et  D  est  situé 
sur  Oz,  ce  qui  donne  :  p  =  0,  g  =  0  ;  les  formules  deviennent  : 

X  =  oTo,      y  =  yoy      z  =  Zo  +  rp. 

470.  Seconde  méthode.  —  Soit  une  droite  quelconque  (A)  ;  définissons-la 
par  deux  quelconques  de  ses  points  :  M^of  yo,  Zo)  et  B(Xi,  y^  Zi), 
Cela  fait,  M(a;,  y,  z)  étant  un  point  quelconque  de  (Aj,  posons  : 


MA 
MB  ~~ 


Le  calcul  des  coordonnées  de  ce  point  est  le  même  qu'en  Géométrie  plane 
(n**  40)  et  conduit  aux  formules  : 


1+X     '        y  —      1  -i-X     '        *         1  +  X     ' 

Cas  particulier.  —  Coordonnées  du  milieu  d'un  segment  de  droite.  —  Les 
coordonnées  du  milieu  de  AB  sont,  tout  comme  en  Géométrie  plane  : 

Xq  -f"  ^1  yp  "1"  yi         ^  ___  ^o  ~f~  ^1 

X—      2       '      y—       2      '      *' ~      2 

471.  Applications.  —  I.  Coordonnées  du  centre  de  gravité  d'un  triangle.  —  On  trouvo. 
comme  en  Gi'ométrie  plane  In»  41/.  les  coordonnées  du  contre  de  gravité  d'un  triangle  ABC 
(létini  par  les  coordonnées  de  ses  sommets  A(ao.  yo»  -o^  ^'-^'i»  V»»  -i'»  C(jj.  y,,  z^)  : 

J-n  +  ^t  +  ^'t            „        .Vo  -f  .Vi  +  Va             .        ^o  +  ^.4-^« 
a.  = 3 y  = 3 .         == 3 

II.  Coordonnées  du  centre  de  gravité  d*un  tétraèdre.  —  iSoit  un  tétraèdre  ÂBCI) 
(fig.  238)  dolini  par  les  coordonnées  de  ses  sommets  A(.ro.  Vq,  'o)>  ï^(-^i.  Vt»  *,).  Cij-,.  y,.  3J, 
nu„  y,.  5,). 
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Considérons  d'abord  un  point  G.  situé  sur  la  droite  Aa  qui  joint  le  sommet  A  au  centre  de 
gravité  a  de  la  face  opposée,  et  au  1/4  de  cotto  droite  à  partir  de  la  base,  de  sorte  que 
l'on  a  :  

Ga 

et  calculons  les  coordonnées  de  ce  point  G. 
D'abord,  d'après  ce  qui  précède,  les  coordonnées  de  a  sont  : 

j'i  +  ^t  +  ^'8        yi  +  yt  +  y^        riiLEidi^- 

par  conséquent,  en  faisant  X  =  3  dans  les  formules  (2),  les  coordonnées  de  G  sont  : 


X  = 


^o  +  ^\  +  ^t  +  ^\ 


y  = 


yo  +  î/i  +  y«  +  .Vu 


-O  "f"    -•<       I       ^S      T      *^ 


B 


Fig.  238. 

■^'o    r  '^i    I    '^a  "T"  •^'a 

al» 


La  symétrie  de  ce  résultat  montre  que,  si  l'on 
opère  de  la  même  manière  en  partant  d'un  autre  som- 
met, on  retrouve  le  même  point  G.  Ceci  démontre 
que  : 

l»  Les  quatre  droites  joignant  chaque  sommet  (fun 
tétraèdre  au  centre  de  gravité  de  la  face  opposée  sont 
concourantes. 

2»  Leur  point  de  concours  est  situé  au  1 .4  de  chacune 
d'elles  à  partir  de  la  hase. 

C'est  ce  point  qu'on  appelle  centre  de  gravité  du 
tétraèdre. 

En  outre  les  coordonnées  do  ce  point  G  peuvent  être 
mises  sous  la  forme  : 


yo  +  .Vi  I  yt  +  yz 


^o  "T"  ^1    I    -^  ~T"  ^a 


X- 


y  = 


ce  qui  montre  que  ce  point  G  est  aussi  le  milieu  de  la  droite  (jui  joint  les  milieux  des  arêtes 
opposées  AB  et  CD.  On  ferait  de  même  pour  deux  autres  arêtes  opposées  quelconques. 
D'où  ces  nouvelles  propriétés  : 

3»  Les  trois  droites  joignant  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  sont  con- 
courantes. 

4»  Leur  point  de  concours  est  situé  au  milieu  de  chacune  d'elles. 

5"  Ce  point  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre. 

IIL  Centre  des  distances  proportionnelles. 
Centre  des  moyennes  distances.  —  Les  déllni- 
tions  et  les  résultats  donnés  on  Géométrie  plane, 
au  n®  42.  s'étonrlent  sans  moclilications  à  la  Géo- 
nïétrie  do  l'espace. 

472.  Distance  de  deux  points  en  coor- 
données rectangulaires.  —  Les  axes 
Ox,  Oy,  Oz  étant  rectangulaires,  soient 
(fig.  239)  deux  points  Ma,  b,  c)  et  U{x,  y,  z) 
définis  par  leurs  coordonnées,  et  soit  à 
évaluer  la  distance  de  ces  deux  points  : 
d  =  AM. 

Figurons  les  coordonnées  de  ces  points, 
en  menant  par  chacun  d'eux  les  plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées; 


7. 

r 

Q 

P 

/ 

M 

/\ 

^.^^^ 

D 

/r 

/* 

/■ 

/ 

K 

Fig.  239. 
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ces  plans  forment  un  parallélipipède  rectangle  dont  la  distance  cherchée  AM 
est  une  diagonale;  désignons  par  Ajd,  A^,  Xr  les  arêtes  de  ce  parallélipipède 
issues  de  A.  On  sait  que  : 

Or,  si  a  et  jjL  sont  les  intersections  de  Ox  avec  les  plans  parallèles  au 
plan  yi^z  menés  par  A  et  M,  on  a  : 


\p  ^^  au.  =  Ou.  —  Oa  =  x  —  a, 

el  de  même  :  

\q  =zy  —  6,        \r  =3  —  c. 

On  en  déduit  : 

d^  =  {x  —  af  +  (y  -  bf  +  {z  —  c)\ 
ou  :  

d  a.  »/(a?  —  a)*  +  (y  —  by  +  (i  —  c)S 

Telle  est  Texpression  cherchée. 

Cas  particulier.  —  Distance  d'un  point  à  Torigine.  —  La  distance  rf  =  OM 
d'un  point  M(a7,  y,  z)  à  Torigine  est,  en  particulier  : 

d  ac  v^a?*  +  y'  +  «' 
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473.  —  Le  problème  de  la  transformation  des  coordonnées  s'introduit 
comme  en  Géométrie  plane  (n**  44)  ;  c'est  le  suivant  :  étant  donnés  deux  sys- 
tèmes d'axes  de  coordonnées,  expi^imer  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque par  rapport  au  premier  système,  en  fonction  des  coordonnées  du 
même  point  dans  le  second  système,  ce  qui  s'appelle  passer  du  pi^emier  sys- 
tème (Taxes  au  second  système.  Le  problème  est  bien  défini  lorsque  la  posi- 
tion des  axes  du  second  système  est  déterminée  par  rapport  h  ceux  du  pre- 
mier système. 

Nous  traiterons  d'abord  deux  cas  particuliers  du  problème. 

474.  1*"  Translation  des  axes.  —  Dans  une  translation  des  axes,  les  nou- 
veaux axes  O'x',  O'y',  iVz'  sont  respectivement  parallèles  et  de  même  sens 
aux  premiers  Ox,  Oy,  Oz  (fig.  240).  Les  données  du  problème  sont  les  coor- 
données a,  b,  c,  de  la  nouvelle  origine  0'  dans  le  premier  système. 

Cela  étant,  soient  M  un  point  quelconque,  x,  y,  z  ses  coordonnées  dans  le 
premier  système,  x',  y',  z'  ses  coordonnées  dans  le  second.  Appliquons  au 
contour  OO'M  et  à  sa  résultante  (LM  le  premier  théorème  des  projections 

(n*  il)  :  

proj.  OM  =  proj.  00'  -+-  proj.  O'M. 

En  projetant  sur  chacun  des  axes  Oj;,  Oy,  Oj  parallèlement  au  plan  des 
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deux  autres,  cette  relation  donne  imm(?diatement,  comme  en  Géométrie  plane 
(n**  45),  les  formules  cherchées  : 


(i) 


Xsssa  +  x\        y^b-^y',        z^c+z'; 


et  on  en  déduit  les  formules  de  la  transformation  inverse  : 


(2) 


X'  =^  X 


a. 


y'  =.-.y  —  b. 


-OC 


Fig.  240. 


Fig.  241. 


475.  2**  Transformation  ne  déplaçant  pas  Torigine.  —  Supposons  que  V 
premier  système  d'axes  Ox,  Oy,  K)z  et  le  second  système  Oor',  Oy',  Oj'  aient 
la  môme  origine  0  (ûg.  241). 

Prenons  comme  données  du  problème,  les  paramètres  directeurs  (n'*  4C9 
de  chacun  des  nouveaux  axes  par  rapport  aux  premiers,  paramètres  dont 
les  valeurs  sont  représentées  dans  le  tableau  ci-contre  où  la  première  ligne, 

par  exemple,  indique  que  Taxe  Ox^  a  pour  para- 
mètres directeurs  p,  q,  r  par  rapport  aux  axes  Ojr. 
Oy,  Oz,  ou  encore  que  ses  paramètres  de  projec- 
tion (n**  13)  sont  respectivement  p,  q,  r  par  rap- 
port à  Ox,  Oy  et  02. 

Cela  posé,  soient  M  un  point  quelconque,  x,  y.  z 
ses  coordonnées  dans  le  premier  système,  x',  y'^z 
ses  coordonnées  dans  le  second  ;  figurons  son  con- 
tour des  coordonnées  Opm}i  dans  le  second  système,  et  appliquons  à  ce  con- 
tour et  à  sa  résultante  OM  le  premier  théorème  des  projections  {n**  ili. On  a  : 


Ox 

OtJ 

Oz 

i^x^ 

P 

Q 

r 

Oy' 

pi 

q' 

1^ 

Oz' 

q" 

1" 

proj.  OiM  =  proj.  Op  +  proj.  pm  +  proj.  mM  ; 


et,  d'autre  part,  les  segments  x'  —^  Op,  y'  =^  pm,  z'  =  mM  étant  respective- 
ment comptés  suivant  0.r',  Oy',  Oz',  on  a  trouvé,  dans  la  théorie  des  projec- 
tions (n°  13)  : 

proj.  Op  =  x'  y<.  paramùtro  do  projection  tic  Ox', 

proj.  pm  ■=  y'  X  paramètre  de  projection  de  Oy', 

proj.  mM  =  z'  "X  paramètre  do  projection  de  Oz'  ; 
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ces  relations  ayant  lieu  quelles  que  soient  les  projections  effectuées.  Appli- 
quons ces  formules  en  projetant  successivement  sur  les  axes  Ox,  Oy,  Oz,  la 
projection  sur  chaque  axe  ('tant  faite  parallèlement  au  plan  des  deux  autres; 
on  trouve  immédiatement,  par  définition  des  coordonnées  du  point  M  (n®  468\ 
les  formules  cherchées  : 

X  -=  px'  +  j/y'  -h  p!'z' 


(3) 


\ 


y  =  qx'-i-  (j'y'  +  ^'z' 


/:_ 


rx'  +  i^y'  +  1^'z'. 


Il  est  essentiel  d'observer  que  ces  formules  donnent  pour  x,  y,  z  des 
expressions  homogènes  et  du  premier  degré  en  x',  y',  z'-,  nous  remarquerons 
seulement  que  ce  ne  sont  pas  les  formules  les  plus  générales  de  cptte  forme, 
car  les  trois  constantes  p,  q,  r,  par  exemple,  étant  les  trois  paramètres 
directeurs  d'un  axe  Ox',  ne  sont  pas  indépendantes;  mais  nous  n'insisterons 
pas  sur  les  conditions  que  doivent  remplir  ces  constantes. 

476.  3"  Transformation  générale.  —  Supposons  que  les  deux  systèmes 
d'axes  Ox,  Oy,  Oz,  et  O'x',  Oy,  O'z'  (lig.  242)  soient  quelconques. 

La  transformation  de  coordonnées  peut 
iHre  eflecluée  pur  deux  transformations  suc- 
cessives, la  première,  amenant  par  transla- 
tion l'origine  0  en  O'  et  les  axes  Ox,  Oy,  Oz 
en  (ÏXi,  O'yi,  0'^,  ;  la  seconde,  ne  changeant 
pas  l'origine  O,  et  faisant  passer  de  ce  der- 
nier système  au  système  O'x',  O'y',  O'z', 

Dans  ces  conditions,  si  Ton  désigne  parQ 
X,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque M  dans  l'ancien  système,  par  a^,  y*,  z' 
ses  coordonnées  dans  le  nouveau,  et  par 
Xu  yu  M  ses  coordonnées  dans  le  système 
intermédiaire,  les  deux  transformations  suc- 
cessives se  font  en  appliquant  les  formules  (1)  et  (3),  ce  qui  donne  : 


X  ' 


z  =zc  +  Zi 


/  Xi  =  px'  +  p'y'  H-  pf'z' 
I  2/1  ==  qx!  +  q'y'  +  q"z' 


rxl  +  y' y'  +  r"z'  ; 


on  en  déduit  les  formules  cherchées  : 


(4) 


'  x^a+pj^  +  py'  -^fz' 

y  =  6  +  r/x'  +  ^y  +  q"z' 

f  s  -^  c  +  rx'  +  r'y'  +  i^'z\ 


sur  lesquelles  nous  nous  bornerons  encore  à  faire  cette  remarque  essentielle 
que  x,  y,  z  sont  des  expressions  du  premier  degré  en  x',  y',  z'. 

Nous  indiquerons  les  relations   qui  lient  les  coefficients  de  ces  exprcs- 
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sions  dans  le  seul  cas  où  les  deux  systèmes  d*axes  sont  rectangulaires  ;  m 
vertu  de  ce  qui  précède,  il  suffit  de  supposer  en  outre  que  ces  deux  syslème> 
ont  même  origine. 


477.  Transformation  de  coordonnées  rectangulaires  ne  changeant  pas  l'origine.  — 
Lorsque  les  deux  systèmes  d'axes  Ox\  Oy,  Oz  et  Oj^',  Oy',  Os'  sont  rectangulaires,  les  pro- 
jections effectuées  au  n»  475  sur  chacun  des  axes  sont  orthogonales,  et  les  paramètres  de 
projection  de  Tun  quelconque  des  nouveaux  axes  par  rapport  aux  premiers  Ox,  Oy,  0: 
deviennent  les  cosinus  des  angles  que  fait  cet  axe  avec  Ojl\  Oy,  Oz  (n*  14);  on  les  appelle 
alors  coêinus  directeurs  de  cet  axe. 
Représentons  ces  cosinus  directeurs  dans  le  tableau  ci-contre. 

Les  formules  de  transformation  sont,  comme  dans  le  ca> 
général  : 


, 

Ox 

Oy 

Oz 

'  Ox' 

a 

b 

c 

Oy' 

a' 

b' 

c' 

Oz' 

a" 

6" 

-c" 

/  X  =  ajL''  +  a'y'  +  a"z' 

(1)      y  z=  bx'  +  by  +  b"z' 

{  z  =  ex'  +  c'y'  +  c"z'. 

Dans  CCS  formules  particulières  les  cosinus  directeurs  de 
Tun  des  nouveaux  axes.  Ox'  par  exemple,  satisfont  à  la  rela- 
tion connue  (n»  15)  :  a*  '\-  b*  -{-  c*  =  \  ;  ensuite  deux  de  w> 
axes,  Ox'  et  Oy'  par  exemple,  étant  deux  à  deux  rectangulaires,  le  cosinus  do  leur  angle  est 
nul,  et  leurs  cosinus  directeurs  satisfont  à  la  condition  (n»  15)  :  aa'  -\-  66'  -|-  ce'  =  0: 
par  conséquent,  les  neuf  coefficients  qui  figurent  dans  les  formules  (1)  vérifient  les  iix 
relations  suivantes  : 


/  fl«    _j_  4t   _|_    c«   =  1 

(2)    I  a'*  +  b"'  +  c'«  =  1 

(  a"*  +  b"*  +  c'"  =  1 


\ 


a'«"-f  6'6"  +  c'c"  =  0 


(3;    •  a"a  -f  6"6  +  c"c  =  0 


f 


aa 


+  bb'  -f  ce'  =  0. 


Ces  six  relations  étant  distinctes,  puisqu'elles  expriment  des  propriétés  distinctes,  Us 
formules  générales  (4)  ne  dépendent  que  de  trois  paramètres  arbitraires. 

Ces  relations  permettent  de  déduire  immédiatement  des  formules  (1)  les  formules  de  la 
transformation  inverse.  En  elTet,  pour  en  tirer,  par  exemple,  l'expression  de  x',  il  sufiit 
de  multiplier  les  deux  membres  de  la  première  par  a,  ceux  de  la  seconde  par  6,  ceuv  de  la 
troisième  par  c,  et  d'ajouter,  ce  qui  donne,  en  tenant  compte  des  relations  (2)  et  (3)  : 

oJt-  +  6y  +  c;:  =  a'  X  1  +  y'  X  0  -f  z'  X  0, 

et  de  même  pour  y'  et  z';  les  formules  de  la  transformation  inverso  sont  donc  : 

/'  x'  =  aa;  -^  by  -{-  cz 
(4)      y'  =  a'x  +  6'y  +  c'z 
(  s'  =  a"x  +  6"y  -f  c"z. 

Ces  formules,  qui  font  passer  encore  d'axes  rectangulaires  à  d'autres  axes  rectangulaire>. 
sont  nécessairement  de  la  même  forme  que  les  formules  (i)  ;  en  effet,  les  coefficients  a,  a\  a' 
senties  cosinus  des  angles  que  fait  Taxe  Ox  avec  trois  axes  rectangulaires,  ou,  parconst'- 
quent,  les  cosinus  directeur  de  Ox  par  rapport  à  Ox',  Oy',  Oz';  de  môme,  6,  6',  6"  sont 
ceux  deOy;  c,  c',  c"  ceux  de  Os.  Ces  axes  Ox,  Oy,  Oz  étant  deux  &  deux  rectangulaires, 
il  en  résulte  donc  que  les  neuf  coeflicicnts  vérifient  les  six  autres  relations  suivante>, 
conséquences  des  relations  [i)  et  (3)  : 


'  a*  +  a'*  +  a"*  =  1 

(5)  J  h*  +  b'*  +  6"«  =  i 

(  e*  +  c'*  +  c"*  =  1 


'  fjc  +  6'c'  +  6"c"  =  0 

(6)  ■   ca  +  c'a'  +  c"a"  =  0 

'  ab  +  a'b'  +  a"b"  =  0. 


478.  Application.  —  Distance  de  deux  points  en  axes  quelconques.  —  1*  Distance 
dVn  point  à  Vorigine.  —  Soient  Ox,  Oy,  Oz  trois  axes  de  coordonnées  quelconques.  /.  x  '• 
les  angles  qu'ils  font  deux  à  deux  : 

X  =  (Oy,  0-),       Il  =::  {Oz,  Ox),       v  =  {Oa',  Oy); 
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M'j:»  y,z)  un  point  quelconque.  On  se  propose  d'évaluer  sa  distance  à  l'origine  :  d  =z  OM. 
Ck)nsidérons  pour  cela  un  système  quelconque  d'axes  rectangulaires  Ox',  Oy',  Oz'  ayant 
même  origine  que  le  premier,  et  soient  x\  y',  z'  les  coordonnées  du  môme  point  M  dans 
ce  second  système.  On  a  trouvé  (n*  472)  : 

d  =  \/x'*  +  y'*  +  z'*. 

Tout  revient  donc  à  calculer  x',  y\  z'  en  fonction  do  x,  y,  z;  c'est  ce  que  permettent  les 
formules  de  la  transformation  faisant  passer  des  axes  rectangulaires  Or',  Oy\  Oz'  aux 
axes  Ox,  Oy,  Os,  savoir  (n«  475)  : 

x'  =  Ix  +  l'y  +  l"z 
y'  =  inx  -f-  fn'y  +  fn"z 
z'  =  iix  +  n'y  +  n"5, 

r 

formules  dans  lesquelles  les  coefficients  sont  les  paramètres  directeurs  des  axes  Ox,  Oy, 
Oz,  par  rapport  à  Owt',  Oy',  Oz'.  Or,  les  axes  Ox',  Oy',  Oz'  étant  rectangulaires,  ces  para- 
mètres directeurs  sont  des  cosinus  directeurs.  On  a  donc  (n*  15)  : 

'  /«  +  „i*  ^  n*  =  i  '  Cos  A  =  /'/"  +  m'm"  +  n'n'^ 

)  V*  _|-  m'*  4-  n"  =  1  J   Cos  {1  =  /"/  +  »»"'«  +  n"n 

{  r*  +  m"*  +  n"*  =1  (  Cos  V  =  //'  +  mm'  +  nn'. 

De  toules  ces  formules  on  déduit  : 

x'*  +  y'*  -f-  2'*  =  ^*  +  y*  +  -*  +  2y5  cos  X  +  2zx  cos  \i  +  ^y  cos  v, 

d*où  :  

d  =  ^x*  +.  y*  +  «*  +  5Jy2  cos  À  +  tzx  cos  {i  +  txy  cos  v. 

2*  Dijf lance  de  deux  points  quelconques.  —  On  passera  de  cette  formule  à  celle  qui 
donne  la  distance  de  deux  points  quelconques,  k{a,  b,  c)  et  M(a;,  y,  z),  les  axes  de  coor- 
données étant  les  mêmes  que  dans  le  cas  précédent,  en  faisant,  comme  en  Géométrie 
plane  (n«  50),  une  translation  des  axes  de  coordonnées  amenant  l'origine  en  A.  Le  môme 
calcul  conduit  au  résultat  suivant  : 

J«=(x-ff)*  +  (y-A)»  +  (z~c)« 

+  2(y  —  6)  (s  —  c)  cos  X  -f  2(i  —  c)  [x  —  a)  cos  [Ji  +  2(jf  —  a)  (y  —  b)  cos  v. 
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ÉQUATIONS  DE  LA  DROITE 


479.  Théorème.  —  Une  droite  quelconque  est  représentée  par  un  système 
de  deux  équations  distinctes  du  premier  degré  en  x,  y,  z. 

Soient  donnés,  en  effet  (flg.  243),  trois  axes  de  coordonnées  Ox,  Oy,  0:, 
et  une  droite  (A);  nous  avons  vu  plus  haut  (n**  469)  que,  A(a,  b,  c)  et  D{p,  q,  r] 

étant  deux  points  fixes  choisis  arbitrairement, 
Tun  sur  (A),  l'autre  sur  8,  parallèle  à  (A)  issue  do 
0,  les  coordonnées  x,  y,  z  de  tout  point  M  de  (A 
satisfont  aux  conditions  : 


a5_a        y  —  b       z^-e 


(i) 


,,,   ..       ,     ,        ,    .  AM       proj.AM 

déduites  de  la  relation  :  p  = =  -^ —    —  ; 

^        OU        proj.  OU 

inversement,  tout  point  M'  dont  les  coordonnées 
X,  y,  z  satisfont  aux  relations  (1)  est  un  point  de 
(Aj,  car,  en  désignant  par  p  la  valeur  commune 
des  trois  rapports  (1),  les  coordonnées  x,  y,  z  de 
ce  point  M'  sont  alors  représentées  par  les  formules  : 

a;  =  a  +  Pp,        2/  =  6  +  gp,        2:  =  c  +  sp, 

et  nous  avons  vu  que  ces  coordonnées  sont  bien,  quel  que  soit  p,  celles  d'un 
point  de  (A). 

Les  équations  (1)  forment  un  système  de  deux  équations  du  premier  degré 
en  X,  y,  z,  équations  manifestement  distinctes  ;  le  théorème  est  donc  démon- 
tré. 

Remarque.  —  Les  équations  (l;  sont  gén(^rales  avec  la  convention  connu»' 
sur  les  proportions,  applicable  au  cas  où  l'un  des  dénominateurs  serait  nul: 
elles  supposent  de  plus  que  les  dénominateurs  ne  sont  pas  tous  nuls. 

Si  Tun  d'eux,  p  par  exemple,  est  nul,  ces  équations  deviennent  : 


x  —  a  =  0, 


y  —  b 


z  —  c 
r 
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C'est  le  cas  d'une  droite  parallèle  au  plan  yOz. 

Si  deux  d'entre  eux,  p  et  q  par  exemple,  sont  nuls,  le  troisième  r  étant 
alors  essentiellement  différent  de  zéro,  elles  deviennent  : 

œ  —  a  =  0,        y  —  ft  =  0. 

C'est  le  cas  d'une  droite  parallèle  h  l'axe  Oz. 

Réciproque.  —  Le  lieu  du  point  M,  dont  les  coordonnées  x,  y,  z  vérifient 
un  système  de  deux  équations  distinctes  du  premier  degré,  est  une  droite. 
En  effet,  supposons  d'abord  que  ce  système  soit  de  la  forme  : 

X  —  a         y  —  b         z  —  c 


(i) 


T 


a,  b,  c,  p,  q,  r,  étant  des  constantes.  Ces  constantes  définissent  deux  points, 
\(a,  h,  c)  et  D(p,  q,  r),  et,  par  suite,  une  droite  (A),  menée  par  A  parallèle- 
ment à  OD.  D'après  ce  qui  précède,  cette  droite  (A)  est  bien  le  lieu  des  points  M 
dont  les  coordonnées  satisfont  aux  équations  (4). 

Supposons  maintenant  que  ce  système  soit  formé  de  deux  équations  quel- 
conques du  premier  degré  : 

(2)  Ao?  +  By  +  C2  +  D  =  0,        Mx  +  B'y  +  Gz  +  D'  ==  0. 

Ces  équations  étant  distinctes,  on  peut  les  résoudre  par  rapport  à  deux  des 
coordonnées,  ytiz  par  exemple,  et,  par  conséquent,  mettre  le  système  sous  la 
forme  : 

(3)  X  =  mz  +  h,        y  =  nz  +  k, 

ou  enfin,  en  vertu  de  la  convention  des  proportions  : 

X  —  h         y  —  k         z  —  0 
^      .  m  n  1 

On  retrouve  ainsi  deux  équations  de  la  forme  (1),  et  le  théorème  est  dé- 
montré. 

480.  Équations  de  la  droite.  —  Ces  deux  théorèmes  font  correspondre  h 
toute  droite  un  système  de  deux  équations,  et  réciproquement  ;  ces  équa- 
tions sont  appelées  équations  de  la  di^oite. 

On  peut  les  transformer  d'une  infinité  de  manières,  tout  système  de  deux 
équations  pouvant  être  transformé  en  un  système  équivalent.  De  là  diverses 
formes  que  peuvent  prendre  les  équations  d'une  droite.  Lorsqu'elles  sont 
sous  la  forme  (1),  nous  dirons  qu'elles  sont  mises  sous  la  forme  normale^ 
et  l'on  connaît  la  signification  des  six  constantes  qu'elles  contiennent  ;  les 
trois  dénominateurs  p^  q,  r,  fixent  la  direction  de  la  droite  :  ce  sont  les 
coefficients  directeurs  de  la  droite  (n°  469);  les  trois  autres  constantes, 
a,  6,  c,  fixent  ensuite  la  position  de  la  droite.  Il  y  a  évidemment  une  infinité 
de  manières  de  mettre  les  équations  d'une  droite  sous  forme  normale,  les 
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points  D(p,  qy  r)  ot  \(a,  h,  c)  étant  choisis  arbitrairement  chacun  sur  une 
droite  déterminée. 

Lorsque  les  équations  de  la  droite  sont  sous  la  forme  générale  (2),  la  réso- 
lution du  système  permet  de  les  mettre  sous  la  forme  (3).  Interprétons  sépa- 
rément chacune  des  équations  (3)  ;  la  première,  étant  indépendante  de  y, 
peut  être  considérée  comme  une  relation  entre  les  coordonnées  de  la  projec- 
tion sur  le  plan  xOz  d'un  point  quelconque  de  la  droite  (n**  467)  ;  cVst  donc 
réquation  de  la  projection  de  la  droite  «ur  le  plan  xOz.  Donc  lorsque,  entre 
les  équations  d'une  droite,  on  élimine  l'une  des  coordonnées,  on  obtient 
V équation  de  sa  projection  sur  le  plan  de  coordonnées  correspondant. 

Enfin,  les  équations  d'une  droite  étant  mises  sous  la  forme  générale  (2),  on 
saura  toujours,  en  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  à  deux  coor- 
données, et  en  passant  parles  formes  (3),  puis  (4),  mettre  ces  équations  sou> 
la  forme  normale. 

481.  Formes  particulières  des  équations  de  la  droite.  —  i""  La  droite  est 

parallèle  à  un  axe  de  coordonnées,  Ox  par  exemple.  —  Dans  ce  cas,  D  est 

sur  Ox  ;  on  a  :  p  i^  0,  g  =  0,  7*  =  0  ;  les  équations  (1  )  prennent  la  forme 

particulière  : 

y  =  h,        z  =  c. 

Ce  cas  est  celui  où,  les  équations  de  la  droite  étant  sous  la  forme  (2).  on  peut 
les  résoudre,  non  par  rapport  k  x  eiy,  puisque  z  n'est  pas  arbitraire,  ni  par 
rapport  h  x  et  z,  puisque  y  n'est  pas  arbitraire,  mais  par  rapport  à  y  et  : 
seulement. 

Par  exemple,  les  équations  de  Vaxe  Ox  sont  : 

y  =  0,        z  =  0. 

2**  La  droite  est  parallèle  à  un  plan  de  coordonnées,  le  plan  xOy  par 
exemple,  et  n'est  pas  parallèle  à  l'un  des  deux  axes  qu'il  contient^  Oxpar 
exemple.  —  Dans  ce  cas,  D  est  dans  le  plan  des  xy,  mais  n'est  pas  sur  Ox; 
on  a  donc  :  ?•  =  0,  g  =^  0;  les  équations  (1)  prennent  la  forme  : 

P  f 

z  =  c,        X  —  a  =^  -^-  {y  —  6),        ou  :        z  =  c,       x  =  my  +  h  ; 

c'est  le  cas  où  l'on  ne  peut  pas  résoudre  les  équations  (2)  par  rapport  kxeiy. 
3*^  La  droite  n'est  pas  parallèle  à  Vun  des  plans  de  coordonnées,  le  plan 
xOy  par  exemple.  —  Dans  ce  cas,  on  a  r  =5^  0,  et  Ton  peut  mettre  les 
équations  (1)  sous  la  forme  particulière  : 

x  —  a^yiz  —  c).        y  —  b='^{z  —  c), 

ou  :  * 

X  =^  mz  +  h,        y  =  nz  -\-k. 
C'est  le  cas  où  Ton  peut  résoudre  les  équations  (2)  par  rapport  à  a:  et  y. 


I 
i 
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Ce  résultat,  qui  correspond  au  cas  général,  montre  que  les  équations  d'une 
droite  quelconque  dépendent  de  quatre  paramètres  arbitraires,  m,  n,  A  et  A:. 
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482.  —  Dans  les  questions  qui  suivent  nous  supposerons  toujours  les  équa- 
tions de  la  droite  mises  sous  forme  normale. 

Conditions  de  parallélisme  de  deux  droites.  —  Soient  (A),  (A')  deux  droites 
dVquations  : 

X  —  a  __  y  —  b  z  —  c  x  —  a' y  —  h'  __  z  —  & 

p  q  ?•      '  p  q'  1''       ' 

Considérons  les  parallèles  8  et  5'  menées  par  l'origine  ;  la  première  8  passe 
par  l'origine  dont  les  coordonnées  sont  toutes  nulles;  sa  direction  est  définie 
par  le  même  point  D(/),  q,  r)  que  (A)  ;  ses  équations  sont  donc  : 

—  =  J^  =  — 
p  q         r  ' 

Cela  étant,  pour  que  (A)  et  (A')  soient  parallèles,  il  faut  et  il  suffit  que  8  et  8' 
soient  confondues,  ou  encore  que  le  point  D'(p',  q',  r')  de  8'  soit  sur  8  ;  d'où 
les  conditions  cherchées  : 

P         ?'         ^  . 

en  langage  ordinaire  :  pour  que  deux  droites  soient  parallèles,  il  faut  et  il 
suffit  que  leurs  coefficients  directeurs  soient  proportionnels, 

483.  Éqnation  générale  des  droites  passant  par  nn  point  donné.  —  Soit  un 
point  donné  A(a,  h,  c)  ;  d'après  la  définition  de  la  forme  normale  des  équa- 
tions d'une  droite,  on  peut  écrire  immédiatement  les  équations  de  toute 

droite  issue  de  A  : 

X  —  a  y  —  b         z  —  c 

p  q  r       ' 

dans  lesquelles  les  coefficients  directeurs  p,  q,  r,  restent  arbitraires. 

Dans  le  caç  où  la  droite,  menée  par  A,  est  parallèle  à  une  direction  donnée 
8,  ces  coefficients  directeurs  sont  déterminés. 

Cas  particulier.  —  Droites  issues  de  lorigine.  —  Les  équations  générales 
des  droites  issues  de  l'origine  sont,  en  particulier  : 

X  y  z 

p         q         r   ' 

484.  Droite  passant  par  dejiz  points  donnés.  —  Soient  donnés  deux  points 
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A(a?o,  Vo*  ^o)  et  B(a;i,  y,,  Zi).  La  droite  qui  joint  ces  deux  points,  passant 
par  A,  a  des  équations  de  la  forme  : 

K  )  p  g  r       ' 

où  p,  q,  r  restent  à  déterminer.  Comme  elle  doit  passer  par  B,  on  doit  avoir  : 

^i  —  ^0  Pi  —  yp  Zj  —  Zq 

p  q  r        * 

conditions  qui  définissent  des  quantités  proportionnelles  k  p,q,r;  or  les 
équations  (1)  ne  changent  pas  quand  on  y  multiplie  p,  q,  r  par  un  même 
facteur;  la  droite  AB  est  donc  représentée  par  les  équations  : 

x--Xo  y  —  Vo  z  —  Zo 


Xi  —  Xq  pi  —  y„  Zl  Zq 

On  en  déduit  la  règle  suivante  :  les  coefficients  directeurs  de  la  droite  qui 
joint  deux  points  sont  proportionnels  aux  différences  des  coo7*données  de 
mêmes  noms  de  ces  deux  points. 

En  particulier,  la  di^oite  OD  joignant  Vorigine  0  à  un  point  D(p,  q,  f  i.  a 

pour  équations  : 

x  y z^ 

p         q         r   ' 

485.  Application.  —  Conditions  pour  que  trois  points  soient  en  ligne 
droite.  —  En  écrivant  que  le  point  VÂXi,  y^,  z*)  est  sur  la  droite  AB,  on 
forme  immédiatement  les  conditions  pour  que  les  trois  points  A,  B,  C  soient 
en  ligne  droite  : 


cc%  —  Xo         ^2  —  yo         ^i  — 


AfO 


Xi  —  Xq  Pi  —  2/q  Z^  —  Zo 

486.  Condition  pour  que  deux  droites]soient  dans  un  même  plan.  —  Soient 
deux  droites  (A),  (A'j  définies  par  leurs  équations  : 

X  —  a        y  —  b         z  —  c  x  —  a'        y  —  b'        z  —  d 

V  /  p  q  r       '  p  q'  r' 

Pour  qu'elles  soient  dans  un  même  plan,  il  faut  et  il  suffit  qu'elles  se 
coupent  ou  soient  parallèles. 

Cherchons  d'abord  si  elles  sont  sécantes.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  qu  il 
existe  trois  coordonnées  x,  y,  z  vérifiant  simultanément  les  deux  systèmes  (l  ); 
ou  encore  qu'il  existe  deux  nombres  p  et  p',  valeurs  des  deux  systèmes  de 
rapports  M),  tels  que  l'on  ait  : 

(2)      a  +  prj  ^a'  +  P'[^',      b  +  qo  ^U  +  g'p',      c  +  rp  =  c'  +  r'p'. 

On  est  ainsi  conduit  à  un  sy.>t^me  de  trois  équations  du  premier  degré  en 
p  et  p',  que  l'on  peut  écrire  : 
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Considérons  d'abord  le  cas  où  les  trois  nombres  qi^ —  rg',  rp'  — pi*',  pq'  — pq' 
ne  seraient  pas  tous  nuls  ;  on  peut  alors  tirer  p  et  p'  de  deux  équations  de  ce 
système,  et,  en  portant  leurs  valeurs  dans  la  troisième,  on  trouve  la  condition 
qui  exprime  que  les  deux  droites  sont  sécantes  : 

a'  —  a    p    p' 

(3)  6'  —  6    q    q'    =0, 

&  —  c    r    r' 
ou  : 

(a'  —  a)  {qi''  —  rq')  -+-  {b'  —  b)  {rp  —  pr')  +  {d  —  c)  (pq^  —  qpf)  =  0. 

Si  les  trois  nombres  considérés  sont  nuls,  c'est-à-dire  si  les  paramètres 
directeurs  vérifient  la  proportion  : 

p  ((         ¥  ' 

p  q         r    ' 

les  deux  droites  (A),  (A')  sont  parallèles  (n*  482);  et  la  condition  précédente 
(3)  est  encore  vérifiée. 

Dans  tous  les  cas,  la  relation  (3)  exprime  donc  la  condition  nécessaire  et 
sufftsantepour  que  les  deux  droites  (A),  (A')  soient  dans  un  même  plan. 


CHAPITRE  m 


EQUATION   Di:  PLAN 


487.  Théorème.  —  Un  plan  quelconque  est  représenté  par  une  équation  du 
pi^emier  degré  en  x,  y  et  z. 

Soit,  en  effet,  un  plan  donné  (P);  ce  plan  coupant  nécessairement  Tun  au 
moins  des  trois  axes  des  coordonnées,  supposons  qu'il  rencontre  i)z,  par 
exemple,  en  un  point  (^(0,  0,  h)  (fig.  244).  Dans  ces  conditions,  il  coupe  le 
plan  zOy  suivant  une  droite  (A)  non  parallèle  a  Oz,  et  qui,  étant  issue  de  C,  est 
représentée  par  les  deux  équations  (n^  481  )  : 

X        y  _  ^  —  ^ 


C») 


X 


0,        z  =  ny  -^  h; 


ou  : 


1 


n 


De  même,  il  coupe  le  plan  zOx  suivant  une  droite  fAO,  issue  égaleinont 

de  C,  et  représentée  par  les  équations  : 

(2)  y  =^-0,        z  =  mx  +  h. 

Cela  posé,  soient  Mteo,  2/0,  -o)  un  point  quel- 
conque de  l'espace,  et  (Ai)  la  parallèle  h  (A)  menée 
par  ce  point;  (Ai)  est  représentée  par  les  équa- 
tions (n<»483)  : 


X        Xq 

X    XQf 


y—Vo      «  — -c 


{       —       n       ' 
-  — 2o  =  n(2/  — 2/0); 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
Fig.  2i4.  M  soit  dans  le  plan  (P)  est  que  (Aj  rencontre  {^^)'n 

nous  sommes  ainsi  ramenés  à  une  question  con- 
nue :  exprimer  que  les  droites  (A')  et  (Ai)  sont  sécantes  (n<*  486),  c'est-à-dire 
que  lo  système  de  quatre  équations  (2)  et  (3)  admet  une  solution  en  x,  y,  :;. 
Or  ici,  deux  de  ces  équations  donnent  immédiatement,  l'une  x  =  a:©,  l'autre 
y  =  0;  la  condition  cherchée  est  donc  que  les  valeurs  de  z  données  par  les 
deux  autres  équations  soient  égales,  c'est-tVdire  : 

mXo  +  /i  =  3o  —  nyo  ; 
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OU  encore,  que  les  coordonnées  de  M  vérifient  l'équation  du  premier  degré  : 
(4)  z  =  mx  +  ny  +  h.  C.Q.F.D. 

RÉGiPROQUK.  —  Le  lieu  du  point  M  dont  les  coordonnées  Xy  y,  z  vérifient 
une  équation  du  premier  degré  à  coefficients  constants  : 

(1)  \x  H-  B^/  H-  Cj  +  D  =  0, 

est  un  plan. 

En  effet,  les  coefficients  A,  B,  G  de  cette  équation  n'étant  pas  tous  nuls, 
sans  quoi  ce  ne  serait  plus  une  équation,  nous  pouvons  toujours  supposer 
que  l'un  d'eux,  G  par  exemple,  n'est  pas  nul,  et,  par  suite,  mettre  l'équa- 
tion (1)  sous  la  forme  : 

z  = çtx ^  y ^  ,        ou  :        z  =  nix  +  ny  +  h, 

en  posant  :  m  =  — -pr ,  n  = jr,  à  = jr- 

\.i  \4  y.i 

G'est  précisément  l'équation  (4)  rencontrée  plus  haut.  Nous  savons  qu'il 
existe  un  plan  (P),  défini  par  ses  intersections  (A)  et  (A')  avec  les  plans  de 
coordonnées  zOy,  zOx,  tel  que  tout  point  M  de  ce  plan  ait  des  coordonnées 
vérifiant  l'équation  (1)  et  réciproquement.  Le  lieu  cherché  est  donc  bien  ce 
plan  (P). 

488.  Équation  du  plan  ;  formes  particulières  de  cette  équation.  —  L'équa- 
tion (4)  s'appelle  équation  du  plan  (Pj,  et  nous  nous  contenterons,  h  ce  sujet, 
de  renvoyer  à  ce  qui  a  été  dit,  en  Géométrie  plane,  sur  l'équation  de  la  droite 
(n®  87).  On  peut,  suivant  les  cas,  mettre  cette  équation  sous  les  diverses 
formes  suivantes  : 

i**  Le  plan  (P)  est  parallèle  à  un  plan  de  coordonnées^  le  plan  yOz  par 

exemple.  —  Dans  ce  cas,  le  plan  (P)  coupe  l'axe  Ox  en  un  point  Ma,  0,  0),  le 

plan  xOy  suivant  la  parallèle  à  Oy  issue  de  \(z  =  0,  or  =  a),  le  plan  xOz 

suivant  la  parallèle  à  Oz  issue  de  A(y  =  0,  a;  =-  a).  Le  raisonnement  du 

n*  487,  où  l'on  échangerait  x  et  z,  montre  alors  que  l'équation  de  (P)  prend  la 

forme  particulière  : 

x  =  a. 

C'est  le  cas  où,  sous  la  forme  (1),  on  a  : 

B  =  0,        G  =  0,        \z^  0. 

Par  exemple,  Véquation  du  plan  yOz,  est  :  x  =  0. 

2**  Le  plan  (P)  est  parallèle  à  un  axe  de  coordonnées,  Oz  par  exemple,  e( 
n'est  pas  parallèle  à  l'un  des  plans  de  coordonnées,  yOz  par  exemple,  pas- 
sant par  cet  axe,  —  Dans  ce  cas,  le  plan  (P)  coupe  l'axo  Oy  en  un  point 
B(0,  h,  0),  le  plan  yOz  suivant  la  droite  (A),  parallèle  h  Oz  issue  de  B(x  =  0, 
y  =  h),  et  le  plan  xOy  suivant  une  droite  (A')  issue  de  \Mz  =  0,  y  ^^  mx  H-  A). 


1 


412  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

Le  raisonnement,  du  n*  487,  où  Ton  échangerait  y  et  z,  montre  alors  que 
l'équation  de  (P)  peut  se  mettre  sous  la  forme  particulière  : 

y  =  mx  +  A. 

C'est  le  cas  où,  sous  la  forme  (1),  on  a  : 

C  =  0,        Bi^O, 

Par  exemple,  V équation  (Tun  plan  passant  par  Vaxe  Oz  est  de  la  forme  : 

y  =zinx. 

3«  Le  plan  (P)  n'est  pas  parallèle  à  Vun  des  axes  de  coordonnées,  Oz  par 
exemple.  —  Dans  ce  cas,  on  a  vu,  au  n**  487,  que  l'équation  de  (P)  peut  se 
mettre  sur  la  forme  particulière  : 

z  =?=  mx  -h  ny  -^  h. 
C'est  lo  cas  où,  sous  la  forme  (i),  on  a  : 

PROBLÈMES  SUR  LE  PLAN 

489.  Conditions  de  parallélisme  de  deux  plans.  —  Soient  les  deux  plans 
(P),  (P')  d'équations  : 

\x  +By  +  Cz  +  D  =  0,        \'x  +  Wy  +  C'2+  D'  =  0  ; 

et  supposons,  par  exemple,  C=/=  0.  Le  plan  (P)  est  défini  par  ses  intersec- 
tions (Aj,  (A,),  avec  les  plans  zOy,  zOx^  lesquelles  ont  pour  équations  : 

_n         ^-       JL  ^ 

X  —  u,         *»  —  —   p    y  —^  -p-  ; 

n  AD 

Pour  que  (P')  soit  parallèle  h  (P),  il  faut  et  il  suffit,  d'abord  qu'il  coupe  les 
munies  plans,  zOy,  zOx,  suivant  deux  droites  (A'),  {A',),  puis  que  ces  droites 
soient  respectivement  parallèles  h  (A)  et  (Ai)  ;  les  conditions  sont  donc  : 

^'  ^  "'       c  ~"  c'  '        c  ~  a  ' 

ou,  avec  la  convention  sur  les  proportions  : 

A^         B^         C^ 
A  "^  B  *"    C  ' 

et  ces  conditions,  en  vcrlu  de  leur  symétrie,  sont  générales,  quels  que  soient 
A,  B,  G,  pourvu  qu'ils  ne  soient  pas  tous  nuls.  Donc  : 
Poui'  que  deux  plans  définis  par  leurs  équations  soient  parallèles,  il  faut 
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et  il  suffit  que  les  coefficients  de  x,y,  z  dans  ces  deux  équations  soient  p)'o^ 
portionnels. 

490.  Conditions  ponr  que  deux  plans  soient  confondus.  —  Les  notations 
restant  les  mêmes,  pour  (Jue  les  deux  plans  (P)  et  (P')  soient  confondus,  il 
faut  et  il  suflit  que  les  droites  (A)  et  (Ai)  se  confondent  respectivement  avec 
(A')  et  (A'i)  ;  les  conditions  sont  donc  : 

r^o       JL^J^        A-£.        Jl-Z 

t.  z^u,  ^  —  ^,   ,  c"  ~  C  '  G  "~  G'  ' 

ou,  avec  la  convention  des  proportions  : 

JL—  ^  —  £.  —  IL 

A    ~"  B    ""   G    ~   D    ' 

et  sous  cette  seconde  forme,  elles  sont  générales.  Donc  : 

Pour  que  deux  plans  soient  confondus,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coeffi- 
cients des  termes  semblables  de  leurs  équations  soient  proportionnels. 

On  en  de'duit,  comme  au  n**  60,  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Lorsque  deux  plans  sont  confondus,  leurs  équations  sont 
identiques  à  un  facteur  constant  près  différent  de  zéro,  et  réciproquement. 

491.  Équation  générale  des  plans  passant  par  un  point  donné.  —  Soit 
donne  un  point  A(a;o,  Vo,  z^;  un  plan  quelconque  (P)  étant  représenté  par 
une  équation  de  la  forme  : 

(1)  Aa;  +  By  +  C2:  +  D  =  0, 

où  A,  B,  G,  D  sont  arbitraires,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'il  passe  par  A  est  : 

\Xo  +  Byo  +  CSo  +  D  =  0,        ou  :        D  =  —  (Aa?o  +  B^o  +  G^o). 

L'équation  d'un  plan  quelconque  passant  par  A  est  donc  : 

kx  +  By  +  G2:  —  (Aa;o  +  Bj/o  +  G^o)  =  0, 
ou  : . 

(2;  k(x  —  x,)  +  B(2/  —  y,)  ^  G(2  -  z,)  =  0, 

A,  B,  G  restant  arbitraires. 

Cas  particulier.  —  Équation  générale  des  plans  passant  par  l'origine.  — 
Dans  ce  cas,  on  ti  x^  =  yo  ■=  Zo  =  0,  et  cotte  équation  devient  : 

(2')  Aa;  +  By  +  G5  =  0. 

Application.  —  Équation  du  plan  parallèle  à  un  plan  donné,  mené  par  un 
point  donné.  —  Soit  (n)  un  plan  donné  par  son  équation  : 

oo;  +  6y  +  C2  +  d  =  0. 
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Le  plan  (P),  mené  par  A  parallèlement  à  ce  plan  (ic),  est  représenté  par 
réquation  (2),  sous  les  conditions  de  parallélisme  (n**  489)  : 


A_ 

a 


J3 

b 


c 


Gomme  cette  équation  (2)  ne  change  pas  lorsqu'on  y  multiplie  A,  B,  C  par 
un  même  facteur,  on  peut  écrire  l'équation  cherchée  sous  la  forme  : 

a{x  —  Xo)  +  b{y  —  j/o)  +  c(z  —  Zo)  =  0. 

492.  Équation  du  plan  passant  par  trois  points  donnés.  —  Soient  donnés 
trois  points,  A(a;o,  2/o,  ^o).  ^(Xi,  Pi,  Zi),  CiXi,  yt,  z^.  Un  plan  quelconque  (Pi 
étant  représenté  par  une  équation  de  la  forme  : 

(1)  AvC  +  By  -h  C.  +  D  =  0, 

où  A,  B,  G,  D  sont  arbitraires,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'il  passe  par  les  trois  points  A,  B,  G,  sont  : 


(2j 


\ 


'  AXo  +  Bi/o  +  G  Jo  +  D  ==  0 


kx,  +  B^i  +  G2,  +  D  =  0 
(  kXi  4-  By^  4-  G5.  +  D  =  0. 


On  est  donc  ramené  à  résoudre  ces  trois  équalions  par  rapport  à  trois  des 
coefficients  A,  B,  G,  D,  le  quatrième  restant  arbitraire^  et  à  porter  les  valeurs 
ainsi  obtenues  dans  V équation  (1). 

Gette  règle  suffira  toujours  dans  la  pratique.  Ainsi  énoncée,  elle  conduit  à 
éliminer  quatre  inconnues  A,  B,  G,  D  entre  quatre  équations  homogènes  et 
du  premier  degré  (1)  et  (2);  en  employant  la  notation  des  déterminants,  on 
sait  que  le  résultat,  c'est-à-dire  l'équation  cherchée,  est  : 


(3) 


X 

y 

•1 

Xo 

Vo 

Zo 

1 

Xi 

Vi 

\ 

\ 

Xi 

Vi 

\ 

=  0 


La  résolution  des  équations  (2)  par  rapport  à  trois  des  coefficients  est  tou- 
jours possible  quand  l'un  au  moins  des  quatre  déterminants 


x^ 

X, 
X, 


y. 

1 

x^ 

yi 

1 

» 

X, 

Wi 

l 

Xi 

1 
l 
1 


y» 

•'0 

1 

Xo 

Vo 

-^0 

Vi 

l 

t 

Xl 

Vx 

^1 

Vi 

-^1 

1 

Xi 

Vi 

^1 

n'est  pas  nul.  La  règle  no  s'appliquera  donc  plus  si  ces  quatre  déterminants 
sont  nuls.  Dans  ce  cas,  on  sait  (n°67)  que  les  projections  des  trois  points 
A,  B,  G  sur  chacun  des  plans  de  coordonnées  sont  en  ligne  droite  et,  par  con- 
séquent, que  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite  dans  l'espace.  Le  problème, 
dans  ce  cas,  n'est  donc  pas  déterminé. 
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493.  Cas  particulibr.  —  Plan  passant  par  trois  points  pris  sur  les  trois  axes 
de  coordonnées.  »—  Supposons  les  trois  points  placés,  le  premier  A(a,  0,  0) 
sur  Ox,  le  second  B{0,  b,  0)  sur  Oy,  le  troisième  C{0,  0,  c)  sur  Oj.  Appliquons 
la  règle  ;  les  équations  (â)  sont  alors  : 


et,  résolues  par  rapport  à  A,  B,  C,  elles  donnent  : 

_        ^  R—        ^ 

a  0 


c 


En  portant  dans  (1  ),  et  divisant  par  —  D  qui  est  arbitraire,  on  obtient 

réqualion  cherchée  : 

X        y        z 

494.  Condition  pour  que  quatre  points  soient  dans  un  môme  plan.  —  Soient 
donnés  quatre  points,  MXo,  yo,  ^0),  B(a;i,  2/1,  2,),  Cijîï,  2/2,  s-i),  Dte,  2/3,  23). 

On  exprimera  que  ces  quatre  points  sont  dans  un  même  plan,  en  écrivant 
que  run  (Veux,  A,  est  dans  le  plan  passant  par  les  trois  autres.  En  se  repor- 
tant à  la  solution  du  problème  précédent,  la  condition  cherchée  est  donc  : 

1 


x^ 


r 


X-i      Pi      Zi 
^3       î/3       -^3 


1 
1 
1 


=  0. 


495.  Exemple.  —  Condition  pour  que  quatre  points  placés  sur  les  quatre  côtés  d*un  qua- 
drilatère gauche  soient  dans  un  même  plan. 

Soit  ABGD  un  quadrilatère  gauche  (lig.  245)  et 
quatre  points  P,  Q,  R,  S,  pris  respectivement  sur  les 
côtés  AB,  BC,  CD.  DA  de  ce  quadrilatère  ;  nous  cher- 
chons (i  quelle  condition  ces  quatre  points  sont  dans 
un  môme  plan. 

Prenons  comme  origine  le  sommet  D,  comme  axes 
Oxt  Oz  et  Oy,  les  côtés  DA.  PC  et  la  diagonale  DB  ; 
posons  DA  =  rt,  DB  =  A,  DG  =  c,  et  tmlin  défi- 
nissons la  position  des  points  P,  Q,R,  S  par  les  rap- 
ports : 


PA^__,        QB 


RC 


Si) 


T>  T\  Al    a 


PB  QC        •      rd  sa 


P- 


Dans  ces  conditions  les  coordonnées  de  A  sont 
fl,  0, 0  ;  celles  de  B,  0,  6, 0  :  celles  de  C,  0,  0,  c  ;  celles 

de  D,  0,  0,  0  ;  puis,  celles  de  P.   ^    ,   ^   ,   ^    ,  \   ,  0  ; 

b  ' 


Fig.  245. 


celles  de  Q,  0, 


eu. 


.7  ^+^:  ^+1"- 


;  celles  de  R,  0,  0, 


;  celles  de  S, 


ap 


,0,0. 


Formons  l'équation  du  plan  QRS  passant  par  trois  de  ces  points  ;  elle  est  de  la  forme  : 

Aa-  4-  By  -f  Ce  +  D  =  0, 
avec  les  conditions  :  ^ 

Bb  +  Cc|a  -f  Dll  -f  IX)  =  0,        Ce  +  D(l  +  v)  =  0,        Aap  +  D(l  +  p)  =  0, 
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qui  donnenl  : 

DU  +  p)  D(i  +  y)  „  D 

ré(iuation  du  plan  QRS  est  donc  : 

En  écrivant  que  P  est  dans  ce  plan,  on  arrive  ainsi  ù,  la  condition  : 

1  +  p  +  X(l  —  jjLv)p  —  (1  +  X)p  =  0,        ou  :       Xjxvp  =  i, 

PÏ      QB       RC       SB         . 

ou  enfin  :  -=r  •  -==-  •  •=:-  .  -=-  =  1 

PB      QC       RD      SA 
Telle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  cherchée. 

496.  Intersection  de  deux  plans.  —  Soient  deux  plans  (P),  (P'),  définis  par 
leurs  équations  : 

(1)  \x  +  By  +  Cz  +  1)  =--  0,        Vx  +  B'y  +  C/z  +  IV  =  0. 

(Chercher  leurs  points  d'intersection,  c'est  chercher  les  points  M  dont  les 
coordonnées  x,  y,  z  vérifient  chaque  équation  ;  c'est  donc  résoudre  un  système 
de  deux  équations  du  premier  degré  h  trois  inconnues  iC,  y,  z.  On  connaît  les 
résultats  établis  en  Algèbre. 

[^  Si  les  trois  déterminants  BC—  GB',  CA'  —  AC,  AB'  —  BA'  ne  sont  pas 
tous  nuls^  on  pourra  résoudre  les  deux  équations  (1)  par  rapport  à  deux  des 
inconnues,  la  troisième  restant  arbitraire;  par  exemple,  pourAB'  —  BA'^tO, 
la  résolution  par  rapport  à  a?  et  y  est  possible  et  donne  des  valeurs  de  la 
forme  : 

(2)  x  =  mz  +  h,       y^=nz  +  k. 

• 

Le  système  (1)  a  donc  une  infinité  de  solutions,  et  les  deux  plans  (P),  (P') 
se  coupent  suivant  une  droite  (A). 

Nous  avons  dit  plus  haut  (n**  480)  que  les  équations  (1)  sont  les  équations 
de  la  droite  (A),  et  nous  arrivons  ainsi  à  l'interprétation  suivante  de  ces 
deux  équations  : 

Les  deux  équations  d'une  dj'Oite  sont,  chacune  piHse  à  part,  les  équations 
de  deux  plans  se  coupant  suivant  cette  droite, 

2^  Si  Ton  a  :  BC  —  CB'  =  CA'  —  kG  =  AB'  —  BA'  =  0,  on  se  trouve  dans  ^ 
le  cas  où  les  coefficients  A,  B,  G,  A',  B',  G^  ne  sont  pas  tous  nuls,  sans  quoi  les 
deux  plans  n'existeraient  pas,  par  conséquent  : 

Ou  bien,  il  y  a  impossibilité  ;  le  système  d'équations  (1)  n'a  pas  de  solu- 
tion, c'est-à-dire  que  les  deux  plans  sont  parallèles  ; 

Ou  bien,  il  y  a  indétermination  du  second  or^re,  toute  solution  de  l'une 
des  deux  équations  étant  aussi  solution  de  l'autre,  et  alors  les  detix plans  sont 
confondus. 

Par  exemple,  pour  A  ^  0,  les  hypothèses  faites  plus  ha  ut  étant  toujours 
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yénViées,  les  deux  plans  sont  parallèles  pour  AD'  —  DA'  ^  0,  et  confondus 
pour  AD'  —  DA'  =  0. 

Rrm.vrque.  —  Cette  discussion  donne  à  nouveau  les  conditions  [de  parallé- 
lisme de  deux  plans,  lesquelles  se  présentent  sous  la  forme  : 

BC  —  C4B'  =  CA'  —  AC  =  AB'  —  BA'  =  0, 
d'où.  A,  B,  C  n'étant  pas  tous  nuls,  la  forme  connue  (n**  489)  : 

A   "~  B   ~  C    • 

On  en  déduit,  de  même,  les  conditions  pour  que  deux  plans  soient  confon- 
dus, lesquelles,  pour  A  =^  0,  se  présentent  sous  la  forme  : 

AB'  —  BA'  =  0,        AC  —  GA'  =  0,        AD'  —  DA'  ==  0, 
d'où  résultent  les  conditions  connues  (n®  490). 

497.  Équation  générale  des  plans  parallèles  à  un  plan  donné.  —  Soit  un 
plan  (Pj,  d'équation  :  Xx  +  By  +  Cj  +  ^  =  0^  ^^>  pour  abréger  : 

P  =  0,        avec  :        P  =  \x  +  By  +  C^  +  D. 

En  répétant  mot  à  mot  les  raisonnements  suivis,  en  Géométrie  plane,  pour 
former  l'équation  générale  des  droites  parallèles  à  une  droite  d'équation  don- 
née (n**  71),  on  démontrera  que  : 

1*  L'équation  générale  des  plans  parallèles  au  plan  P  =  0  est  : 

P  +  )^  =  0, 

où  A  est  un  paramètre  arbitraire. 

2*  Véquation  du  plan  parallèle  au  plan  P  =  0,  mené  par  le  point 
\{Xo,  Vo»  ^o)  est  : 

P  — Po  =  0. 

498.  Équation  générale  des  plans  passant  par  l'intersection  de  deux  plans 
donnés.  —  Ici  encore,  nous  renverrons  aux  raisonnements  de  la  Géométrie 
plane  (n®  72),  qu'il  suffit  de  reproduire  mot  à  mot. 

On  établit  ainsi  que,  étant  donnés  deux  plans  sécants,  d'équations  : 

(1)  ;P  =  0,        P'=:0, 

Véquaiion  générale  des  plans  passant  par  leur  droite  d intersection  est  : 
(2j  P  +  aP'  =  0,        ou  :        aP  +  ^P'  =  0, 

\  ^,  ^  étant  des  paramètres  arbitraires,  la  première  forme  ne  pouvant  s'ap- 
pliquer au  plan  P'  =  0,  qu'en  considérant  le  paramètre  1  comme  susceptible 
de  devenir  infini. 

Puis,  si  les  deux  plans  P  =  0,  F  =  0  soiit  parallèles  mais  distincts,  on 
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montrera  encore  de  la  môme  manière  que  Téquation  (2j  est  Véquaiion 

générale  des  plans  qui  leur  sont  parallèles,  à  rexccption  d'une  seule 

'VHP 

valeur  particulière  de  ).,  X  = ^  = ^  =  —  -^  (n*»  489),  pour  laquelle 

l'équation  (2)  se  réduit  à  une  impossibilité. 

499.  Points  à  Tinfini.  —  Plan  de  linfini.  —  Les  considérations  précédentes 
nous  conduisent  à  V étude  des  points  à  V infini  de  l'espace.  Rappelons  d'abord 
qu'en  Géométrie  plane^  nous  avons  été  conduits  à  envisager  une  droite  quel- 
conque comme  ayant  un  point  à  l'inlini  (n**  74),  puis  les  points  à  l'infini  d'un 
plan  comme  appartenant  à  une  droite,  appelée  droite  de  Vinflni  de  ce  plau 
(n«  75). 

Cela  étant,  si  nous  considérons  deux  plans  essentiellement  variables  (Pi, 
(P'),  se  déplaçant  d'une  manière  continue  dans  l'espace,  et  tendant  à  devenir 
parallèles,  nous  en  déduirons,  en  répétant  les  raisonnements  du  n^  74,  que 
l'on  peut  envisager  deux  plans  parallèles  comme  deux  plans  dont  la  droite 
d'intersection  est  la  droite  de  Vinflni  de  chacun  d'eux  et,  inversement,  la 
droite  de  l'infini  d'un  plan  comme  la  droite  fixe  suivant  laquelle  ce  plan 
coupe  tous  ceux  qui  lui  sont  parallèles. 

De  môme,  si  l'on  considère  un  plan  variable  (P),  d'équation 
Ao;  +  By  +  Cz  +  D  =  0,  se  déplaçant  d'une  manière  continue  de  façon 
que  A,  B,  G,  tendent  simultanément  vers  zéro  et  D  vers  une  limita  diffé- 
rente de  zéro,  on  arrive,  en  répétant  les  raisonnements  du  n**  75,  à  envi- 
sager Vensemble  des  droites  de  l'infini  de  tous  les  plans  de  Vespace  et,  par 
suite,  des  points  à  l'infini  de  toutes  les  droites  de  Vespace,  comme  apparte- 
nant à  un  même  plan  ;  ce  plan  est  appelé  plan  de  V infini,  son  équation  est  : 

0.x+0.y  +  0.;:+D  =  0,        ou:        I)  =  0, 

D  étant  une  constante  non  nulle  :  autrement  dit,  le  plan  de  Vin  fini  est  repré- 
senté par  une  équation  du  premier  degré  dont  la  résolution  conduit  à  une 
impossibilité. 

500.  Application.  —  Ces  notions  permettent,  comme  au  n**  76,  de  coordonner 
les  résultats  des  n~  497  et  498  dans  l'énoncé  suivant  : 

Théouème.  —  Véquaiion  générale  des  plans  passant  par  la  droite  d^inter- 

section,  à  distance  finie  ou  infinie,  de  deux  plans  distincts  quelconques 

P  =  0,P'=0  est: 

P  +  3^'  =  0. 

Corollaire.  —  Lorsque  Véquaiion  d'un  plan  variable  dépend  au  premier 
degré  d'un  seul  paramètre,  ce  plan  passe  par  une  droite  fixe,  à  distance 
finie  ou  infinie. 

Car  l'équation  de  ce  plan  peut  être  mise  sous  la  forme  :  P  +  )J*'  =  0. 
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501.  Intersection  de  trois  plans.  —  Soient  trois  plans  (P),  (PO,  (P")  déflnis 
par  leurs  équations  : 

(\x  +  By  +  C2  +  D  =0, 
(1)  Mx  +  B'y  +  Gz  +  D'  =  0, 

(  M'x  +  B"y  +  G'z  +  D"  =  0. 

Chercher  s'ils  ont  un  ou  plusieurs  points  d'intersection  M,  c'est  chercher 
s'il  existe  des  valeurs  de  a?,  y,  z  vérifiant  chacune  des  équations  (1)  ;  c'est 
donc  résoudre  un  système  de  trois  équations  du  premier  degré  à  trois  incon- 
nues, x,y,z. 

Sans  entrer  dans  la  discussion  de  tous  les  cas,  nous  rappellerons  seulement 
les  résultats  généraux  établis  en  Algèbre.  Considérons  le  déterminant  : 

ABC 
A=    A'     B'     G 

A"     B"     C" 

1**  Cas  général.  —  Pour  A:^0,  le  système  (1)  a  une  solution  unique  que 
l'on  sait  calculer  ;  les  trois  plans  (P),  (F),  (P")  ont  un  point  d'intersection  et 
un  seul. 

2*»  Cas  particulier.  —  Pour  A  ==  0,  diverses  hypothèses  sont  h  envisager  ; 
ou  bien,  on  peut  résoudre  deux  des  équations  du  système  par  rapport  h  deux 
des  inconnues,  et  le  résultat,  porté  dans  la  troisième  équation,  conduit  h  une 
impossibilité  ou  une  indétermination  ;  dans  ce  cas,  les  trois  plans  sont 
parallèles  à  une  même  droite,  ou  passent  par  une  même  droite. 

Ou  bien  cette  résolution  est  impossible,  quelles  que  soient  les  deux  équa- 
tions choisies,  et  alors,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  l'étude  de  l'inter- 
section de  deux  plans,  les  trois  plans  sont  deux  à  deux  parallèles  ou  con- 
fondus. 

502.  Applications.  —  I.  Condition  pour  que  trois  plans  soient  parallèles  à 
une  même  droite.  —  Le  cas  de  trois  plans  passaiit  par  une  même  droite  ou 
parallèles  entre  eux  n'étant  qu'un  cas  particulier  de  trois  plans  parallèles  à 
une  même  droite,  il  résulte  donc  de  cette  discussion  que  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  les  trois  plans  (P),  (P'),  (P'')  soient  parallèles 

à  une  même  droite  est  : 

A  =  0. 

II.  Conditions  pour  que  trois  plans  passent  par  une  même  droite.  —  Dans 
la  pratique,  la  discussion  du  système  (1),  formé  par  les  équations  des  trois 
plans,  permet  toujours  de  reconnaître  si  les  trois  plans  passent  par  une  mémo 
droite,  ou  d'établir  les  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

D'une  manière  générale,  nous  signalerons  seulement  la  condition  sui- 
vante. 

Théorème.  —  Pour  que  trois  plans  d'équations  P  =  0,  P'  =  0,  P"=  0  pas- 
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sent  par  une  même  droite,  à  distance  finie  ou  infinie,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  premiers  membres  de  leurs  équations  soient  liés  par  une  identité  linéaire 
et  homogène  à  coefficients  non  tous  nuls  : 

(1)  aP  +  XF  -h  VT"  =  0. 

1°  La  condition  est  nécessaire.  Supposons,  en  effet,  que  deux  de  ces  trois 
plans,  P  =  0,  P'  =  0  par  exemple,  soient  distincts,  et  que  le  troisième  plan 
P''  =:  0  passe  par  leur  droite  d'intersection,  à  distance  finie  ou  infinie.  Dans 
ce  cas,  ce  dernier  plan  peut  donc  être  aussi  représenté  par  une  équation  de  la 
forme  (n*>  500)  :  aP  +  pF  =  0  ;  il  en  résulte  alors  l'identité  (n«  490)  : 

aP  +  fiP'  =  yP", 

OÙ  le  facteur  constant  y  n'est  pas  nul,  identité  qui  est  bien  de  la  forme  (1). 

Reste  à  étudier  le  cas  oîi  les  trois  plans  seraient  tous  confondus;  leurs 
équations  seraient  alors  liées  deux  à  deux  par  des  identités  de  la  fomic  : 
P  ^  kP',  lesquelles  sont  encore  de  la  forme  (1). 

2**  La  condition  est  suffisante.  Supposons,  en  effet,  l'identité  (1)  vérifiée, 
le  coefficient  V\  par  exemple,  n'étant  pas  nul.  On  en  déduit  : 

P  "  =  -  ^P  -  -^F  =  aP  +  PF. 

a  et  p  étant  des  constantes;  par  suite,  le  troisième  plan,  ayant  pour  équa- 
tion aP  +  fiP'  =  0,  passe  bien  par  Tintersection  des  deux  premiers. 

503.  Équation  générale  des  plans  passant  par  le  point  d'intersection  de  trois  plans 
donnés.  —  Nous  généraliserons  ici  les  raisonnoincnts  des  n"  71  et  72. 

Soient  trois  plans  (P).  (P'),  (P").  se  coupant  en  un  point  et  un  seul  S,  à  dis  lance  finie  ou 
infinie,  et  représentés  par  les  équations  : 

(1)  P  =  0.        P'  =  0,        P"  =  0. 

D'abord,  considérons  l'équation  : 

(2)  P  +  ÀP'  +  |xP"  =  0, 

où  X  et  [X  sont  arbitraires.  Elle  représente  toujours  un  plan,  à.  distance  finie  ou  infinie,  et 
ce  plan  passe  par  S,  car  si  l'on  cherche  son  intersection  avec  (P')  et  (P"),  on  est  conduit  au 
système  d'équations  : 

(3)  P  +  XP  +  fxP"  =  0,        P'  =  0,        P"  =  0, 

qui  est  équivalent  au  système  (1). 

Reste  ensuite  à  montrer  que  l'équation  (2)  peut  représenter  tout  plan  "t:)  passant  par  S. 
Considérons  pour  cela,  dans  ce  plan  {-).  deux  points  quelconques  A(xo,  yo,  Zo),  B(x,,  y,.  ;,*. 
qui  no  sont  pas  en  ligne  droite  avec  S  ;  on  peut  disposer  de  A  et  jji  de  fai;on  que  le  plan 
d'équation  (2;  passe  par  A  et  B  ;  il  sufTlt  de  tirer  X  et  |jl  du  système  de  deux  équations  : 


1*0  +  ÀP;  +  :^p;'  =  0,      P.  +  xp;  +  jiP';  =  o. 


=  0.   ou 
intersection  de 


La   résolution   est    toujours    possible,    sauf  dans  l'hvpothèse   P' P''  —  P"Pî  : 
-pTT  =  -ïjrr  )  qui  exprime  que  A  et  B  sont  dans  un  même  plan  passant  par  l'intcrs 

(P')  et  (P"),  ou  encore  que  (7:1  passe  par  l'intersection  de  (P')  et  (P").  Ce  cas  mis  à  part» 
l'équation  (2)  représentera  donc  bien,  pour  les  valeurs  de  X  et  (x  ainsi  choisies,  un  plan 
passant  par  les  trois  points  S,  A,  B,  ou,  par  conséquent,  le  plan  (k). 
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T^e  cas  d'exception  peut  être  évité,  soit  en  substituant  à  l'équation  (S)  l'équation  : 

aP  +  PP'  +  yP"  =  0, 

qui  contient  trois  paramètres,  non  tous  nuls,  et  n'intervenant  que  par  leurs  rapports  deux 
à  deux,  soit  en  considérant  X  et  {jl  comme  susceptibles  de  devenir  infinis. 
Avec  cette  convention,  l'équation  (2)  est  donc  bien  l'équation  générale  cherchée. 

G\s  PARTICULIER.  —  Équaliou  générale  des  plans  parallèles  à  la  droite  d'intersection  de 
deux  autre».  —  Soient  deux  plans  (P),  (P'),  d'équations  : 

P  =  0,        P'  =  0, 

et  se  coupant  suivant  une  droite  (D).  Tout  plan  parallèle  à  (D)  peut  être  considéré  comme 
passant  par  le  point  commun  aux  deux  plans  (P),  (P')  et  au  plan  de  l'infini  ;  Péquation 
générale  cherchée  est  donc  : 

P  +  XP'  +  {X  =:  0. 

On  pourra  d'ailleurs  traiter  ce  cas  particulier  a  priori,  de  la  môme  manière  que  nous 
avons  traité  le  cas  général. 

504.  Condition  pour  que  quatre  plans  soient  concourants.  —  Soient  quatre 
plans  donnés  par  leurs  équations.  Pratiquement,  on  pourra  toujours  déter- 
miner le  point  d'intersection  de  trois  d'entre  eux  (n*501),  et  reconnaître  si 
ce  point  appartient  au  quatrième  plan,  ou  former  la  condition  pour  qu'il  en 
soit  ainsi. 


D'une  manière  générale,  nous  signalerons  la  condition  suivante  : 

Théorèue.  — .Pour  que  quatre  plans  d'équations  P  =  0,  P'  =  0,  P"=  0,  P'"  =  0  passent 
par  un  même  point  à  distance  finie  ou  infinie,  il  faut  et  il  suffit  que  les  premiers  membres 
de  leurs  équations  soient  liés  par  une  identité  linéaire  et  homogène  à  coefficients  non  loua 
nuls  : 

(!)  XP  +  X'P'  +  X"P"  +  X"'P"'  =  0. 

Ce  théorème  se  déduit  de  l'équation  générale  des  plans  passant  par  le  point  d'intersection 
de  trois  autres,  en  suivant  un  raisonnement  identique  à  celui  du  n*  502. 

Exemple.  —  Condition  pour  que  quatre  plans  passant  respectivement  par  les  quatre 
côtés  d'un  quadrilatère  gauche  soient  concourants. 

Considérons  le  quadrilatère  gauche  ABCD  (fîg.  246), 
et  définissons  chacun  des  plans  passant  par  une  arête 
de  ce  quadrilatère  par  son  point  d'intersection  avec 
l'arête  opposée. 

On  a  ainsi  sur  les  arêtes  AB,  BC,  CD,  DA,  quatre 
points  P,  Q,  R,  S,  que  nous  définissons  par  les  rapports  : 


PB  ""         '      QC 


'^'      RD  ~       '' 


SD 

SA  ~~  ""  ^' 


O  /  \  B 

Les  axes  et  les  notations  étant  les  mêmes  qu'au  n"  495,  i^nt ->- 

les  plans  ABR  et  BGS  menés  l'un  par  AB,  l'autre  par  ^ 
BC,  sont  définis  par  les  coordonnées  de  leurs  points 
d'intei*section  avec  les  trois  axes,  et  ont  pour  équations 
(n*  493)  : 


(1) 

(2) 


— +xH — '  1  =0, 


Fig.  246. 


Le  plan  ADQ,  passant  par  Ox,  a  une  éc^uation  de  la  forme  :  y  —  %z  =0,  avec  la  condi- 
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lion  exprimant  qu'il  passe  par  Q  :  -— ; .^^^    =  0,  qui  donne  :  a  =  -—  ;  son  t^ona- 

Uon  est  donc  :  1  +  {^        1  +  [a  cil 

(3)  T-— =  0. 

De  même,  le  plan  CDP  a  pour  équation  : 

(4)  ^-i-O 

Les  équations  (1)»  (3)  et  (4),  résolues,  donnent  immédiatement  : 

3>  _  y  _    z    z(\  +  y) i . 

o  ~~  6A  "^  cÀjx  ""  cXjx  (1  +  vj  "" T+T+xir(r+^' 

d'où  l'on  déduit  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  trois  des  plans.  Écrivons  quo 
ce  point  est  dans  le  plan  d'éijuation  (2)  ;  nous  obtenons  ainsi  la  condition  pour  que  les 
quatre  pians  soient  concourants  : 

— i^  +  X  +  X[JL  —  (1  +  X  +  Xfx  +  Xfjiv)  =  0.       ou  :       1  —  Xfxvp  =  0. 

On  retrouve  ainsi  la  condition  qui  exprime  que  les  quatre  points  P,  Q.  R,  S  sont  dans 
un  même  plan  (n«  495)  ;  il  était  d'ailleurs  facile  de  vérifier  géométriquement  que  ces  deux 
conditions  doivent  être  identiques. 
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505.  Intersection  d'une  droite  et  d'un  plan.  —  Soit  une  droite  (D),  définie 
par  ses  équations  mises  sous  forme  normale  : 

œ  —  a         y  —  b         z —  c 


(t) 


p  q  r     ' 


et  un  plan  (P),  défini  par  son  équation  : 

(2)  x\x  +  By  +  G3  +  D  ==  0. 

Chercher  leur  point  d'intersection,  c'est  résoudre,  par  rapport  h  x,  y,  z,  le 
système  d'équations  (1)  et  (!2). 

D'abord,  on  satisfait  aux  équations  (1)  en  égalant  les  trois  rapports  à  une 
inconnue  auxiliaire  p,  ce  qui  donne  x,  y,  z  en  fonction  de  p  seulement  : 

a;  =  a+pp,        y  =  b+qt^y        2  =  c+rp; 

en  portant  dans  (2),  on  est  ramené  à  déterminer  p  par  l'équation  : 

A(a  H-pp)  +  B(6  +  ^p)  +  C(c  +  rp)  +  D  =  0, 
ou  : 

(3)  p(Ap  -4-  Bg  +  Cr)  +  ka  +•  B6  +  Ce  +  D  =  0. 

De  là  les  divers  cas  suivants  :  1^  Soit  Ap  +  Bg  +  Cr  =^  0  ;  Téqualion  <3i 
donne  pour  p  une  valeur  et  une  seule  ;  la  droite  et  le  plan  se  rencontrent  en 
un  point  et  un  seul. 

2^  Soit  \p  +  B(7  +  Cr  =  0,  Aa  +  B6  +  Ce  +  D  r^^  0  ;  l'équation  (3)  n'a  pas 
(le  solution  finie  ;  la  droite  est  parallèle  au  plan. 
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3^  Soit  \p  +  Bq  +  Cr  =  0,  Aa  +  nb  +  Ce  +  D  =  0;  Téquation  (3)  est 
vérifiée  quel  que  soit  p,  c'est-à-dire  que  les  coordonnées  de  tout  point  de.  la 
droite  vérifient  l'équation  du  plan  ;  la  droite  est  située  dans  le  plan. 

506.  Applications.  —  Condition  de  parallélisme  d'une  droite  et  d'un  plan. 

—  Une  droite  située  dans  un  plan  pouvant  être  regardée  comme  parallèle 
à  ce  plan,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  droite  (D)  et  le 
plan  (P)  soient  parallèles  est  donc  : 

Ap  +  Bj  +  Cr  =s  0. 

Conditions  pour  qu'une  droite  soit  située  dans  un  plan.  —  D'après  ce  qui 
précède,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  droite  (D)  soit 
dans  le  plan  (P)  sont  : 

Ap  H-  Bg  +  Cr  =  0,        \a  +  Bb+Cc  +  D  =  0; 

on  les  formera  en  exprimant  :  1°  que  la  droite  est  parallèle  au  plan;  2*  quun 
point  de  cette  droite  est  dans  le  plan. 

507.  Équation  du  plan  passant  par  un  point  et  parallèle  à  deux  droites. 

—  Soient  donnés  un  point  A(a;o,  2/o,  ^o)  <?t  deux  droites  (D)  et  (D'),  de  coeffi- 
cients directeurs  p,  q,  r  etp^,  q',  ?•'. 

Tout  plan  passant  par  A  a  une  équation  de  la  forme  (n^  491)  : 

ci)  Hx  —  Xo)  +  B(y  —  y,)  +  C{z  -  Zo)  =  0, 

où  A,  B,  C  sont  quelconques.  Ce  plan  est  parallèle  à  (D)  et  (D')  sous  les  condi- 
tions : 
(2)  Ap  +  B^-hCr  =  0,        .\p' +  B^' +  Cr' ==  0, 

qui  définissent  des  quantités  proportionnelles  h  \,  B,  C.  Dans  le  cas  où  (D)  et 
Ijy)  ne  sont  pas  parallèles,  les  quantités  qr'  —  7^q',  rp  — pr'^  pq[  —  qp  ne 
sont  pas  toutes  nulles  (n**  482),  et  l'on  trouve  : 

ABC 

qr'  —  rq'        rp'  —  pi**        pq'  —  qp'  ' 

l'équation  du  plan  cherché  est  donc  : 

(qr'  —  rq')  (x  —  Xo)  +  (rp'  —  pr')  (y  —  yo)  +  (pq'  —  qp')  (z  —  z^)  =  0. 

Ce  calcul  revient  à  éliminer  A,  B.  C  entre  les  trois  équations  linéaires  et 
homogènes  (1)  et  (2),  de  sorte  que  l'équation  cherchée  peut  aussi  être  écrite  : 


X  —  Xq    y  —  2^0    ^  —  ^o 
p  q  r 

p  q'  r' 


=  0. 


Dans  le  cas  particulier  où  (D)  passe  par  A,  l'équation  obtenue  est  celle 


4âl 
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du  plan  passant  par  une  droite  (Dj  et  parallèle  à  une  autre  droite  (D'i. 
.  De  iiiéme,  dans  le  cas  particulier  où  la  droite  iW)  joindrait  le  point 
MXo,  yo,  ^o)  à  un  second  point  B(Xi,  t/i,  Zt),  ses  coefficients  directeurs  sont 
Xi  —  Xof  Vi  —  Vo,  ^i  —  ^0  <  n*  484),  et  Tëquation  obtenue  devient  celle  du  plan 
passant  par  deu^  points  A,  B  et  parallèle  à  une  droite  (D)  : 


x  —  Xo    y  —  Vo    2;  —  2o 
2/1  —  2/0  -1  — -0 

p  q  r 


x^  ^^  Xq 


=0. 


CHAPITRE  IV 

PROBLÈMES  MÉTRÏOL'ES  SLR  LA  DROITE  ET  LE  PLAN 

(COORDONNÉES    RECTANGULAIRES) 

ANdLES 

508.  Angles  d  une  droite  avec  les  axes  de  coordonnées.  —  Soit  donnée  une 
droite  (A),  de  coefficients  directeurs  /?,  q,  r;  on  se  propose  d'évaluer  les 
angles  a,  ^,  y^  qu'elle  fait  respertivcment  avec  les  axes  de  coordonnées 
i)x,  Oy,  Oz. 

La  droite  8,  parallèlo  h  (A),  nienf^e  par  Torigine,  passe  par  le  point  D(p,  q,  r)  ; 

et,  si  Ton  pose  :  

riï)  =  p, 

le  sens  positif  choisi  sur  cette  parallèle  étant  arbitraire,  on  a  (n°  468)  : 

p  =  p  cos  (Ox,  08),        q  =  9  cos  (Oy,  05),        7'  =  p  cos  (0;:,  08), 

ou  : 

(1)  p==pcosa,        5r=:pcosp,        r  =  pcosY; 

d'où,  en  vertu  d'une  relation  connue  (n^  15)  : 

pt^  +  q^-\-r-—  p2(  COS^  a  +  cos'  ^  +  COS^  y)  =  p2  ; 

ce  qui  donne  la  valeur  de  p,  que  Ton  aurait  pu  écrire  directement  : 

p  =  ±:  VV  +  Q^  +  r*. 
De  là,  d'après  (\)  : 

p  q  7* 


COsa  = 


:±{^p'  +  q^+r''  '  ^^^  ^       ±\/p'-  +  q'-  +  r'  '  ^^^  '''       ±:\^p^  +  q^  +  r'' 


formules  qui  donnent  a,  p,  v. 

Le  double  signe  est  le  môme  dans  chaque  formule  et  peut  ôtre  choisi  arbi- 
trairement. 11  correspond  aux  deux  sens  opposés  que  Ton  peut  fixer  sur  (a). 

509.  Angle  de  deux  droites.  —  Soient  (A),  (A')  deux  droites  de  coefficients 
directeurs/?,  q,  r,  et/?',  q',  i^. 

Désignons  para,  p,  y  et  a',  ^',  -^  les  angles  qu'elles  font  respectivement  avec 
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les  axes  de  coordonnées.  On  sait  (n**  18)  que  l'angle  V  de  ces  deux  droites  est 
défini  par  la  formule  : 

cos  V  =  cos  a  cos  a'  +  cos  ji  cos  p'  +  cos  Y  cos  y', 
d'où,  en  se  reportant  aux  résultats  précédents  : 

cos  V  =-  H:  pp>  +  qe[  ^  rV 

V/(  p2  +   ^2  ^  ^)  (p,l  ^  ^t  +  ^i^ 

L'indétermination  du  double  signe  tient  aux  sens  que  l'on  peut  fixer  arbi- 
trairement sur  les  deux  droites,  ce  qui  fait  que  l'angle  V  de  ces  deux  droites 
a  deux  déterminations,  supplémentaires  l'une  de  l'autre. 

Condition  de  perpendicularité  de  deux  droites.  —  La  condition  de  perpeo- 
dicularité  des  deux  droites  (A),  (AO  est  : 

V  =  -^  ,      ou  :        cos  V  =  0,        ou  enfin  : 
PP'  +  99'  +  rr'  =  0. 

610.  Sinus  de  l'angle  de  deux  droites.  Identité  de  Lagrange.  —  La  valeur  de  cos  V 
permet  de  former  immédiatement  celle  de  sin  V,  ou  mieux  de  sin"  V  : 

{P*+g*+r*)  (p'*+ç'*+0  ""  ^P*  +  9*  +  r*}  (/>'*  +  ?'•  +  r'*) 

Or  le  numérateur  peut  être  transformé  à.  l'aide  d'une  identité  connue  sous  le  nom  d'iden- 
tité de  Lagrange,  et  dont  la  vôriflration  est  immédiate. 

(P"+  9*  +  r*)  (p"  +  q'*  +7")  -  ipp'  +gq'  +  i^V  =  (9»''-  rqV  +  (rp'-  pr')*  +  ^pr'-  rp? ' 

d'où  la  formule  : 

___  (çr>  ■-.  rqr  +  (rp'  -  prV  +  {pv'  -  rp')- 
''"    ^-  (p.  +  9*  +  r*)  (p'*  +  <^'«  +  r'*) 

Elle  permet  de  retrouver  les  conditions  de  parallélisme  de  deux  droites.  En  effet,  la  con- 
dition de  parallélisme  des  deux  droites  (A),  (A')  est  soit  :  V  =  0,  soit  :  V  =  t:,  c'est- 
à-dire  sin  V  =  0,  ou  : 

[qr'  —  rq'Y  +  (»7)'  —  pr'Y  +  ipr'  —  f^p'f  =  0, 

condition  qui  ne  peut  être  vérifiée  qu'avec  : 

pr'  —  rq'  =  rp'  —  pr'  =  pr'  —  rp'  =  0, 
ou  enfin  : 

p'         q'         r'  ' 

Ce  résultat,  connu  a  pHoriy  pouvait  faire  prévoir  l'identité  de  Lagrange,  car  la  condition 
sin  V  =  0,  étant  mise  sous  la  forme  : 

(p.  +  ^«  +  r«)  (p'«  +  q'*  +  r'«)  -  (PP'  +  qq'  +  rr^*  =  0, 

ne  peut  être  vérifiée  que  dans  le  cas  du  parallélisme,  c'est-à-dire  dans  les  hj'polhèses  : 

0  =  qr'  —  rq'  =  rp'  —  pr'  =  pr'  —  rp'. 
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511.  Droites  et  plans  perpendiculaires.  —  THÉoRàME.  —  La  perpendiculaire 
à  un  plan,  adéquation  Ao?  -h  By + C2;  -t-  D  =  0,  a  pour  coefficients  directeurs 
A,  B,  C. 

En  effet,  le  plan  (P)  étant  donné  par  son  équation,  considérons  a  priori 
une  droite  (A)  de  coeflicients  directeurs  A,  B,  G. 

Soient  (A')  une  droite  quelconque  parallèle  à  (P),  et  p,  q,  r  ses  coefficients 

directeurs  variables.  Ces  derniers  satisfont  à  la  condition  de  parallélisme 

(n«506): 

\p  +  B^  +  Cr  =  0. 

Or,  cette  relation  exprime  aussi  (n**  509)  que  (A)  et  (A')  sont  perpendicu- 
laires. (A)  est  donc  perpendiculaire  à  toute  droite  de  (P)  et,  par  suite,  à  ce 
plan.  C.Q.F.D. 

Application.  —  Équations  de  la  perpendiculaire  abaissée  dlun  point  donné 
sur  un  plan  donné. 

D'après  cela,  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  S(j;o>  Vo,  2©)  sur  un  plan 
(P),  d'équation  Ao?  +  By  +  Cs;  +  D  =  0,  a  pour  coefficients  directeurs 
A,  B,  C;  ses  équations  sont  donc  (n**  483)  : 

x  —  Xq        y  —  Vo  _  z^z^ 
A        ~       B       ~       G       * 

512.  Conditions  de  perpendiûularité  d'une  droite  et  d'un  plan.  —  Soient  une 
droite  (A),  de  coefficients  directeurs  p,  q,  r,  et  un  plan  (P),  d'équation  : 

Ax  +  By  +  C2  +  D  =  0. 

Pour  que  (A)  soit  perpendiculaire  à  (P),  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  paral- 
lèle à  la  droite  (A'),  de  coefficients  directeurs  A,  B,  C,  qui,  d'après  le  théorème 
précédent,  est  perpendiculaire  à  (P).  Les  conditions  cherchées  sont  donc 
celles  du  parallélisme  de  deux  droites  (n*  482)  : 

A     JE.  — A 

Application.  —  Équation  du  plan  passant  par  un  point  donnée  et  perpen- 
diculaire à  une  droite  donnée. 

Soient  la  droite  (A),  de  coefficients  directeurs  p,  g,r,  et  un  point  S(a;o,  î/o,  «0). 
Le  plan  cherché,  passant  par  S,  a  une  équation  de  la  forme  (n^  491)  : 
Mx  —  x^  -f-  B(y  —  yo)  +  C(;î  —  z^  =Q\  comme  il  est  perpendiculaire  à 
(A),  les  coefficients  A,  B,  C  sont  proportionnels  à  p,  g,  r  et,  par  suite,  l'équa- 
tion de  ce  plan  est  : 

p{x  —  Xo)  +  q{y  —  yo)  +  r(z  —  So)  =  0. 

513.  Angle  de  deux  plans.  —  Soient  (P),  (P)  deux  plans  ayant  respective- 
ment pour  équations  : 

Sx  H-  By  -h  C«  +  D  =  0,        \'x  +  B'y  +  C';;  +  D  =  0. 


428  GKOMKTRIE  ANALYTIQUE 

On  sait  que  Tangle  de  ces  deux  plans  est  égal  à  celui  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  quelconque  sur  ces  deux  plans.  Or  celles-ci  ont  respec- 
tivement pour  coefficients  directeurs  A,  B,  C,  et  A',  B',  C  (n^Sii);  l'angle  V  est 
donc  défini  par  la  formule  (n^  509)  : 

AA'  +  BB'  +  œ 


cos  V  =  :+: 


V/( A-  +  B2  +  C/)  (A'-  H-  B' -+-  C'^)  ' 


l'indétermination  du  double  signe  provenant  de  ce  que  deux  plans  forment 
deux  angles  supplémentaires. 

Cas    particulier.  —  Les   angles  a,  p,  y   d'un   plan    (P),   d'équation 
Aa?  -f-  By  -f  C2  +  D  ^=  0,  avec  les  plans  de  coordonnées,  yOz  (x  =  Oi, 
Ox  (y  =  0),  xOy  (z  =  0),  sont  donnés,  en  particulier,  par  les  formules  : 


'^'*==^^r^^TB'  '-"^^-^t/A'+B^+c^'  ^"^v=±;7===p- 

514.  Condition  de  perpendicularité  de  deux  plans.  —  La  condition  de  pcr- 
pendicularité  des  deux  plans  (P),  (PO  est  : 

V  =  "â" ,        ou  :        COS  V  =  0,        ou  enfin  : 
AA'  +  BB'  +  ce  s  0. 

515.  Angle  d  une  droite  et  d'un  plan.  —  Soient  une  droite  (A),  de  coeffi- 
cients directeurs  p,  q,  r,  et  un  plan  (P),  d'équation  Aa:  +  By  +  Cs  +  D  =  0- 

L'angle  V  de  la  droite  (A)  et  du  plan  (P)  est  le  complémentaire  de  l'angle  V^ 
que  fait  (A)  avec  la  perpendiculaire  (A^  au  plan  (P),  de  sorte  que  l'on  a  : 
sin  V  =  cos  V. 

Or,  les  coefficients  directeurs  de  (A')  sont  A,  B,  G  (n*  511).  On  est  ainsi 
ramené  à  l'angle  de  deux  droites  (n**  509j,  et  l'angle  cherché  V  est  donné  par 

la  formule  : 

A;>  +  B(7  +  (> 


sin  V  ^=  dt 


^{p'  +  q'+r')(sV-^\V-^{y) 


Remarque.  —  Ce  résultai  permet  de  retrouver,  soit  la  condition  de  parallé- 
lisme d'une  droite  et  d'un  plan  :  sin  V  =  0,  ou  :  \p  +\^q  +Cr  =--  0,  soit 
les  conditions  de  perpendicularité  d'une  droite  et  d'un  plan  :  sin  V  =  ±1. 
d'oii  l'on  déduit,  par  l'identité  de  Lagrange  (n**  510),  les  conditions  connues. 
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516.  Distance  d'un  point  à  un  plan.  —  Soient  un  plan  (P),  d'équation  : 
(1  )  \x  +  By  +  C  J  +  D  =  0. 

et  un  point  S>{Xo,  y^,  z^),  La  distance  SU  du  point  S  au  plan  fP)  est,  par 
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définition^  la  distance  de  S  au  pied  H  de  la  perpendiculaire  (A);  abaissée  de  ce 
point  sur  le  plan  (P)  ;  déterminons  donc  les  coordonnées  x,  y,  z  de  ce  point  H, 
intersection  du  plan  (P),  d'équation  (1),  et  de  la  droite  (A),  d'équations  (n^S'Jl)  : 


A       —       B  C 

Ces  coordonnées  sont,  d'après  (2)  : 
(3)  a:  =  a?o  +  Ap,        y  =  yo  +  Bp,        z  =  Zo-hC^, 

p  étant  donné,  d'après  (1),  par  l'équation  : 

\{x,  +  Apj  +  B(î/o  +  Bp)  +  C(Zo  +  Cp)  +  D  =  0, 

d'où  : 

...  __       AXn  -4-  B^o  4-  Cjq  +  D 

^^^  P~  A-  +  B^  +  G*  • 

D'après  les  expressions  (3),  la  distance  cherchée  est  donc  : 


d=^{x  —  XoY'  +  {y  —  Vo)^  +  iz  —  z,Y  =  \/\y  +  B=*p»  +  c^p^' 

=  Ipl  X  )/X'  +  B^  +  G», 

ou  enfin,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur  (4)  : 

^_  I Aa?o  +  Byo  +  Ca?o  +  D| 
V/A^  +  B^  +  C- 

Telle  est  la  formule  cherchée  ;  il  est  essentiel  d'observer  que  son  numéra- 
teur est  le  résultat  de  substitution,  pi'is  en  valeur  absolue,  des  coordonnées 
du  point.S  dans  le  premier  membre  de  V équation  du  plan  (P),  ce  qui  est  bien 
d'accord  avec  ce  fait  que  la  distance  s'annule  si  le  point  S  est  dans  le  plan  (P). 

.  517.  Distance  d'un  pointa  une  droite.  —  Soient  une  droite  (A),  d'équations  : 

X  —  a        y  —  b        z  —  c 

(1; 


p  q  r 


et  un  point  SfaJo,  Vo,  ^o)-  La  distance  SH  du  point  S  à  la  droite  (A)  est,  par 
définition,  la  distance  du  point  S  au  pied  H  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  S  sur  (A);  déterminons  donc  les  coordonnées  x,  y,  z  de  ce  point  H,  inter- 
section de  la  droite  (Aj  et  du  plan  (P)  mené  par  S  perpendiculairement  à  (A). 
La  droite  (A)  étant  représentée  par  les  équations  (1),  et  le  plan  (P)  par 
l'équation  (n*»  512j  : 

(2)  pix  —  Xo)  +  q(y  —  yo)  +  (-  —  ^o)  =  0, 

les  coordonnées  x,  y,  z  sont  d'après  (i)  : 

{3)  x  =  a+p^,        y  =  b  +  Q?y        s  =  c  +  rp, 
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p  étant  donné,  d'après  (2),  par  Téquation  : 

p{a  —  Xo+  P9)  +  q{b  —  yo  +  q?)  +  r(c  —  2^0  +  ^p)  =  0, 
d'où  : 

(4)  p: 


p{x^  —  a)  +  qiVo  —  b)-\-  r(Zo  —  c) 


^  P*  +  S'*  +  *'* 

D'après  les  expressions  (3),  le  carré  de  la  distance  cherchée  d  est  donc  : 
(P={Xo  —  a—  p^Y  +  (yo  —  6  —  q?Y  +  (-0  —  c  —  rp)« 

—  2p  [p(Xo — a)  +  q(yo  —  b)  +  r(Zo  —  c)]  +  p  V*  +  ^'  +  ^)' 

ou  enfin,  en  y  remplaçant  p  par  la  valeur  (4),  et  remarquant  que  les  deux 
derniers  termes  sont  alors  semblables  et  se  réduisent  : 


(5)  (P=(x,-ay+(y,^by+(z,^cy. 


[p{Xo'—a)+q(yo—b)+r(Zo-'cY 
p^  +  q'^  +  r* 


Telle  est  la  formule  cherchée.  On  peut  d'ailleurs  l'interpréter  géométrique- 
ment^ ou  plutôt  la  retrouver  plus  rapidement  de  façon 
àl'emre  immédiatement  dans  les  applications,  comme 
si  on  la  connaissait  par  cœur,  de  la  manière  suivante. 
Les  équations  (1)  de  la  droite  (A)  mettent  en  évidence 
un  point  A{a,  b,  c)  de  cette  droite.  On  a  donc,  le  triangle 
SHA  étant  rectangle  en  H  (fig.  247)  : 


SH^  ==  SA*  —  AH^. 


Fig.  247. 


On  sait  écrire  immédiatement  les  expressions  de  SA, 
distance  de  deux  points,  et  de  AH,  distance  du  point  A  au  plan  (P)  mené 
par  S  perpendiculairement  à  (A),  et  représenté  par  l'équation  (2)  : 

SX'  =  (xo  -  af  +  (y,  -  hf  +  (2o  -  c)\ 
T7Î2  _  {vi^o  —  g)  +  qiVo  —  b)-\'  r(Zo  —  c)]^ . 

P'  +  q'  +  r' 

et  l'on  retrouve  ainsi  la  formule  (5). 

Transformation  de  la  formule,  —  Par  réduction  au  même  dénominateur, 
la  formule  devient  : 

..       (P*  +  ?'  +  r*)  [{xo  -  a)*  +  (yo  -  b)*  +  (:;o  -  c)*]  -  [pi^o -a)  +  qiy^  ~  ^)  +  nU'^c)^ 
^-  p'  +  q'  +  ^'' 

et  son  numérateur  peut  être  transformé  par  l'identité  de  Lagrange  (n*  510). 
De  là  une  seconde  forme  du  carré  de  la  distance  cherchée  : 


d^= 


[q{z^'-c)'-r{y^'—b)]''-^[r{Xo—a)—p{Zo'--c)y  +  [p{y^—b)-q{x^—^^^ 

p'  +  q^  +  r^ 


dont  le  numérateur  se  forme  d'après  la  règle  suivante  : 
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Les  équations  de  la  droite  (A)  étant  mises  sous  forme  normale  (\),  on  en 
déduit,  en  égalant  les  rapports  deux  à  deux  et  chassant  les  dénominateurs, 
trois  équations  : 

q(z—c)—r(y  —  b)::^0,    r{x  —  a)—p{z  —  c)—Q,    p{y  —  à)  —  q{x—a)=0, 

et  le  numérateur  de  d^  est  la  somme  des  cairés  des  résultats  de  substitution 
des  coordonnées  de  S  dans  leurs  premiers  membres. 

Cette  règle  est  d'accord  avec  le  fait  que  la  distance  s*annule  lorsque  le 
point  S  est  sur  la  droite. 

618.  EXEMPLE.  —  Distance  d'un  point  à  une  droite  parallèle  à  un  plan  de  coordonnées. 
Soient,  par  exemple,  une  droite  (\)  parallèle  au  plan  aOy, 
roprésentée  par  les  équations  (n»  481)  : 


z  =  c. 


y  =  mjc  +  /i, 


et  un  point  S(a;o,  y,*  ^)'  ^ons  forme  normale,  les  équations 
de  (A)  sont  : 

X  y  —  h z  —  c 

i   ~~  în               iP"' 

et  conduisent  aux  trois  équations  : 

m  (z  • —  c)  =  0,        z  —  c  =  0,        y  —  h  —  7nx  =  0. 

La  distance  c/  de  S  à  (1)  est  donc  donnée  par  la   for- 
mule : 


d*  = 


(Zo  —  c)*  4-  m*  {zo  —  c)*  +  iyo  —  m^-o  —  A)* 


=  (--  -  ci*  + 


Fig.  248. 
(y© — 7nJCo — h)* 


1  +  m*  —^'"       "'  ^        1  +  m*       ' 

résultat  qui  traduit  la  relation  géomérique,  facile  à  établir  à  priori  (fig.  248)  : 

dans  laquelle  s  est  la  projection  de  S  sur  le  plan  parallèle  au  plan  xOy  mené  par  (A). 

519.  Aire  d'an  triangle  en  fonction  des  coordonnées  des  sommets.  —  Soit  un  triangle 
ABC  défini  par  les  coordonnées  de  ses  sommets  k{a:^,  y^y  2,),  B{x^,  y,,  r,),  G(a:„  y,,  z^). 
Comme  en  Géométrie  plane  (n»  100),  Taire  S  de  ce  triangle  est  : 

s=yBGxah, 

Ail  étant  la  hauteur  issue  de  A.  Or  les  équations  de  BC  sont  (n»  484)  : 


wv    ^^^   «Z/j 


_  y  —  y«  _  =  —  -1 


*•*  —  ^'3    y*  —  2/3    -t  —  -3 

et  conduisent  aux  trois  suivantes  : 

(st  —  -*)  (y  —  yt)  —  (y«  —  y»)  (^  —  -2)  =  0,     (a-,  —  ^3)  (z  —  ^j  —  [z^  —  z^)  (x  —  x^  =  0, 

(y«  —  ys)  (^  —  ^i)  —  {^'t  —  ^3)  (y  —  yJ  =  0, 

qui,  chacune  étant  prise  séparément,  sont  les  équations  des  projections  de  BC  sur  les  plans 
de  coordonnées  yOz,  xOx,  xOy.  On  sait  (n«  100)  que  les  résultats  de  substitution  des  coor- 
données de  A  dans  les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  respectivement  égaux,  au 
signe  près,  au  double  des  aires  Sx,  Sy,  Sz  des  projections  du  triangle  ABC  sur  les  plans  de 
coordonnées  yOz,  zOx,  xOy. 
En  appliquant  la  règle  qui  donne  la  distance  du  point  A  à  la  droite  BC,  on  a  donc  : 

TTî-2  — 1 Sx  +  Sy+Ss Sx  +  Sy  +  SÎ  . 

^"  "■    i^-.  -  Jf,)«  +  (y.  -  y,)*  +  (=.  -  z,)*  -  *  gc2 
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d'où  la  formule  cherchée  : 


S=v/«i  +  bJ  +  SÎ. 


Elle  conduit  à  un  thûoi'ùnie  connu  de  Géomclrio  : 

Le  carré  de  faire  d'un  triangle  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  aires  de  ses  projec- 
tions sur  les  trois  faces  d'un  trièdre  trirectangle. 

520.  Volume  d'un  tétraèdre  en  fonction  des  coordonnées  de  ses  sommets.  —  Soit  un 
tétraèdre  SABC,  défini  par  les  coordonnées  de  ses  sommets  S^o,  ^o,  Ze),  Au'i,  y^  s, , 
B(^i,  y*t  -i),  Gf.ij,  y,,  s,).  On  sait  que  son  volume  V  est  : 


Y  =  y  SH  X  ABC, 

ABG  désignant  l'aire  de  la  face  ABG,  Sll  la  hauteur  correspondante  issue  de  S,  c'cst-â-diie 
la  distance  de  S  au  plan  ABG. 
Le  plan  ABC  a  pour  éiiuation  m»  492)  : 


X  y   z  \ 
x\  y,  z,  1 

^•3  y»  -»  1 
la  distance  du  S  a  ce  plan  est  donc  (n»  516)  : 


=  0; 


val.  abs. 


SH  = 


Jl'o  2/0  Zo  1 

•*i  Vi  -I  1 

^t  y*  -*  1 


V 


Vi  -.  i 

< 

X,  z,  l 

* 

•il  2/1  4 

y*-*  1 

+ 

a-,  z,  1 

+ 

j^.yti 

2/3  =3 1 

•'a  =3  1 

•^sy.i 

Or,  chacun  des  déterminants  élevés  au  carré,  sous  le  radical  du  dénominateur,  représ*»nle 
(n"  100)  le  double  de  la  projection,  Sx,  S./,  Sa  do  l'aire  du  triangio  ABC  sur  l'un  des  plans 
de  coordonnées.  Le  radical  lui-même  est  donc  égal,  d'après  lo  résultat  qui  vient  d'être 
établi,  à  deux  fois  l'aire  ABG.  D'où  la  formule  cherchée  : 


1 

V  =  -=-  val.  abs. 
o 


JL'o  yo  Zq  i 

a\  yi  z,  i 

a-,  j/,  -,  1 

J'z  Va  -3  t 


521.  Perpendiculaire  commune  à  deux  droites.  —  Soient  deux  droites  (A).  (A'),  d'êi(ua- 
tions  : 

a y  —  h z  —  c  x  —  a' y  —  h' z  —  c' 


(I) 


X 


r 


P' 


q' 


r' 


i"  Déterminons  d'abord  les  équations  de  leur  perpendiculaire  commune  (D).  On  sait  quft 
si  l'on  mène  par  lune  d'elles^  (A)  par  exemple^  un  plan  (Q)  parallèle  à  Vautre  (A'), 
(D)  est  à  l'intersection  de  deux  plans  {V)et  {\^'),  perpendiculaires  à  (Q),  menés  respectict- 
ment  par  (A)  et  lA').  Tout  revient  donc  à  former  les  équations  de  (P)  et  (P'). 

D'abord,  le  plan  (Q),  passant  par  le  point  X(a,  b,  c)  pris  sur  (A),  a  unu  équation  de  U 
forme  : 


avec  les  conditions 


X{x  -  a)  +  hiy  —  6)  +  C{z  —  c)  =  0, 


A/>  +  Bg  +  Cr  =  0,        \p'  +  B^'  +  Cr'  =  0. 
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qui  expriment  qn'il  est  parallèle  &  (A)  et  (A') ,  et  qui  donnent  : 

ABC 


»  » 


qr'  —  rq'         rp'  —  pr'        pq*  —  qp 

ce  calcul  tombant  en  défaut  si  (A)  et  (A')  sont  parallèles. 
L'équation  de  (Q)  est  donc  : 

(3)  {gr'  -  rq')  {x^a)  +  (rp'  -  pr')  (y  -  b)  +  ipq'  -  qp')  (s  -  c)  =  0. 

Gela  posé,  le  plan  (P),  passant  par  X{a,  b,  c),  a  aussi  une  équation  de  la  forme  (2), 
avec  les  conditions  : 

Ap  +  Bq  +Cr=t  0.        X{qr'  —  rq')  +  B(tT>'  —  pr')  +  C(pq'  —  qp')  =  0, 

qui  expriment  qu'il  est  parallèle  à,  (A)  et  perpendiculaire  à  (Q),  et  qui  donnent  : 
A  B  G 


9{P9'  —  9P')  —  Ht'  -  pr')         r{qr'  —  rq')  —  p{pq'  —  qp')       p[rp'  —  pr')  —  q{qr'  —  rq')  * 

ou  ; 

A B 

PW  +  n'  +  rr')  - p\p^  +  ?•  +  r*)  ^  q{pp'  +  qq'  +  rr')  -  q'{p*  +  ç"  +  r«) 

G 

^  npp'  +  qq'  +  î^')  —  r'(p*  +  q*  +  r«) 

On  forme  ainsi  Téquation  de  (P)  et  Ton  en  déduit,  par  analogie,  celle  de  (P')  ;  les  équations 
(le  la  perpendiculaire  commune  sont  donc  : 

/  ipp' + qq'  +  ^)  [p(^  —  «)  +  q{y  —  *) + H^  —  <?)] 

S  -  (?•  +  9'  +  r»)  iP'{x  -  û)  +  q'(y  -b)  +  r'iz  -  c)]  =  0, 

)  {PP'  +  qq'  +  rr')  [A^-  a')  +  q'iV  -  ô')  +  r'(z  -  c')] 

\  -{p''  +  q"  +  q'*)\p{^-a')+q{y-b')+r(Z'^c')]^0. 

2«  Reste  à  chercher  la  longueur  d  de  la  perpendiculaire  commune.  On  sait  qa*elle  est 
égale  à  la  distance  d*un  point  quelconque  de  (A'),  le  point  A'(a',  b',  c')  par  exemple,  au 
plan  (Q)  mené  par  (A)  parallèlement  à  (A').  Ce  plan  (Q)  étant  représenté  par  l'équation  (3), 
on  a  donc  (n*  516)  : 

^        Hqr' -  rq')  {a  -  a')  +  jrp' -- pr')  (b -- b')  +  ipq' ^  qp')  {c  ^  c')\ 

""  ^(qr'  -  rq')*  +  (rp'  —pr')*  +  {pq'>-  qp')* 

On  reconnaît,  au  numérateur,  l'expression  qui  s'annule  lorsque  (A)  et  (A')  sont  sécantes 
(n«  486),  ce  qui  est  d'accord  avec  ce  fait  que,  dans  ce  cas,  d  s'annule. 

Cas  où  (l)et  (A')  sont  parallèles. —  Nous  avons  vu  que  le  calcul  précédent  ne  s'applique 
plus  dans  les  hypothèses  : 

IL  —  ^  ^JL 

qui  expriment  que  (A)  et  (A')  sont  parallèles.  Dans  ce  cas,  la  distance  des  deux  droites  est 
éf^aXe  k  la  distance  d'un  point  de  (A'),  A'(a',  6',  c')  par  exemple,  à  (A)  (n»  517)  ;  de  plus, 
ii  y  a  alors  une  infinité  de  perpendiculaires  communes,  situées  à  l'intersection  du  plan 
de  ces  deux  droites  et  d'un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  ces  deux  droites. 
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CHAPITRE  V 

SPHÈRE 
(coordonnées  rectangulaires) 

522.  Équation  de  la  sphôre.  —  Une  sphère  étant  définie  par  son  centre 
C{a,b,c)  et  son  rayon  R,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pourqu*un  point 
M{x,  y,  z)  soit  sur  cette  surface,  c'est-à-dire  Véquation  de  la  sphère,  est  : 

CM  =  R,        ou  (no  472)  :        \\x  —  a)*  +  (y  —  bf  +  (5  —  c)*  =  R, 

ou  enfin  : 

(1)  {x  —  aY  +  {y—by  +  (z  —  c)«  —  R«  =  0. 

Cette  équation  peut  être  mise  sous  une  seconde  forme  : 

(2)  x^  +  y'  +  z^  +  2ax  +  2py  +  2y«  +  5  =  0, 
en  posant  : 

a  =  — a,        P  =  — 6,       y  =  —  c,        5==:a*  +  ô«  +  c'  — R*. 

Comme  dans  le  plan  (n**  109),  on  en  déduit  que,  inversement,  toute  équa- 
tion de  cette  forme  représente  une  sphère  dont  le  centre  C  a  pour  coordon- 
nées : 

a  =  —  a,        6==—  p,        c  =  --y, 

et  dont  le  rayon  est  : 


On  dit  que  la  sphère  est  imaginaire  pour  a*  +  p^  h-  y-  —  §  <  0,  qu'elle  est 
une  sphère  de  rayon  nul  pour  a^  +  P^  +  Y^  —  5  =  0. 

523.  Cas  particuliers.  —  1**  Sphère  rapportée  à  trois  diamètres  deux  à 
deux  rectangiUaires.  —  L'origine  étant  au  centre  de  la  sphère,  l'équation  (1) 

se  réduit  à  : 

a:2  4-  y»  -[-  2»  —  R2  =  0. 

2**  Sphère  tangente  à  Vorigine  à  Vun  des  plans  de  coordonnées,  xOy  par 
exemple.  —  Dans  ce  cas,  le  centre  C  est  sur  Oz  (a  =b  ==  0),  et  le  rayon  est 
R  ==±  c.  L'équation  (i)  se  réduit  à  : 

^2  +  y^  +  2*  —  ^cz  =  0. 
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524.  Conditions  pour  que  Téquation  générale  du  second  degré  en  x,  y,  z, 
représente  une  sphère.  —  Soit  donnée  une  équation  quelconque  du  second 
degré  en  x,  y,  z  : 

kx*  +  A'y*  +  A"s2  +  2Byz  +  2B'za;  +  2B"a?y  +  2Ga;  +  2C'2/  +  2C"2  +  D  =  0  ; 

elle  représente  une  sphère  si  elle  a  mêmes  solutions  qu'une  équation  de  la 
forme  (2).  Comme  dans  le  plan  (n^  il2),  les  conditions  sont  donc  que  l*on 
puisse  identifier  cette  équation,  à  un  facteur  près,  à  une  équation  de  la  forme 
(2).  Les  mêmes  raisonnements  donnent  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
suivantes  : 

A  »  A'  «:  A",        B  »  0,  B'  »  0,  B''  »:  0  ;        A  :;^  0. 

la  sphère  pouvant  d'ailleurs  être  réelle  ou  imaginaire. 

525.  Puissance  d'un  point  par  rapport  à  une  sphère.  —  Théorème.  —  Le 
produit  des  deux  segments  interceptés  par  une  sphère  sur  une  sécante 
variable  issue  d'un  point  fixe,  et  dont  V  origine  est  ce  point  fixe,  est  constant. 

En  effet,  si  Ton  choisit  pour  origine  des  coordonnées  ce  point  fixe  0,  les 
axes  étant  rectangulaires,  la  sphère  est  représentée  par  une  équation  de  la 

forme  : 

X^J^y^^z^-\-  ioLX  +  2?y  +  iyz  +  8  =  0. 

Cela  posé,  soit  une  sécante  quelconque  08,  issue  de  l'origine,  ayant  pour 
cosinus  directeurs  : 

a  =  cos  (Ox,  08),        b  =  cos  (Oy,  08),        c  =  cos  (Oz,  08), 

lesquels  sont  liés  par  la  relation  (n®  18)  : 

a^  +  b^  +  c''  =  i; 

et  définissons  un  point  M  de  cette  sécante  par  le  paramètre  p  =  6W. 
Les  coordonnées  de  M  sont  : 

a;  =  p  cos  (Ox,  08)  =  pa,        y  =  p6,        z  =  pc, 

et  ce  point  se  trouve  à  l'intersection  de  la  sécante  08  et  de  la  sphère,  sous  la 
condition  : 

p2(a»  +  à^  +  c^)  +-2p(aa  +  6B  +  cy)  +  8  =  0. 

On  forme  ainsi  une  équation  du  second  degré  en  p,  dont  les  racines  p  et  p' 
ont  un  produit  indépendant  de  a,  b,  c  : 

PP  ~  a^  +  b'-  +  c^'~    ' 

ce  qui  signifie  que  toute  sécante  issue  de  0  coupe  la  sphère  en  deux  points 
M,  W,  tels  que  le  produit  OM  X  OM'  est  constant.  G.  Q.  F.  D. 


ti'^'  ''  j'/«*(l«anctf  du  poinf  pxe  par 

..■■^ 

^  —  I-  Expression  analytique.  —  Ce 

^^i^,-^ni  de  a;i  +  y'  -H  2'  dans  Véquaiion 

if'^'"^de  Vorigine  est  égale  au  lertae  cohj- 

-■'■^■'aaen  déduit,  par  une  translation  d'axes,  que. 
"  '''ggissance  d'un  point  quelconque  est  égale  au 
'  ^ordonnées  de  ce  point  dans  le  premier  membre 


"    ■■■    '  tuo"^-  —  ^"  verra  de  même  que  cette  puissances?! 

■  '"■■"^''  d'  -  R*, 

.,.  ifu  point  au  centre  de  la  sphère. 

jj^l  it  deux  iphtras.  —  En  repren&nt  les  r&isoDnfmenIs  du  n*  lîS,  on 

'<■  '^Z^"  ''**  poinU  d'égalei  p'iiaiances  par  rapport  à  deux  tphèra  son  con- 
il"''  ,  o/an;  ce  plan  est  appnlii  plan  radical  de»  deux  sphères,  et  Von  forme  ion 
**  les'chanl  jnembre  à  membre  les  égualions  de  ces  deux  sphèrei,  à  condilion 

^^y*fl'''"W.  le»  cotfticienta  de  X*  +  y'  -\-  i' ioitnt  Vuniti. 

^I  de  trois  aphérei.  —  TBionËUE,  Le»  plan»  radicaux  de  troi»  tphèrri,  priJM 

j.^  postent,  en  général,  par  une  même  droite,  el  celte  droite  est  le  lieu  dts 

fletpai'^ances  par  rapport  aux  trois  sphères. 

unr  l'iilablir,  de  répét.-r  les  raisonnements  du  n*  130. 

est  appelée  axe  radical  des  trois  sphères. 

dical  de  quatre  aphèret.  —  Thëoréue.  Les  plans  radicaux  de  quatre  rpHkti, 

à  deux,  et  les  axes  radicaux  de  ces  quatre  sphères,  prises  trois  à  trois,  partent, 
par  un  même  point,  lequel  est  le  seul  point  d'égales  puissances  par  rapport  aui 

'^)-  fS.).  (S.)  fiant  ces  quatre  sphi^rca,  l^a-^îe  radical  de  (S,).  (S,),  [S,)  foope, 
lo  plan  radical  de  (S,)  et  (S)]  en  un  point  et  un  seul,  qui  a  uiSines  puissanlv^ 
aux  quatre  sphi'ruii  et,  par  suite,  se  trouve  sur  leurs  six  plans  radiraui  c' 
I  axes  radicaux. 

st  appelé  txnlre  radical  des  quatre  sphères. 
—  On  Étendra  rucllcmont  t  la  sphère,  cominc  nous  venons  déjà  de  le  fvf. 
ultats  établis  dans  la  théorie  île  la  circonférence,  du  n*  1£5  an  n«  lSt;ctcdle 
eut  se  faire  de  deux  manières,  en  considérant  soil  des  sysli''nies  de  deux  iipli'WS, 
itÈnies  de  trois  spliércfi. 
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litlanrn  |iro]KirUani]»llp<  d'un  tï«ltin»  de  n  poînU  naïf  rieli  donnfi  (niir  r  (! 
d*  Ipoii  nm  rccloneuliirci  el  Iroii  poiols  «sppcliTeniMil  pUc^  far  r«  V. 
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4.  Démontrer  que  tout  plan  est  représenté  par  une  équation  du  premier  degré,  en  le  considérant  comme  le 
lieu  des  points  équidistants  de  deux  points  Qies. 

5.  Un  plan  sécant  coupant  les  arêtes  d'un  tétraèdre  en  six  points,  on  prend  sur  chaque  arête  le  conjugué 
harmonique  du  point  de  rencontre  par  rapport  aux  doux  sommets.  Montrer  que  les  six  plans  menés  par  chacun 
de  ces  nouveaux  points  et  par  l'arête  opposée  se  coupent  en  un  même  point. 

6.  Une  droite  (D)  est  perpendiculaire  à  un  plan  (P),  rérifier  que  la  projection  orthogonale  de  (D)  sur  le  plan 
des  xy  est  perpendiculaire  à  la  trace  de  (P)  sur  ce  plan.  (On  suppose  les  axes  rectangulaires.) 

7.  On  donne  Téquation  d'un  plan  rapporté  à  trois  axes  rectangulaires,  déterminer  la  direction  de  ses  lignes 
de  plus  grande  pente  par  rapport  au  plan  des  xy.  < 

8.  Calculer  les  coordonnées  du  symétrique  d'un  point  donné  par  rapport  à  un  plan  ou  à  une  droite  donnés. 

9.  Les  droites  qui  font  des  angles  égaux  avec  deux  droites  fixes  se  partagent  «n  deux  séries,  les  droites,  de 
chaque  série  étant  toutes  parallèles  h  un  même  plan.  Les  plans  de  ces  deux  séries  sont  rectangulaires. 

10.  Étant  données  deux  droites  sécantes  par  leurs  coefficients  directeurs  et  les  coordonnées  de  leur  point  d'in- 
tersection, montrer  que  le  lieu  des  points  é({uidislants  de  ces  deux  droites  est  formé  de  deux  plans  rectangu- 
laires. Comparer  ce  résultat  avec  celui  du  problème  précédent. 

Déduire  de  là  les  équations  des  bissectrices  de  l'angle  de  deux  droites  sécantes. 

ii.  Dans  tout  angle  triêdre,  les  perpendiculaires  à  chaque  arête  menées  dans  la  face  opposée  sont  trois 
droites  dans  un  même  plan. 

12.  Dans  tout  angle  trièdre  : 

1*  Les  plans  bissecteurs  des  dièdres  passent  par  une  même  droite  ; 

2?  Les  plans  menés  par  chaque  arête  perpendiculairement  à  la  face  opposée  passent  par  une  même  droite  ; 
3«  Les  plans  menés  par  chaque  arête  et  par  la  bissectrice  de  la  face  opposée  passent  par  une  même  droite  ; 
4*  Les  plans  menés   par  la  bissectrice  de  chaque  face  perpendiculairement  au  plan  de  cette  face  passent 
par  une  même  droite. 

13.  Les  plans  menés  par  le  milieu  de  chaque  arête  d'un  tétraèdre  perpendiculairement  à  cette  arête  passent 
par  un  même  point. 

14.  Les  plans  menés  par  le  milieu  de  chaque  arête  d'un  tétraèdre  perpendiculairement  à  l'arête  opposée 
passent  par  un  même  point. 

15.  Si  un  tétraèdre  a  deux  couples  d'arêtes  opposées  orthogonales,  il  a  un  troisième  couple  d'arêtes  opposées 
orthogonales . 

Dans  ces  conditions,  les  quatre  hauteurs  se  coupent  en  un  même  point  H.  et  réciproquement. 
Les  perp«idiculaires  communes  aux  arêtes  opposées  se  coupent  au  même  point  H. 

16.  On  considère  le  système  (S)  de  plans  représentés  par  ré<f nation 

y»  -|.  3j4ix  -f  3|iy  -f  c  =  0. 

où  {A  est  un  paramètre  variable  ;  les  axes  de  coordonnées  sont  supposés  rectangulaires. 

Soit  M  le  plan  de  ce  système  pour  lequel  le  paramètre  p.  a  la  valeur  particulière  m  ;  par  chaque  point  du 
plan  (M)  passent  deux  plans  (M'),  (M^')  du  système  (S)  autres  que  le  plan  (M);  soient  ^f  et  ^0  les  valeurs  du 
paramètre  |a  relatives  à  ces  plans. 

L  Suivant  la  région  du  plan  (M)  à  laquelle  appartient  le  point  A,  les  nombres  {i'  et  {t'^  sont  réels  ou  imagi- 
naires, comprennent  entre  eux  le  nombre  m,  ou  bien  sont  tous  deux  supérieurs  ou  tous  deux  inférieurs  à  lui  ; 
distinguer  ces  diverses  régions. 

11.  Trouver,  dans  le  plan  (M),  le  lieu  des  points  A  tels  que  les  deux  plans  (M^),  (M^^  soient  perpendiculaires 
entre  eux. 

RénUtats,  —  I.  Les  régions  sont  séparées  par  une  parabole  et  une  tangente  à  cette  parabole. 
IL  Le  lieu  est  composé  de  deux  droites. 

{Bouraea  de  licence,  1886)  (en  partie). 

17.  Étant  donnés  dans  l'espace  n  points  matériels  quelconques,  résoudre  le  problème  du  n«  134. 

18.  Une  sphère  variable  passe  par  un  cercle  donné,  trouver  le  lieu  des  extrémités  d'un  diamètre  parallèle  à 
une  direction  donnée. 

19.  Une  sphère  variable  passe  par  deux  points  fixes  et  est  tangente  à  un  plan  donné  ;  trouver  le  lieu  du 
poiut  de  contact.  En  déduire  la  détermination  d'une  sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  à  un  plan. 

30.  Équation  d'une  sphère  tangente  à  trois  plans  de  coordonnées  rectangulaires  et  à  un  quatrième  plan  donné 
par  son  équation.  Discuter. 

SI.  Lieu  des  centres  des  sphères  qui  coupent  deux  sphères  données,  ou  trois  sphères  données,  suivant  des 
grands  cercles. 


LIVRE  VII 

NOTIONS  SUR  LES  COURBES   ET   LES  SURFACES 


CHAPITRE  PREMIER 

COURBES  GAUCHES 


527.  —  Les  courbes  que  nous  avons  étudiées  et  construites  dans  le  Livre  III 
ont  tous  leurs  points  dans  un  même  plan  ;  on  les  nomme  pour  celte  raison 
courbes  planes,  et  l'on  dit  qu'une  courbe  est  gauche  lorsqu'elle  ne  possède 
pas  cette  propriété. 

Considérons  trois  axes  de  coordonnées  Ox,  Oy,  Oj,  et  une  courbe  plane  ou 
gauche  (C).  On  peut  imaginer,  comme  au  chapitre  ii  du  Livre  III,  que  la 
courbe  est  décrite  par  un  point  mobile  M  dont  la  position  dépend  d'un  para- 
mètre variable.  En  Cinématique,  ce  paramètre  est  le  temps  ;  en  Géométrie, 
c'est  un  élément  quelconque  comme,  par  exemple,  l'une  des  coordonnées  du 
point  M,  ou  la  distance  OM,  ou  encore  l'angle  de  OM  avec  l'un  des  axes,  etc. 

Quelle  que  soit  la  définition  de  ce  paramètre  t,  la  position  du  point  M 
étant  déterminée  pour  chaque  valeur  de  t,  les  coordonnées  x,  y,  z  de  ce  point 
sont  des  fonctions  de  t  : 

et,  en  faisant  varier  /  dans  les  équations  précédentes,  on  obtient  successive- 
ment tous  les  points  de  la  courbe  (G). 

Par  exemple,  nous  avons  vu  que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  d'une  droite 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  d'un  paramètre  variable,  soit  par  les  formules  (n*  469)  : 

X  z=  Xo  +  pp,        y  =  yo  +  7p.        z  =  5o  +  rp, 

soit  par  les  formules  (n»  470)  : 

xo  +  X.Z-,  yo  +  Xj/t  Se  +  Xs^ 

^' -    1  +  À    '      ^-    i-fx   *     •^-   t  +  X   ' 

dans  lesquelles  les  constantes  d'une  part,  les  paramètres  p  et  X  d'autre  part,  ont  des  signi- 
fications géométriques  déterminées. 

528.  ExRMPLE.  —  Hélice  ciroalaire.  —  Si  l'on  enroule  un  plan  sur  la  surface  d'an  cylindre 
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X' 


de  révolution,  une  droite  ^D)  de  ce  plan  se  transforme  en  une  ligne  du  cylindre  que  l'on 
nomme  hélice  circulaire. 

Les  génératrices  et  les  sections  droites  du  cylindre  sont  des  cas  particuliers  des  hélices, 
correspondant  aux  cas  où  la  droite 
(D)  est  parallèle  ou  perpendiculaire 
aux  génératrices  du  cylindre. 

Prenons  trois  axes  de  coordonnées  i  *' 

rcaangulaires,  Oz  étant  l'axe  du 
cylindre,  Ox  et  0.y  étant  deux  dia- 
mètres rectangulaires  d'une  section 
droite  (lig.  249).  Nous  supposerons 
que  le  plan  que  l'on  enroule  est 
confondu  avec  le  plan  des  zx,  la 
droite  Az\  génératrice  suivant  la- 
quelle ce  plan  coupe  le  cylindre,  res- 
tant fixe  quand  on  enroule  le  plan. 
De  plus  nous  supposerons  que  la 
droite  (D)  part  de  X  et  fait  avec  Ox  / 

un  angle  égal  à  6. 

Nous  allons  chercher  à  exprimer 
les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point 
quelconque  M  de  l'hélice,  situé  sur 
une  génératrice  PM,  en  fonction  d'un 
paramétre  variable,  ce  paramètre 
étant  l'angle  AOP  =  t. 

Soit  M,  le  point  de  la  droite  (D) 
qui  correspond  à  M  ;  il  résulte  do 
la  définition  que  l'on  a  : 


f- 


arc  AP  =  AP,, 

PÏ!  =  P;M^=ÂF,tge=arcÂPx  tg  e. 

La  cote  PM  d'un  point  M  de  Vhé- 
Uce  e^t  donc  proportionnelle  à  l'arc 

AP.  que  l'on  nomme  Vabscisae  cur-  Fig.  249. 

viligne  du  point  M. 

En  désignant  par  R  le  rayon  du  cylindre,  on  peut  écrire  : 

arc  ÂP  =  R/,        d'où  :        PÏir  =  2  =  Rtgex^  = 


kt. 


en  posant  :  ^  =  R  tg  0.  En  remarquant  que  les  points  M  et  P  ont  même  abscisse  et  môme 
ordonnée,  on  obtient  ainsi  les  expressions  de  x,  y,  s  en  fonction  de  t  : 

X  ^=  R  cos  /,        y  =  R  sin  /,        z  ==  kt. 

Le  point  M',  qui  correspond  à  la  valeur  Z  +  T  du  paramètre,  a  pour  coordonnées  : 
a;'  =  Rcos  (^  +  T),        y' =  R  sin  (/  +  T),        z'  =  k(t  +  'ï)\ 

on  le  déduit  donc  du  point  M  en  faisant  tourner  M  d'un  angle  T  autour  de  Os  et  en  dépla- 
çant ensuite  ce  point  de  ArT  le  long  de  Oz.  Ce  double  déplacement  imprimé  au  cylindre  se 
nomme  déplacement  hélicoïdal  ;  il  a  pour  effet  de  faire  glisser  Vhélice  sur  elle-même. 
En  particulier,  pour  T  =  27:,  on  a  : 


i', 


y'  =  y,        2'  =  3  +  tr.k  =  z+  hy 


en  posant  h  =  ïrizk.  Cette  longueur  h  est  appelée  le  pas  de  Ihélice. 

Il  résulte  des  formules  précédentes  que  l'hélice  est  formée  d'une  infmité  d'arcs  que  l'on 
obtient  en  effectuant  sur  l'un  d'eux  une  translation  parallèle  &  l'axe  du  cylindre  et  égale 
à  un  multiple  de  h  ;  chacun  de  ces  arcs  est  une  spire  de  l'hélice. 

Sens  de  Vhélice.  —  Supposons  que  le  point  M  décrive  l'hélice  d'un  mouvement  continu, 
et  considérons  un  observateur  placé  sur  Taxe  du  cylindre  de  manière  qu'il  voie  ce  mobile 
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se  déplacer  de  bas  en  haut.  Si  le  mouvement  paraît  s'effectuer  de  gauche  à  droite,  Iliélice 
est  dite  dextrorsum;  dans  le  cas  contraire,  l'hélice  est  dite  sinistrorsum.  Par  exemple,  rhé< 
lice  tracée  sur  la  figure  est  dextrorsum  ;  le  sens  ordinaire  de  la  vis  est  sinisirorsum. 

529.  RÉCIPROQUEMENT,  supposoDs  données  les  équations  : 

(1)  x  =  fit),       y  =  g(t),       z  =  h{t), 

dans  lesquelles  /*(/),  g{t)  et  h{t)  sont  des  fonctions  quelconques  de  t,  définies 
et  continues  dans  certains  intervalles.  Désignons  par  t  une  valeur  quel- 
conque de  la  variable  comprise  dans  l'un  de  ces  intervalles,  par  x,  y,  z  les 
valeurs  correspondantes  de  f{t),  g{l),  h{t),  et  considérons  le  point  M(a;,  y,  z). 
Lorsqu'on  fait  varier  t  dans  chacun  des  intervalles  de  continuité,  x,  y,  z 
varient  d'une  manière  continue,  le  point  M  correspondant  se  déplace  d'un 
mouvement  continu  et  décrit  des  arcs  de  courbe  dont  l'ensemble  constitue  une 
courbe  (G).  Nous  dirons  que  les  équations  (1)  représentent  la  courbe  (G). 


TANGENTE 


530.  Équations  delà  tangente.  —  Prenons  sur  la  courbe  (G),  définie  par  les 
équations  (1),  un  point  M(a;,  y,  z)  correspondant  à  la  valeur  t  du  paramètre, 
et  un  point  Mi(x  +  ^,  V  +  ^y,  z  -\-  M)  correspondant  à  la  valeur  l  +  ^^ 
Lorsque  Mi  se  déplace  sur  (G)  et  se  rapproche  indéfîniment  de  M,  la  position 
limite  de  la  sécante  MMi  est  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M,  qui  est  appelé 
point  de  contact. 

Gette  définition  de  la  tangente  est  identique  à  celle  que  nous  avons  don- 
née dans  le  cas  particulier  des  courbes  planes  (n®  138). 

Les  équations  de  la  droite  MMi,  qui  joint  les  deux  points  3f  et  Mi,  sont 

(n^  484)  : 

X—x       Y— y       Z—z 

Ax  Ay  àz     ' 

ou,  en  divisant  par  M  les  trois  dénominateurs  : 

X  —  x      Y  — y      Z-^z 

Ax  Ay  A^;     ' 


A^  A^  A/ 

Supposons  que  Mi  se  rapproche  indéfiniment  de  M;  A^  tend  vers  zéro, 

Ao?      Ay       Aj 
et  les  rapports  -^  ,  ~  ,  -jj-  tendent  respectivement  vers   les  dérivées 

f'{t),  g'(t),  h'{t).  Les  équations  de  la  tangente  sont  donc  : 

X  — a?      Y  — y      Z  —a 


m      1^'w      m  ' 

et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 
Théorème.  —  Les  coefficients  directeurs  de  la  tangente  à  une  courbe 
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X  =  fit),  y  =  g{i),  z  =  h{t)  sont  respectivemenl  égaux  aux  valeurs  des  déri- 
vées f(t),  çf{t),  h\t)  pour  la  valeur  de  t  qui  correspond  au  point  de  contact, 

631 .  Projtction  de  la  tangente.  —  Théouéme.  —  La  tangente  en  un  point  de  la  projection 
d'une  courbe  est,  en  général,  la  projection  de  la  tangente  à  la  courbe  au  point  correspondant. 

En  effet,  projetons  par  exemple  Bur  le  plan  des  xy  ;  le  système  de  deux  équations  : 

X  =  nt).      y  =  9(t), 

représente  (n«  170)  une  courbe  plane  (c),  qui  est  la  projection  de  (C).  D'autre  part,  Téqua* 
tien  : 

X->ar   _  Y  —  y 

m       9\t)  ' 

représente,  en  général  (n»  480),  la  projection  de  la  tangente  à  (G)  au  point  M(a;,  y,  z)  ;  cette 
projection  passe  par  le  point  m(Xt  y)  projection  de  M,  et  a  pour  coefficient  angulaire  "^  ,>  ; 

c'est  donc  (n*  171)  la  tangente  en  m  à  la  courbe  [c).  C.  Q.  F.  D. 

Le  raisonnement  est  en  défaut  pour  f*{t)  =  g\t)  =  0.  Dans  ce  cas,  si  l'on  a  en  outre 
h'{t)  zifz  0,  la  tangente  à  (C)  est  parallèle  à  0:;,  et  sa  projection  est  un  point.  On  verra 
plus  loin  (n*  536)  quelle  est  alors  la  tangente  en  m  à.  la  projection. 

632.  Ootinus  directeurs  de  la  tangente.  —  Supposons  les  axes  rectangulaires.  Les  coeffi- 
cients directeurs  de  la  tangente  à  (C)  au  point  M(a*,  y,  z)  étant /^(2),  g\t)^  ^'(0»  ^^^  cosinus 
directeurs  de  cette  tangente  sont  (n«  508)  : 

cos  a  =  =fc    ,  .   .  ^      »  COB  p  =  ±    ,.  » 

cos  Y  =  =c 


sjnt)  +  g^\t)  +  ;i'«(0  ' 
le  signe  commun  étant  déterminé  si  Ton  choisit  un  sens  positif  sur  la  tangente. 

533.  Exemple.  —  Tangente  à  rhélice  circulaire.  —  Cette  courbe  étant  définie  par  les 
équations  (n**  528)  : 

a-  =  R  cos  ty       y  =  R  sin  /,        z  =  kt^ 

les  coefficients  directeurs  de  la  tangente  seront  : 

a-j  =  —  R  sin  /,        y{  =  R  cos  /,       5{  =  k, 

et  les  cosinus  directeurs  : 

—  R  sin  ^  -         R  cos  t  * 

cos  a  =  ■  ,  — ,       cos  p  =    r  ,       cos  y  = 


V/R*  +  **  '  ^      V^R*  +  *•  *  ^       V^R*  +  *•  ' 

en  prenant  comme  sens  positif  le  sens  de  la  tangente  qui  correspond  aux  valeurs  crois- 
santes de  /  &  partir  du  point  de  contact. 

On  déduit  de  la  dernière  équation  que  y  est  indépondanf  de  ty  c'est-à-dire  que  la  tangente 
à  rhélice  fait  un  angle  constant  avec  les  génératrices  du  cylindre. 

On  peut  établir  géométriquement  cette  proposition  en  remarquant  que  si  l'on  imprime 
au  cylindre  un  déplacement  hélicoïdal  convenable  autour  de  son  axe,  l'hélice  glisse  sur 
elle-même,  et  la  tangente  en  l'un  de  ses  points  vient  coïncider  successivement  avec  toutes 
les  tangentes  à  la  courbe. 

Sous-tangente  à  l'hélice.  —  Dans  l'hélice,  on  nomme  sous- tangente  (fig.  249)  la  projection 
PT  sur  le  plan  des  xy  de  la  portion  MT  de  la  tangente  comprise  entre  ce  plan  et  le  point 
de  contact. 

Nous  avons  trouvé  : 

cos  Y  ==  COS  PMT  =    ,  =    r-  =  sm  0, 

'  v/r«  +  a*      v/R« -f  R«  tg*  0 

en  tenant  compte  de  l'égalité  A;  =  R  tg  0. 
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L'angle  PMT  est  donc  complémentaire  de  6,  et  l'on  a  : 

1>Ï  =  PM  cotg  0  =  P,M,  cotg  e  =  AP,  =  arc  AP. 

Donc,  dans  V hélice,  la  sous-tangente  est  égale  à  Vabscisse  curviligne  du  point  de  contact. 
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534.  Considérons  sur  une  courbe  (C)  un  point  M  et  un  point  voisin  M^  ;  soient  MT  et  M|T| 
les  tangentes  en  ces  points.  On  nomme  plan  osculateur  en  M  à  la  courbe  (C)  la  limite  vers 
laquelle  tend  le  plan  mené  par  MT  parallèlement  à  MjT,.  lorsque  M,  se  rapproche  indé- 
finiment de  M. 

La  courbe  étant  représentée  par  les  équations  : 

W  ^  =  r{t).       y  =  9(1).       z  =  h(t], 

cherchons  l'équation  du  plan  osculateur  au  point  M(Xf  y,  z)  qui  correspond  à  la  valeur  t 
du  paramétre.  Les  équations  de  la  tangente  MT  sont  (n«  530)  : 


X 


Y-y 


Z—z 


m  ~  9V)       h'(t)  • 

La  tangente  au  point  M^,  correspondant  à  la  valeur  t  -{-  ^t  dn  paramètre,  a  pour  coeffi- 
cients directeurs  /{/  +  A/),  g'{t  +  M),  h'(t  +  M).  Le  plan  mené  par  MT  parallèlement  & 
M,T,  a  donc  pour  équation  (n»  507)  : 

X  "  X  Y  — y 

m  9'(t) 

nt  +  M)         9'(t  +  M) 
X  —  A-  Y  —  y 

m  9V) 

ru  +  M)  >-  rit)       g'{t  +  M)  ~  g'it) 
M  It 


ou  : 


Z  — z 

h'{t) 

=  0. 

h'(t  +  A^ 

Z  —  z 

h'(t) 

h'{t  +  M)  —  h'it) 

A 

t                 1 

=  0. 


Supposons  que  M^  se  rapproche  indéiinimcnt  de  M,  A/  tend  vers  zéro  ot  les  éléments  de  la 
dernière  ligne  tendent  respectivement  vers  /^'(/),  g"{t),  h"(t).  L'équation  du  plan  osculateur 
est  donc  : 

X  —  i-       Y  —  y       Z— s 

(2)  r(t)  9V)  hV) 

r(i)      9"{i)      /i"(o 

Cas  particulier.  —  Lorsque  la  courbe  est  plane,  le  plan  osculateur,  d'après  sa  détiniUont 
se  confond  en  chaque  point  avec  le  plan  de  la  courbe. 

636.  Exemple.  —  Plan  osoulateur  à  l'hôlioe  ciroulaire.  —  Cette  courbe  étant  définie  par 

les  équations  (n»  538)  : 

a:  =  R  C08  /,        y  =  R  sin  /,        s  =  kt^ 

on  trouve  facilement  : 

x'  =  —  R  sin/,       y'  =  R  cos  t,       z'  =  k; 
x"  =  —  R  cos  /,       y"  =  —  R  sin  /,        z"  =  0. 

En  remplaçant  dans  (2),  on  obtient  l'équation  du  plan  osculateur  à  l'hélice  : 

(X  —  x)  A  sin  /  —  (Y  —  y)  A  cos  /  +  R  (Z  —  s)  =  0, 

qui.  vn  tenant  compte  des  relations  a:  =  R  cos  /,  y  =  R  sin  /,  peut  être  écrite  : 

/f(Xy  —  Ya-v  +  R*(Z  -  2)  =  0. 

Ce  plan  passe  par  la  droite  d'éciuations  : 

Z  —  s  =  0,        Xy  —  Ya-  =  0, 
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Courbure  des  courbes  gauches. 

Cône  directeur  des  tangentes  ;  plan  osculateur.  —  Reprenons  la  définition  dounêo  au 
n»  534  du  plan  osculateur  à.  une  courbe  gauche  (G)  en  un  point  M.  Pour  cola,  considérons 
le  cône  de  sommet  M,  dont  les  génératrices  sont  parallôies  aux  tangentes  à  (C);  on  Tappollc 
cône  directeur  des  tangentes  de  la  courbe  (G);  il  contient  la  tangente  en  M.  MT.  Le  plan 
tangent  au  cône  directeur,  le  long  de  cette  tangente  MT,  se  confond  avec  le  plan  osculateur 
à  (C)  au  point  M,  car  on  sait  que  ce  plan  tangent  est  la  limite  d'un  plan  passant  par  MT 
t?t  une  génératrice  infiniment  voisine  du  c6ne  directeur. 

Normale  principale  ;  binormide.  —  Nous  établirons  maintenant  une  propriété  remat- 
ijuable  du  plan  osculateur,  laquelle  n'est  d'ailleurs  qu'une  autre  forme  do  celle  qui  fait 
l'objet  du  n»  536. 

Soit  la  courbe  (G)  représentée  par  les  équations  : 

in  x:=m,       y=g[t),       z=:h(t). 

et  M«(xo,  y«,  Zù)  un  point  de  cette  courbe  répondant  à  la  valeur  /o  du  paramètre.  Par  la 
tangente  MoTo  à  la  courbe  en  Mo,  menons  un  plan  arbitraire  (P);  la  tangente  ayant  pour 
(■oefTicienls  directeurs  AMi  O'W*  ^'(M  i^"  530),  le  plan  (P)  est  représenté  par  léquahoïi  : 

A(X  —  a-o)  +  B(Y  -  j/o)  +  ClZ  -  zo)  =  0, 

avec  la  condition  (n«  506)  : 

Antc)  +  Bg\to)  +  Ch'îto)  =  0. 

Pour  étudier  la  position  de  la  courbe  (G)  par  rapport  au  plan  (P),  dans  le  voisinas»^  «l»» 
Mo.  il  faut  étudier,  pour  les  valeurs  voisines  de  ^o,  le  signe  de  la  fonction  de  t  : 

u  =  A[f(l)  -  A^o)]  -f  Blg(t)  -  g(to)]  +  C[h{t)  -  /i(/o)]. 

Par  un  procédé  analogue  à,  celui  qui  a  été  suivi  pour  définir  la  concavité  d'une  rouiix^ 
plane  (n»  143),  on  constate  que,  pour/  =  /o,  cette  expression  et  sa  dérivée  première  s'annu- 
lent et  que  sa  dérivée  seconde  prend  la  valeur  : 

u"  =  ArV*)  +  B^"(/o)  -f  G/»"(/o). 

Or,  en  général,  cette  valeur  ne  s'annule  que  si  (P)  est  le  plan  osculateur  à  (C)  au  point  M.> 
in*  534);  pour  tout  autre  plan,  elle  est  donc  différente  de  zéro.  11  en  résulte,  dans  le  cas 
général,  que,  de  tous  les  plans  tangents  passant  par  AfoTo,  le  plan  osculateur  est  le  seul  qui 
traverse  la  courbe  en  Afo,  tous  les  autres  restant  d*un  même  côté  de  la  courbe  dans  le  voi- 
sinage de  Me. 

Gette  propriété  justifie  la  définition  suivante  :  la  normale  principale  à  la  eourbo  au 
point  Mo  est  la  demi-droite  issue  de  Mq,  normale  à  la  courbe  en  Mo,  située  dans  le  plan 
osculateur  en  ce  point  et  placée  du  même  côté  que  la  courbe  par  rapport  à  tout  autre  plan 
rfui  contient  la  tangente  en  Me. 

Enfin,  la  perpendiculaire  en  Mo  au  plan  osculateur  à  la  courbe  en  ce  point  est  appcb'M* 
binot^iale;  à  chaque  point  de  la  courbe  on  fait  ainsi  correspondre  trois  directions  formant 
un  trièdre  trirectangle  :  la  tangente j  la  normale  principale  et  la  binormale. 

Courbure  et  rayon  de  courbure.  —  On  dofmit  la  courbure  et  le  rayon  de  courbure  «l'un»' 
courbe  gaucho  de  la  même  manière  que  pour  une  courbe  plane.  Calculons  le  rayon  do 
courbure  de  la  courbe  (G)  représentée  par  les  équations  (I),  en  un  point  M(x,  y,  z)  répon- 
dant à  la  valeur  /  du  paramètre. 

Les  coefficients  directeurs  de  la  tangente  en  M  sont  : 

et  ceux  de  la  tangente  en  un  point  voisin  M'u  +  ^-^'i  y  +  ^.y.  -  +  ^^l»  correspondant  à 
la  valeur  /  -f~  ^^  ^^  paramètre,  sont  : 

y  -f  Ax'  =  /"(/  -f  At),        y'  +  Ai/'  ==  g'[/  +  A/i.        z'  +  Az'  =  h'{t  +  A/i. 
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On  a  donc  successivoinent,  aprrs  réductions  (n*  540)  : 

8in 


^"'  «  -  V  i^-"  +  y'* + -'•)  [t^-'  -f  Axr  +  (y'  -I-  £^yr  4-  (=' + A^r •  ' 

corde  MM'  =  Vax*  +  Ay'  -f  A«% 


d*uù.  à  la  limile 


(il 


•'■"»  y"»  -"  désignant  les  valeurs  dos  dérivées  secondes  de  .r,  y,  s,  pour  la  valeur  de  /qui 
correspond  au  point  M. 

Exemples.  -—  1"  Courbure  de  l'hôlice  circulaire.  —  Dans  le  cas  d'une  hélice  circulaire. 
(n«  528)  de  pas  2irA,  tracée  sur  un  cylindre  do  rayon  a,  on  a,  d'après  les  expressions  ûc 
.r',  y',  s',  t",  y",  2"  données  au  n«  535  : 

yV'  —  cV  =  a*  sin  /,        z'j"  —  a-'z  '  r^  —  ak  cos  /.        .>'//"  —  y'x"  =  a*. 


La  courbure  de  l'hélice  circulaire  csl  donc  constante. 

2o  Application  aux  courbes  planes.  —  La  formule  obtenue  (2i.  où  l'on  fait  s  =  0,  s'appli- 
que à  une  courbe  plane,  lorsiiue  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  courbe  sont  exprimé**? 
en  fonction  d'un  paramètre  t.  On  obtient  ainsi  : 


R  = 


^v'y"  -  y'.r"\ 


expression  qu'il  sera  facile  de  retrouver  j)ar  un  calcul  direct. 

En  appliciuant,  par  exemple»  cette  formule  à  la  cycloide  (n»  173).  décrit^i  par  un  point 
d'une  circonférence  de  rayon  «,  <m  trouve  : 

R  =  4a  sin  -jj-  • 

On  en  déduit  facileutent  que  ce  rayon  de  courbure  est  égal  au  double  de  la  longueur  de 
la  normale  MA  (fig.  105). 

Centre  de  courbure;  cercle  de  courbure.  —  On  a^tpelle  centre  de  courbure  dunecourk 
gauche  en  un  point  M  l'extrémité  G  de  la  longueur  MG,  égale  au  rayon  de  courbua*, 
portée  sur  la  normale  principale  en  M  à  parlir  de  ce  point.  Enfin,  le  cercle  de  courburf 
en  M  est  le  cercle  situé  dans  le  plan  osculateur  en  M.  ayant  pour  centre  et  rayon  le  centre 
«ît  le  ravon  de  courbure. 

EXERCICES 

Courbes  planes.  —  1 .  Le  centre  de  courbure  d'une  rourbo  plane  osi  le  ]M>iQt  oii  la  normale  à  celte  courlc 
touche  sou  enveloppe  :  cette  enveloppe  est  appelée  développée  de  la  courbe. 

t.  Centre  de  courbure  de  la  iraclricc  (n*  165'  :  la  développée  de  la  tractrice  est  une  chainette. 

:i.  Rayon  et  centre  de  courbure  de  la  courbe  x  =  /"/),  y  =^g[t).  Appliquer  a  la  cyclotde  :  la  développée  es. 
une  autre  cycloïde. 
Appliquer  aux  courbes  des  n"»  25  et  27  (page  131  j. 

4.  Rayon  et  centre  de  courbure  do  la  courbe  ^  ^  /".«).  Appliquera  la  cardioide  (n*  189),  à  la  ipinde  iofit- 
rithmique  (u«  184)  :  la  développée  est  une  autre  spirale  logarithmique. 

Courbes  gauches.  —  5.  Calculer  :    1"  les  coonicienU   directeurs  de  la  normale  principale  à  one  «Mirl'O 
gauche;  2"  les  coordonnées  de  son  centre  de  courbure. 

0.  Le  liou  des  centres  de  courbure  d'une  hélice  circulaire  est  une  autre  hélice  circulaire  de  même  pas. 
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qui  est  le  rayon  MN  du  cylindre  au  point  M  (fig.  249).  Donc,  le  plan  osculateur  à  Vhélice 
en  un  point  passe  par  le  rayon  du  cylindre  en  ce  point. 

536.  Application.  —  Projection  d'une  courbe  au  voisinage  d'un  point  oii  la  tangente  se 
projette  suivant  un  point. 
Considérons  une  courbe  (C)  : 

x  =  f(l),       y  =  g[t),       z  =  h(t). 

et  supposons  que  pour  une  valeur  particulière  t^  de  t,  on  ait  :  f[t^)  =  ^'(/o)  =  0,  avec 
A'(7e)  ^  0  ;  c'est  le  cas  rencontré  au  n*  531  lorsque  la  tangente  au  point  correspondant 
M(j:e,  ^o,  Zo)  est  parallèle  à  Oz  et  se  projette  sur  le  plan  des  xy  suivant  un  point. 
L'équation  du  plan  osculateur  en  ce  point  se  réduit  alors  (n»  534)  à.  : 

(X  -  a-o)  g"{U)  -  (Y  -  y.)  /"(/.)  =  0. 

Ce  plan,  parallèle  k  Oz^  est  ainsi  défini  par  sa  trace  sur  le  plan  orOy.  laquelle  passe  par 

q"{to) 
le  point  m(a-o,  y©)  et  a  pour  coefficient  angulaire    •^,.,  .     • 

D'autre  part»  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  m(aro,  ^o)  à.  la  projection  (c)  de  la 
courbe  (C)  est  (n*  139)  la  limite,  lorsque  /  tend  vers  /©,  du  rapport  ^^ — 7^  =  -=777^ rpr  ; 

en  appliquant  deux  fois  la  règle  de  l'Hôpital,  on  trouve  que  cette  limite  est   '![„,/>    .  Donc  : 

Théorème.  —  Lorsque  la  tangente  à  une  courbe  en  un  point  M  se  projette  suivant  un 
point  m,  la  tangente  en  ma  la  projection  de  la  courbe  est  la  trace,  sur  le  plan  de  projec- 
tion,  du  plan  osculateur  en  M. 

Remarquons  en  outre  que,  pour  t  =  to,  x  et  y  passent  simultanément,  en  général,  par  un 
maximum  ou  un  minimum.  La  projection  de  la  courbe  a  donc,  en  général,  un  rebrousse- 
ment  en  m. 


CHAPITRE  II 


SURFACES 


SURFACE  DÉFINIE  PAR  UNE  ÉQUATION  5  =/*(a?,  y) 

537.  —  Considérons  (fig.  350)  une  portion  continue  de  surface,  ou  une 
nappe  de  surface,  et  trois  axes  de  coordonnées  Ox,  Oy,  Os,  placés  de  telle 
façon  que  toute  parallèle  k  Oz  rencontrant  la  surface  ne  la  coupe  qu'en  un 

seul  point.  Par  un  point  F{x,  y)  du 
plan  des  xy^  menons  une  parallèle 
à  Oz  qui  rencontre  la  surface  en  un 
point  M{x,  y,z),  A  chaque  système 
de  valeurs  de  x  et  y,  choisies  dans 
des  limites  convenables,  correspon- 
dent un  point  P  du  plan  des  xy  et 
un  point  M  de  la  surface  ;  il  en  ré- 
sulte que  la  cote  z  d*un  point  de  la 
surface  est  une  'fonction  définie  et 
continue  des  deux  variables  x  eiy  i 

-  =  fi^>  y)' 

Exemple.  —  I.  A  un  plan  non  parallMe 
à  Ozy  nous  avons  fait  correspondre  1  équa- 
tion z  =  mx  -|-  ny  +  h  (n*  487). 

II.  A  un  hémisphère  de  centre  0  et  de 
rayon  R,  situé  au-dessus  du  plan  des  xy. 


Fig.  250. 


correspond  de  même  l'équation  J2^=y/R"  —  x*  —  y*,  si  les  axes  sont  rectangulaires  (n'  523). 

538.  RÉCIPROQUEMENT,  étant  donnée  une  fonction  z  =  f(x,  y),  définie  et  con- 
tinue dans  certains  intervalles,  à  chaque  système  de  valeurs  de  x  et  de  y  con- 
venablement choisies  correspondent  une  valeur  de  z  et  un  point  M(a:,  y,  z). 
Lorsqu'on  fait  varier  x  ei  y  dans  les  intervalles  de  continuité,  z  varie  d'une 
manière  continue,  et  le  point  M  correspondant,  se  déplaçant  d'un  mouvement 
continu,  décrit  des  nappes  de  surface  dont  l'ensemble  constitue  une  surface  (S). 
Nous  dirons  que  z  =  f{x,  y)  est  Véqualion  de  la  surface  (S),  ou  que  (S)  est 
représentée  par  cette  équation. 

539.  Plan  tangent.  —  Théorème.  —  Le  lieu  des  tangentes  menées  en  un 
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point  M  (Tune  surface,  à  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface  par  le 
point  U,  est^  en  général,  un  plan. 

Ce  plan  est  appelé  plan  tangent  à  la  surfa^ce  au  point  M. 

En  effets  l'équation  de  la  surface  (S)  étant  : 

(i)  2  =  f{x,  y), 

traçons  sur  la  surface  par  le  point  M(a7,  y,  z)  une  courbe  quelconque  (C) 
(ftg.  251).  Nous  pouvons  considérer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  (G)  comme  des  fonctions  d'un  paramètre  t 
vérifiant  identiquement  la  relation  (1),  puis- 
que la  courbe  est  sur  la  surface.  Les  équa- 
tions de  la  tangente  MT  à  la  courbe  CG)  sont 
(n^  530)  : 

^2^  X  —  x      Y-y       Z  —  z 


x\ 


y't 


Les  fonctions  a;,  y,  z  vérifiant  identique- 
ment la  relation  (1),  z  est  une  fonction  com- 
posée de  t,  qiii  a  pour  dérivée  : 

(3)  z\  =  flx\^f;,y',. 


Fig.  251. 


Pour  avoir  le  lieu  de  la  tangente  MT,  nous  éliminerons  a?!,  y{,  Zt  entre 
les  équations  (2)  et  (3);  il  suffit  pour  cela  de  remplacer,  dans  l'équation  homo- 
gène (3),  x\,  y\,  z\  par  les  quantités  proportionnelles  X  —  x,Y  —  y,  Z  —  z 
tirées  de  (2).  L'équation  du  lieu  est  donc  : 

elle  représente  un  plan.  C.  Q.  F.  D. 

Pour  abréger,  nous  désignerons  par  jo  et  ^  les  dérivées  partielles  de  z  par 
rapport  à  a?  et  à  y,  et  nous  poserons  : 

Avec  cette  notation,  l'équation  du  plan  tangent  devient  : 
(4)  Z— 3f-p(X  — a?)  +  î(T-y). 

540.  Normale.  —  La  normale  en  un  point  M  d'une  surface  est  la  perpen^ 
diculaire  au  plan  tangent  en  M,  menée  par  ce  point. 

La  perpendiculaire  menée  par  le  point  M(a?,  y,  z)  au  plan  tangent  repré- 
senté par  l'équation  (3)  sera  donc,  en  axes  rectangulaires  (n®511)  : 

\  —  x      Y—t/       Z  —  z 

541.  Exemple.  —  Les  axes  étant  rectangulaires,  l'équation  d  une  sphère  de  centre  0  et  de 
rayon  R  est  (n»  523)  : 

a;t  ^  y.  ^  .t  __  Rt  ^  Q^        ou  .        s  =  ±  y/R«  —  a«  —  y*  ; 
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on  en  déduit  : 

L'équation  du  plan  tangent  au  point  M(ar,  y,  z)  est  donc  : 
Z  -  s  =  -  ^{X  -  a;)  -V 'Y  -  y)'        «u  :        a-X  +  y  Y  +  zZ  -  (ar«  +  y«  +  5»)  =  0, 

ou  enfin,  le  point  M  étant  sur  la  sphère  : 

a:X  4.  yY  +  sZ  -  «•  =  0. 

De  même,  les  équations  de  la  normale  sont  : 

X-  X  __  Y  — y  _'z-  z  2L  — JL—A. 

j;  y  z       '  '        X  y  5* 

cette  normale  est  confondue  avec  le  rayon  OM  qui  aboutit  au  point  de  contact.  On  vériGe 
ainsi  une  propriété  éléntentaire  du  plan  tangent  à  la  sphère. 

SURFACE  DÉFINIE  PAR  UNE  ÉQUATION  f[x,  t/,  z)  =0 

542.  —  Une  surface  est  souvent  définie  par  une  propriété  géométrique 
commune  à  chacun  de  ses  points.  En  traduisant  analytiquement  cette  pro- 
priété, on  établit  une  équation  : 

Cl)  f{^.  y.  2)  =  0, 

qui  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  (x,  y,  z)  appar- 
tienne à  la  surface.  On  dit  alors  que  f(x,  y,  z)  =^0  est  Véquation  de  la  sur- 
face, ou  que  la  surface  est  représentée  par  cette  équation.  C'est  ainsi  que 
nous  avons  trouvé  Téquation  de  la  sphère  (n*  522). 

Cette  méthode  est  l'extension  de  la  méthode  directe  employée  en  Géomé- 
trie plane  dans  la  recherche  d'un  lieu  géométrique  (n*  248j. 

Réciproquement,  soit  donnée  une  équation  de  la  forme  (1),  que  nous  sup- 
poserons, pour  simplifier,  algébrique  et  entière  ;  et  reprenons  un  raisonne- 
ment déjà  utilisé  (n°  207).  On  établit  en  Algèbre  que,  si  l'on  fait  variera? 
et  y  dans  certains  intervalles  que  l'on  sait  déterminer,  l'équation  (1)  définit 
une  ou  plusieurs  fonctions,  z,  des  variables  x  et  y,  définies  et  continues  dans 
ces  intervalles.  Chacune  de  ces  fonctions  continues  est  de  la  forme  2=  <p(x,  y) 
et  représente  une  nappe  de  surface  (n*  538)  ;  l'ensemble  de  toutes  les  nappes 
que  l'on  obtient  ainsi,  en  faisant  varier  x  et  y,  constitue  une  surface  (S),  et 
l'équation  entière  fix,  y,  z)  =^0  est  l'équation  de  cette  surface. 

543.  Classification  des  surfaces.  —  Une  surface  est  dite  algébrique  ou 
transcendante  suivant  que  son  équation  (1)  est  algébrique  ou  transcendante. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  vu  à  propos  des  courbes  planes  (n*  209),  cette 
classification  est  indépendante  du  choix  des  axes  de  coordonnées,  car  les  for- 
mules de  transformation  de  coordonnées  sont  du  premier  degré  par  rapport 
aux  nouvelles  coordonnées  (n*^  476). 
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544.  Degré  d*une  surface  algébrique.  —  On  sait  qu'une  équation  algé- 
brique peut  toujours  ^tre  transformée  en  une  équation  équivalente,  algé- 
brique et  entière,  f{x,  y,  z)  =  0.  On  appelle  degré  de  la  surface  algébrique 
correspondante,  le  degré  du  polynôme  f{x,  y,  z). 

Les  formules  de  transformation  de  coordonnées  étant  linéaires,  on  établit 
facilement,  comme  nous  Tavons  déjà  fait  pour  les  courbes  planes  (n°  2l0j,  que 
le  degré  d'une  surface  algébrique  ne  dépend  pas  du  choix  des  axes  de  coor- 
données; c'est  un  caractère  géométrique  de  la  surface. 

Par  exemple,  le  plan  est  une  surface  du  premier  degré,  la  sphère  est  une 
surface  du  second  degré. 

Théorème.  —  Toute  section  plane  dune  surface  algébrique  de  degré  m 
est  une  courbe  algébrique  dont  le  degré  est  au  plus  égal  à  m. 

Effectuons,  en  effet,  une  transformation  de  coordonnées,  et  prenons  le  plan 
sécant  comme  plan  des  xy.  On  obtiendra  Téquation  de  la  section  plane  en 
faisant  2^  ==0  dans  Téquation  nouvelle  de  la  surface  ;  celle-ci  étant  de  degré  m, 
le  degré  de  la  courbe  ne  peut  évidemment  dépasser  m. 

Ainsi,  toute  section  plane  d'un  plan  est  une  droite,  ligne  plane  du  premier 
degré. 

Corollaire.  —  Une  droite  quelconque  rencontre  une  surface  algébrique 
de  degré  m  en  m  points  au  plus,  à  moins  qu'elle  ne  soit  située  tout  entière 
sur  la  surface. 

Car  un  plan  quelconque  mené  par  la  droite  coupe  la  surface  suivant  une 
courbe  algébrique  dont  le  degré  est  au  plus  égal  à  m,  et  la  droite  ne  peut 
couper  celte  courbe  en  plus  de  m  points  (n®  210),  à  moins  qu'elle  ne  fasse 
partie  de  la  courbe  et,  par  suite,  de  la  surface. 

545.  S]rinétrie  dans  les  surfaces.  —  On  étudiera,  comme  aux  n^"  268  et  269, 
les  symétries  dans  les  surfaces  algébriques  ;  les  conclusions,  faciles  à  établir, 
sont  les  suivantes  : 

io  Si  une  surface  est  symétrique  par  rapport  à  Vorigine,  les  degrés  de 
tous  les  termes  de  son  équation  sont  de  même  parité^  et  réciproque- 
ment; 

2*  Si,  en  axes  rectangulaires,  une  surface  est  symétrique  par  rapport  à  un 
plan  de  coordonnées^  le  plan  des  xy  par  exemple,  son  équation  ne  contient 
que  des  puissances  paires  de  2,  et  réciproquement  (on  exclut  le  cas  d'une 
surface  comprenant  le  plan  de  symétrie)  ; 

3**  Si,  en  axes  rectangulaires,  une  surface  est  symétrique  par  rapport  à 
Vun  des  axes  de  coordonnées,  Oz  par  exemple,  les  degrés  de  tous  les  termes 
de  son  équation,  par  rapport  au  système  de  variables  x  et  y,  sont  de  même 
parité,  et  réciproquement. 

De  même,  on  démontrera,  comme  au  n^  271,  la  proposition  suivante  : 

Une  surface  algébrique  qui  a  plus  d'un  centre  de  symétrie  est  un  cylindre 
ou  un  système  de  plans  parallèles  ;  dans  le  premier  cas,  elle  a  une  infinité 


448  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

de  centres  situés  sur  une  droite  parallèle  à  ses  génératrices  ;  dans  le  second, 
elle  en  a  une  infinité,  situés  dans  un  plan. 

546.  Plan  tangent.  —  L'équation  d'une  surface  : 

(1)  f{x,  y,  z)  =  0, 

définit  z  comme  une  fonction  implicite  de  x  et  de  y^  que  nous  désignerons 
par 

(2)  2=cp(a?,  y). 

Nous  avons  vu  (n®  539)  que  la  surface  représentée  par  l'équation  (2)  a, 
au  point  (x,  y,  z),  un  plan  tangent  représenté  lui-même  par  l'équation  : 

(3)  Z--z=p(X-x)  +  q{Y-y\ 

en  posant  p  =  <pL  Q  =  ^y- 

Nous  avons  donc  à  calculer  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  implicite 
z,  de  deux  variables  x  et  y,  définie  par  la  relation  (1).  D'après  les  règles  éta- 
blies en  Algèbre,  ces  dérivées  sont  : 

(4)  p  =  —  yry  ^^~  JT  ' 

En  remplaçant  dans  (3)  p  ei  q  par  ces  valeurs,  on  trouve  l'équation  du 
plan  tangent  : 

(5)  (X-a?)A  +  (Y-y)/'i  +  (Z-s)r;=^0. 

547.  Plan  tangent  à  l'origine.  —  Si  la  surface  passe  par  l'origine,  son  équa- 
tion, supposée  entière,  est  vérifiée  pour  x=y  =  z  =  0  et  ne  contient  pas 
de  terme  constant.  En  groupant  dans  cette  équation  les  termes  de  même 
degré,  et  en  l'ordonnant  suivant  les  degrés  croissants,  elle  prend  la  forme  : 

f{x,  y,  z)  =  Iiz  +  By+Cz  +  <pj(a:,  y,  z)  +  ffz(x,  y,  z)  + =  0, 

les  constantes  A,  B,  C,  en  général,  n'étant  pas  toutes  nulles,  et  ç^(a?,  y,  z) 
désignant  l'ensemble  des  termes  de  degré  p. 

Dans  les  dérivées  de  f(x,  y,  z),  92  donne  des  termes  du  premier  degré  qui 
s'annulent  tous  pour  x  =  y  =  z  =  0;  il  est  de  même  pour  93,  et  ainsi  de 
suite.  On  a  donc  pour  x  =  y  =  z  =  0  : 

/•;  =  A,        /;=B,        fl  =  C, 

et  l'équation  du  plan  tangent  on  0  (x  =  y  =  j  =  0)  se  réduit  à  : 

Ax  +  By+Cz  =  0; 

d'où  la  règle,  analogue  h  celle  du  n**  217  : 

Si  une  surface  algébrique  passe  par  Vorigine,  on  forme  Inéquation  de  son 
plan  tangent  en  ce  point  en  égalant  à  zéro  V ensemble  des  termes  du  premier 
degré  du  premier  membre  de  son  équation. 


SURFACE  DEFINIE  PAR  UNE  EQUATION  f[x,  y,  -)  =  0  449 

548.  Normale.  —  La  normale  à  la  surface  (1)  en  un  point  {x,  y,  z),  étant 
perpendiculaire  en  ce  point  au  plan  tangent  (5),  a  pour  équations  (n°  511)  : 

X  — g?       Y— y       Z  —  z 

n  ~  n  '^  n  ' 

On  parviendrait  au  même  résultat,  en  remplaçant,  dans  les  équations  (5) 
du  n®  340,  p  et  q  par  les  valeurs  trouvées  (4). 

549.  Points  singuliers.  —  Si  en  un  point  (x,  y,  z)  de  la  surface  les  trois 
dérivées  partielles  /",,  f,j,  fi  sont  nulles,  on  a  : 

(6)  f(x,y,z)  =  0,        n  =  0,        n^O,        fi^O. 

Dans  ce  cas,  Téquation  (5),  qui  doit  représenter  le  plan  tangent  au  point 
(j;,  y,z),  n'existe  plus.  Les  équations  (6),  formant  un  système  de  quatre  équa- 
tions h,  trois  inconnues,  n*ont,  en  général,  aucune  solution,  ce  qui  veut  dire 
qu'une  surface  a,  en  général,  un  plan  tangent  en  chacun  de  ses  points. 

On  donne  le  nom  de  point  singulier  h  tout  point  dont  les  coordonnées 
vérifient  les  équations  (6). 

Par  exemple,  l'équation  du  plan  tangent  à  l'origine  (n**  547j  n'existe  plus, 
et  l'origine  est  un  point  singulier  d'une  surface,  lorsque  dans  l'équation  de 
cette  surface,  supposée  entière,  les  termes  de  moindre  degré  sont  de  degré 
supérieur  au  premier. 

Le  lieu  des  tangentes  menées  en  un  point  singulier,  à  toutes  les  courbes 
tracées  par  ce  point  sur  la  surface,  n'est  plus  un  plan,  c'est  nécessairement 
une  surface  conique.  Ainsi,  le  sommet  S  d'un  cùne  est  un  point  singulier  de 
cette  surface  ;  les  tangentes  menées  en  S  aux  courbes  tracées  sur  la  surface 
sont  les  génératrices  du  cône,  et  le  lieu  de  ces  droites  est  le  cône  lui-môme. 
Nous  vérifierons  plus  loin  (n^  65:2)  que  les  équations  (6)  sont  satisfaites  par 
les  coordonnées  du  sommet  d'un  cône  du  second  degré. 

550.  Seconde  forme  de  Téquation  du  plan  tangent.  —  Procédons  comme 
au  n®  240,  et  rendons  homogène  l'équation  f(x,  y,  z)  =  0  de  la  surface 
en  introduisant  une  variable  auxiliaire  t.  Par  exemple,  si  f(x,  y,  z)  est  un 

X       ÎJ        "^ 

polynôme  entier  de  degré  w,  nous  y  remplaçons  a;,  y,  z  par  — ,  -^-,  —,  et 
nous  multiplions  tous  les  termes  par  V", 

En  ordonnant  l'équation  du  plan  tangent,  on  obtient  : 

x/-;  +  Y/-;  +  zfi  -  (xfi + yn + =n)  =  O  ; 

mais,  d'après  l'identité  d'Euler,  on  a,  le  point  (x,  y,  z)  étant  sur  la  surfîice  : 

^/"i  +  yfi  +  ^n  +  tft  =  mflx,  y,  z,  t)  =  0. 
En  tenant  compte  de  cette  relation,  l'équation  du  plan  tangent  devient  : 

0)  x/-;  +  Y/-;  +  z/-/ +  ly;  =.  0, 

OÙ  l'on  doit  faire  ensuite  T  =  /  =  1. 

TnE?*sB  tT  Thybaut.  Géomélric  analytique.  29 
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551.  Cône  circonscrit.  —  Problème.  —  Par  un  point  donné,  mener  des 
plans  tangents  à  une  surface  donnée. 

Soient  donnés  (fig.  252)  un  point  A(Xos  Vo,  ^o)  et  une  surface  (S),  d'équation  : 

(1)  f{x,y,z)  =  0. 

Soit  U(x,  y,  z)  le  point  de  contact  inconnu  d*un  plan  tangent  mené  de  A  à 
la  surface.  Si  M  n'est  pas  un  point  singulier,  le  plan  tangent  en  ce  point  est 
représenté  par  IVquation  (7)  ;  pour  que  ce  point  réponde  à  la  question,  il 

faut  et  il  suffit  qu'il  soit  sur  la  surface,  et 
que  le  plan  tangent  en  ce  point  passe  par 
A,  c'est-à-dire  que  ses  coordonnées  incon- 
nues satisfassent  îi  l'équation  (1)  et  à  la  sui- 
vante : 

(8)    x^n + vofij  +  zofi  +  ton  =  0. 


On   est  ainsi   conduit  à  un   système  de 
deux  équations  (1)  et  (8)  à  trois  inconnues. 
X,  y,  z.  Le  problème  admet  donc,  en  géné- 
ral, une  infinité  de  solutions;  le  lieu  du 
lf^^  2tj2  point  de  contact  est  une  courbe  (C),  inter- 

section de  la  surface  (S)  avec  une  seconde 
surface  représentée  par  l'équation  (8). 

Considérons  le  cône  de  sommet  A  et  de  directrice  (C)  ;  nous  allons  montrer 
que,  en  tout  point  M  pris  sur  ((]),  ce  cône  et  la  surface  (S)  ont  môme  plan 
tangent.  En  effet,  soit  MT  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (G);  le  plan  tangent 
en  M  à  la  surface  passe  par  A  et  contient  cette  droite  MT  (n*  539)  ;  il  est  aussi 
tangent  au  cône,  puisqu'il  contient  les  tangentes  MT  et  MA  aux  lignes  (C)  et  MA 
tracées  par  M  sur  ce  cône. 

Ce  cône  est  appelé  cône  circonscrit  h  la  surface,  et  la  courbe  (C),  sa  courbe 
de  contact. 

En  particulier,  si  la  surface  (S)  est  du  second  degré,  l'équation  (8)  repré- 
sente un  plan,  el  la  courbe  de  contact  est  plane. 

Cylindre  circonscrit.  —  Problème.  —  Mener  à  une  surface  des  plans  tan- 
gents parallèles  à  une  droite  donnée. 

On  montrera  de  la  même  façon  qu'il  y  a  une  infinité  de  plans  tangents, 
menés  à  la  surface  (S),  parallèlement  à  une  direction  donnée  8;  le  lieu  du 
point  de  contact  de  ces  plans  est  une  courbe  (C),  intersection  de  la  surface  iSj 
avec  une  seconde  surface  représentée  par  l'équation  : 

pn + qfy  +  rn = 0, 

où  p,  q,  r  sont  les  coefficients  directeurs  de  S. 

On  démontrera  encore  que  le  cylindre  ayant  des  génératrices  parallèles 
h  8,  et  pour  directrice  (C),  est  tangent  à  la  surface  en  tout  point  de  (C)  ;  on 
l'appelle  cylindre  circonscrit  h  la  surface. 
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552.  Écpiations  de  la  courbe.  —  L'intersection  de  deux  surfaces  (S)  et  (Si), 
d'équations  : 

(  1  )  fix,  y,  z)  =  0,        g{x,  y,  z)  ^  0, 

ost  une  courbe  (C).  Cette  courbe  étant  formée  de  Tensemble  des  points  M 
(x,  y,  z)  dont  les  coordonnées  vérifient  le  système  d'équations  (1),  celles-ci 
sont  appelées  équations  de  la  courbe. 

Tout  système  d'équations  pouvant  être  remplacé  d'une  infinité  de  manières 
par  un  système  équivalent,  les  équations  d'une  courbe  peuvent  être  transfor- 
mées d'une  infinité  de  manières,  ce  qui  correspond  au  fait  que  par  une  courbe 
passent  une  infinité  de  surfaces. 

Toute  équation,  qui  est  une  conséquence  des  équations  (1),  représente  une 
surface  passant  par  la  courbe.  En  particulier,  si  l'on  élimine  z  entre  les  équa- 
tions (I),  on  obtient  une  équation  de  la  forme  : 

(2)  R(x,y)  =  0, 

qui  représente  une  surface  (S)  passant  par  (G).  Or,  à  toute  solution  x= a,  y  =  b 
de  cette  équation  correspond  une  parallèle  à  Oz,  dont  tous  les  points  sont 
situés  sur  (2).  La  surface  (2)  est  donc  le  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  h  Oz,  et  qui  passe  par  (C)  ;  autrement  dit,  l'équation  (2)  représente, 
dans  le  plan  des  xy,  la  projection  de  la  courbe  (G)  sur  ce  plan.  Ce  résultat, 
qui  a  déjà  été  établi  dans  le  cas  particulier  d'une  droite  (n<*480),  conduit  à  la 
règle  suivante  : 

On  forme  Véquation  de  la  projection  d'une  courbe  sur  Vun  des  plans  de 
coordonnées,  le  plan  des  xy  par  exemple,  en  éliminant  z  entre  les  équations 
de  la  courbe, 

553.  Tangente  à  la  courbe.  —  La  tangente  en  un  point  M{x,  y,  z)  de  (G) 
€»st  située,  d'après  la  définition  du  plan  tangent  (n*  839),  dans  le  plan  tangent 
en  M  à  chacune  des  surfaces  (Sj  et  (Si).  Gette  tangente  est  donc  l'intersection 
de  ces  deux  plans  ;  elle  est  représentée  par  le  système  d'équations  : 

(X-x)r::+(y-y)fi+{Z-z}n=0,(X-x)g;+(Y-y)g;-\-(z-z)gi  =  0. 

qui  peut  être  mis  sous  la  forme  : 

X  —  x Y—y Z  —  z 

fv9^  —  h9y  fzQr  —  fxQz  fxÇy  —  fyQx 

En  particulier,  la  tangente  en  un  point  M  de  la  section  plane  d'une  surface 
par  un  plan  (P)  est  l'intersection  de  (P)  et  du  plan  tangent  en  M  à  la  surface. 
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554.  —  Une  surface  est  définie  souvent  par  le  mouvement  d'une  ligne 
mobile,  appelée  génératrice,  assujettie  à  certaines  conditions.  Si  les  équations 
de  la  génératrice  (n**  5o2)  sont  : 

(1)  f{x,  y,  z,  \)  ^  0,  g{x,  y,  z,  l)  =  0, 

A  étant  un  paramètre  variable,  on  obtiendra  Téquation  de  la  surface,  lieu  des 
positions  de  la  génératrice,  en  éliminant  1  entre  les  équations  (1).  Pour  le 
montrer,  il  suffit  de  répéter  le  raisonnement  employé  dans  la  théorie  des 
lieux  géométriques  (n®  255 j. 

De  môme,  si  les  équations  de  la  génératrice  renferment  n  paramètres 
variables,  liés  par  (n  —  1)  conditions,  on  trouvera  l'équation  de  la  surface  en 
éliminant  les  n  paramètres  entre  les  (n  +  1)  équations  du  système  formé  par 

(1)  et  les  conditions  données  (n°  260). 

On  définit  souvent  1q  mouvement  de  la  génératrice  en  Tassujetlissant  à 
rencontrer  une  ou  plusieurs  lignes  fixes  appelées  directrices.  Si,  par  exemple, 
la  génératrice  : 

(2)  f{x,  y,  z,  \  |/.)  =  0,        g(x,  y,  z,  \  [i)  =  0, 

qui  dépend  des  deux  paramètres  variables),  et  |i,  doit  rencontrer  la  directrice  : 

(3j  Y{x,  y,  z)  =  0,        G{x,  y,z)=^Oi 

les  quatre  équations  (2)  et  (3)  doivent  être  vérifiées  par  les  coordonnées  du 
point  commun  aux  deux  courbes.  En  éliminant  x,  y,  z,  entre  les  équation^ 
(2)  et  (3),  on  trouvera  une  relation  de  condition  :  ç(>.,  jjl)  =  0;  et,  pour 
avoir  Téquation  de  la  surface,  on  devra  éliminer  1  et  ii  entre  cette  condition 
et  les  équations  (2). 

555.  Surfaces  réglées.  —  Lorsque  la  génératrice  variable  qui  engendiv  la 
surface  est  une  droite,  on  dit  que  la  surface  est  réglée.  Ainsi,  le  plan,  les 
cônes,  les  cylindres  sont  des  surfaces  réglées. 

On  remarquera  que  le  plan  tangent  en  un  point  M  d'une  surface  réglée  con- 
tient la  génératrice  rectiligne  {il)  qui  passe  par  ce  point,  car  la  tangente  en  M, 
à  (G)  se  confond  avec  cette  droite,  et  se  trouve  dans  le  plan  tangent  (n**  o30i 
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Les  équations  d'une  droite  quelconque  dépendant  de  quatre  paramètres 
variables  (n°481),  cette  droite,  pour  engendrer  une  surface,  devra  être  assu- 
jettie à  trois  conditions,  par  exemple,  à  rencontrer  trois  directrices  fixes. 

556.  ExBiiPLE  I.  —  Surface  engendrée  par  une  droite  mobile  rencontrant  trois  droites 
fijces  non  parallèles  à  un  même  plan. 

Soient  trois  droites  (A),  (B),  (G)  non  parallèles  à  un  môme  plan  (fig.  253).  Les  plans  menés 
par  chacune  d'elles,  parallèlement  à  chacune  des 
deux  autres,  sont  deux  à.  deux  parallèles  et  forment 
un  parallélipipède  dont  les  arêtes  sont  paraUèles  à 
(A),  (B),  (C).  Nous  prendrons  pour  origine  des  coor- 
données le  centre  0  de  ce  parallélipipède,  et  pour 
axes  Oa-,  Oy,  Os,  des  parallèles  à.  (A),  (B),  (G).  Soient 
2rt,  tb,  2c  les  longueurs  des  arêtes  de  ce  parallélipi- 
pède ;  en  dirigeant  convenablement  les  trois  axes, 
les  droites  (A),  (B),  (C)  sont  respectivement  représen- 
tées par  les  équations  : 


(A) 


}  z  =  - 


c. 


(B) 


(    X  =  —  fl, 


(C) 


(  a;  =  a 


Cola  posé,  une  droite  quelconque  rencontrant  (B) 
et  (C)  est  rintersection  de  deux  plans  menés,  l'un 
par  (B),  l'autre  par  (G)  ;  elle  est  donc  représentée  par 
les  équations  (n»  498)  : 


(i) 


Fig.  253. 

X  -\-  a  -\-X{z  —  c)  =  0,        X  —  a  +  [liy  -j-  6)  =  0, 


X  et  jji  étant  deux  paramètres  arbitraires.  La  condition  pour  qu'elle  rencontre  (A),  obtenue 
en  éliminant  or,  y,  z  entre  les  équations  (A)  et  (1),  est  : 

(9)  a  —  Xc  —  [i6  =  0. 

L'équation  de  la  surface  cherchée  s'obtient  enfin  en  éliminant  X  et  [i  entre  les  équations 
(1)  et  (2),  ce  qui  donne  : 

a(z  —  C)  {y  +  6)  +  c{x  +  a)  (j/  +  6)  +  b{jL'  —  a){z  —  c)  =  0,   ou  :  ayz  +  bzx  +  cxy  +  abc  =  0 
La  surface  est  donc  du  second  degré;  sa  forme  sera  déterminée  plus  loin  (n»  665). 

557.  Exemple  IL  —  Surface  engendrée  par  une  droite  mobile  rencontrant  trois  droites 

fixes  parallèles  à  un  même  plan. 

Soient  (A).  (B),  (G)  trois  droites  fixes  parallèles  à  un 
même  plan  (I*)  (lig.  254).  Choisissons  comme  axe  Oz  une 
position  de  la  droite  mobile  rencontrant  ces  trois  droites, 
comme  axe  Ox  la  droite  (A),  et  comme  axe  Oy  la  parallèle 
à  (B)  issue  de  l'origine.  La  troisième  droite  (G)  est  donc, 
par  hypothèse,  parallèle  au  plan  xOy  ;  et  les  trois  droites 
(A),  (B),  (G),  rencontrant  Os,  sont  respectivement  représen- 
tées par  les  équations  : 

b,  c,  m  étant  des  constantes  données. 
Fig.  23 i.  ^^^^  posé,  une  droite  (juelconque,  rencontrant  (B)  et  (C), 

a  des  écjuations  de  la  forme  : 

(l )  X  -\-  \(z  —  ô)  ==  0,        y  —  mx  +  \i.{z  —  c)  =  0, 

où  X  ot  ^  sont  doux  paramètres  arbitraires  ;  la  condition  pour  qu'elle  rencontre  (A)  est  : 
(f)  mb\  +  [jLc  =  0. 
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Pour  avoir  l'équation  du  cylindre,  il  reste  h  éliminer  >.  et  a  entre  les  équa- 
tions (1)  et  (2),  ce  qui  donne  : 

(3)  AP.  0)  =  0. 

liKciipROQUEMENT,  coDsidérons  une  équation  de  la  forme  (3),  c'est-à-dire  une 
relation  entre  deux  fonctions  linéaires  P  et  0,  telles  que  les  plans  P  =  0  ef 
Q  =  0  ne  soient  pas  parallèles  ;  nous  allons  montrer  qu'elle  représente  un 
cylindre. 

En  effet,  on  obtient  l'équation  donnée  (3)  en  éliminant  À  et  [t  entre  les 
équations  : 

La  surface  est  donc  engendrée  par  la  droite  variable  d'équations  P  =>., 
Q  =  |j.,  génératrice  qui  reste  parallèle  à  la  droite  fixe  :  P  =  0,  Q  =  0,  et  qui 
est  assujettie,  en  outre,  à  la  condition  :  f(k,  u.)  =  0.  Cette  surface  est  donc 
un  cylindre,  par  définition. 

560.  Cas  partiôulier.  —  Par  exemple,  Véquation  générale  des  cylindres 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  O2  (j;  =  0,  y  =  0)  est  de  la  forme  : 

0)  ^  A/,  y  )  =  0  ; 

et  réciproquement,  toute  équation  indépendante  de  z  représente  un  cylindre 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Oz.  C'est  ce  que  nous  avons  déjà  vu 
au  n«  552. 

561.  ExKMPLE.  —  Équation  du  cylindre  dont  on  donne  la  base  dans  le  plan  des  xy  et  la 
direction  des  génératrices. 

Soient  x=  ms,  y  =  nz  les  équations  qui  délinissent  la  direction  0  des  génératrices,  celle- 
ci  n'étant  pas  parallèle  au  plan  des  xy  (n«  481),  et 

lequation  de  la  base  dans  le  plan  des  xy. 
Les  équations  d'une  parallèle  à  0  sont  : 

(i)  j;  =  mz  +  X,         y  =  /i3  -(-  I-^^* 

Cette  di'oite  perce  le  plan  des  xy  en  un  point  iX,  |jl)  et,  par  suite,  rencontre  la  directrice 
sous  la  condition  : 

(2)  /'(X.  ti)  =  0. 

L'élimination  de  X  et  jjl  entre  les  é({uations  (1)  et  (2)  donne  l'équation  du  cylindre  : 

/;.v  —  m-3,  y  —  nz)  =  0. 

On  reiiiarifuera  ([ue,  si  la  base  est  une  courbe  algébrique,  le  cylindre  est  une  surface 
algébrique  de  uu^nie  degré. 

562.  Plan  tangent  au  cylindre.  —  Théorème.  —  Le  plan  langent  en  un 
point  d'un  cylindre  est  le  même  en  tous  les  points  de  la  génératrice  du  point 
de  contact.  * 

Prônons  comme  axe  des  z  une  parallèle  aux  génératrices;  le  cylindre  est 
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En  éliminant  X  et  {x  entre  les  équations  (1)  et  (â),  on  obtient  l'équation  de  la  surface 
cherchée  : 

mbx{z  —  c)  -j-  c(y  —  7nx)  [z  —  6)  =  0,        ou  :        z[cy  +  m(b  —  c)x]  —  bcy  =  0. 
La  surface  est  du  second  degré,  sa  forme  sera  déterminée  plus  loin  (n*  665). 

558.  ExEUPLE  III.  —  Surface  engendrée  par  une  droite  mobile  parallèle  à  un  plan  fijce  et 
rencontrant  deux  droites  fixes. 
Soient  données  deux  droiles  (A),  (B)  et  un  plan  (P)  (fig.  255).  Choisissons  comme  axe  0^ 

la  droite  (A),  comme  plan  des  xy  le  plan  (P),  comme  plan 
de  yz  le  plan  mené  par  (A)  parallèlement  à  (B),  enfin,  comme 
axe  Ox,  la  droite  joignant  les  points  d'intersection  de  <P)  avec 
(A)  et  (B).  Les  droites  (A)  et  (B)  sont  alors  représentées  parles 
équations  : 

(a:  =  0  (  X  =2  a 

car  la  droite  (B)  est  l'intersection  de  deux  plans.  l'un.  z  =  my, 
passant  par  Oxy  l'autre,  x  =  a^  parallèle  au  plan  des  yz,  a  el 
Fig.  255.  m  étant  des  constantes  données. 

Cela  posé,  une  droite  mobile,  rencontrant  (B)  et  parallèle 
au  plan  (P),  est  à  Tintersection  de  deux  plans,  l'un  passant  par  (B),  l'autre  parallèle  âiP); 
elle  a  donc  des  équations  de  la  forme  : 

(1)  J5  —  wiy  +  X{a'  —  «)  =  0,        z  =  {X, 

X  et  {JL  étant  arbitraires.  La  condition  pour  qu'elle  rencontre  (A)  est  : 

(2)  jji  —  aX  =  0. 

En  éliminant  X  et  (i  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  trouve  donc  Péquation  de  la  surface 
cherchée  : 

z{x  —  fl)  +  a(z  — '  my)  =0,        ou  :        xz  —  may  =  0. 

La  surface  est  du  second  degré;  sa  forme  sera  déterminée  plus  loin  (n«  665). 


CYLINDRES 

559.  —  On  nomme  cylindre  la  surface  engendrée  par  une  droite  variable 
qui  reste  parallèle  à  une  direction  donnée  et  est  assujettie  en  outre  à  une 
autre  condition  ;  en  général,  la  droite  variable  doit  rencontrer  une  directrice 
fixe  ou  être  tangente  à  une  surface  donnée. 

Pour  trouver  Téquation  d'un  cylindre,  supposons  que  la  direction  donnée 
ô  soit  définie  par  l'intersection  de  deux  plans  :  P  :^  0,  Q  =  0.  Les  plans  : 

(1)  P  =  A,  0=1^, 

respectivement  parallèles  aux  premiers,  définissent,  lorsque  X  et  jj.  sont  arbi- 
traires, une  parallèle  quelconque  à  8.  En  exprimant  que  cette  droite  variable 
est  assujettie  à  la  condition  donnée,  on  trouvera  une  relation  : 

(2)  f(k,  [.)  =  0. 

Par  exemple,  si  la  génératrice  doit  rencontrer  une  directrice  fixe,  on  for- 
mera la  condition  (2)  en  éliminant  x,  y,  z  entre  les  équations  (1)  et  celles  de 
la  directrice  (n*  554). 


CYLINDRES  453 

Pour  avoir  l'équation  du  cylindre,  il  reste  à  éliminer  a  et  a  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (2),  ce  qui  donne  : 

(3)  fiP,Q).^0. 

Kkciproquemrnt,  considérons  une  équation  de  la  forme  (3),  c'est-à-dire  une 
relation  entre  deux  fonctions  linéaires  P  et  0,  telles  que  les  plans  P  =  0  e/ 
Q  =  0  ne  soient  pas  parallèles  ;  nous  allons  montrer  qu'elle  représente  un 
cylindre. 

En  effet,  on  obtient  Téquation  donnée  (3)  en  éliminant  )^  et  [x.  entre  les 
équations  : 

La  surface  est  donc  engendrée  par  la  droite  variable  d*équations  P  =  X, 
Q  =  ji.,  génératrice  qui  reste  parallèle  à  la  droite  fixe  :  P  =  0,  Q  =  0,  et  qui 
est  assujettie,  en  outre,  à  la  condition  :  f(k,  ul)  ^^  0.  Cette  surface  est  donc 
un  cylindre,  par  définition. 

560.  Cas  partiêulier.  —  Par  exemple,  Véquation  générale  des  cylindres 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  O2  (x  =  0,  y  =  0)  est  de  la  forme  : 

(4)  A^.  y)  =  0; 

et  récipi'oquement,  toute  équation  indépendante  de  z  représente  un  cylindre 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Oj.  C'est  ce  que  nous  avons  déjà  vu 
au  n«  552. 

564.  ExKUPLE.  —  Équation  du  cylindre  dont  on  donne  la  hase  dans  le  plan  des  xy  et  la 
direction  des  génératrices. 

Soient  a:  =  mz^  y  =  nz  les  équations  qui  délinissent  la  direction  0  des  génératrices,  celle- 
ci  n'étant  pas  parallèle  au  plan  des  xy  (n»  481),  et 

l'équation  de  la  base  dans  le  plan  des  xy. 
L^>î  équations  d'une  parallèle  à  0  sont  : 

(1)  a-  =  mz  +  ^»        y  ^=  nz  -\-  \x. 

Cette  droite  porcelc  plan  des  xy  en  un  point  iX,  ;jl)  et,  par  suite,  rencontre  la  directrice 
sous  la  condition  : 

(2)  AÀ,  ;jL)  =  0. 

L'élimination  de  À  et  jjl  entre  les  équations  (1)  et  [i)  donne  l'équation  du  cylindre  : 

f[x  —  mZy  y  —  713)  =  0. 

On  remarquera  que,  si  la  base  est  une  courbe  algébrique,  le  cylindre  est  une  surface 
algébrique  de  même  degré. 

562.  Plan  tangent  au  cylindre.  —  THéottÈME.  —  Le  plan  langent  en  un 
point  d'un  cylindre  est  le  même  en  tous  les  points  de  la  géné7*alrice  du  point 
de  contact.  * 

Prônons  comme  axe  des  z  une  parallèle  aux  génératrices;  le  cylindre  esl 
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représenté  par  l'équation  (4;,  et  le  plan  tangent  au  point  M{Xo,  i/o,  ^o)  est  (n**S46i  : 

(O)  (X  —  Xo)  n.  +  (y  —  Vo)  f'y.  =  0. 

Lorsque  M  se  déplace  sur  la  génératrice  :  x  =  Xo,  y  =  i/o.  l'équation  (5)  ne 
change  pas.  C.  Q.  F.  D. 

CONES 

563.  On  nomme  cône  la  surface  engendrée  par  une  droite  variable  qui 
passe  par  un  point  fixe  appelé  sommet  et  est  assujettie  en  outre  à  une  autre 
condition. 

Pour  trouver  l'équation  d'un  cône,  supposons  que  le  sommet  S  soit  défini 
par  l'intersection  de  trois  plans  :  P  =  0,  0  =  0,  R  =  0,  ayant  un  seul  point 
commun.  Les  plans  : 

(1)  P  =  aR,         Q=ixR, 

qui  passent  par  S,  définissent,  lorsque /.et  |Jt.sont  arbitraires,  une  droite  quel- 
conque passant  par  S.  En  exprimant  que  la  droite  variable  est  assujettie  à  la 
condition  donnée,  on  trouvera  une  relation  : 

(2)  fil,  ix)  =  0. 

On  obtiendra  l'équation  du  cône  en  éliminant  ).  et  u.  entre  les  équations  (l) 
et  (2),  ce  qui  donne  : 

(3)  f{^  ,  I)  =  0, 

relation  homogène  entre  les  fonctions  linéaires  P,  0,  R. 

Réciproquement,  soit  F(P,  Q,  Rj  =  0  une  équation  homogène  entre  trois 
fondions  linéaires  P,  Q,  R,  telles  que  les  plans  P==0,  Q  =  0,  R  =  0  se  cou- 
pe7it  en  un  point  et  un  seul;  nous  allons  montrer  qu'elle  représente  un  cône. 

En  effet,  cette  équation  homogène  peut  être  mise  sous  la  forme  (3),  et  on 
l'obtient  en  éliminant  a  et  ix.  entre  les  équations  : 

P^aR,        Q--|jlR,        /"(A,  |x)==0. 

La  surface  est  donc  engendrée  par  la  droit-e  variable  :  P  =  aR,  0  =  H-R» 
qui  passe  constamment  par  le  point  d'intersection  des  trois  plans  P  =  0, 
U  =  0,  R  =  0,  et  qui  est  assujettie,  en  outre,  à  la  condition  :  /"(a,  ji.)  =  0. 
Cette  surface  est  donc  un  cône,  par  définition. 

564.  Remarque.  —  Soit  Steo,  y^y  ^o)  le  sommet  du  cône  ;  les  plans  P  ^  0, 
0  =  0,  R  -^  0,  qui  interviennent  dans  l'équation  (3),  sont  trois  pleins  quel- 
conques passant  par  ce  sommet.  En  particulier,  on  peut  prendre  les  plans  : 
X  —  Xo  -=^  0,  y  —  2/o  -  -  0,  :;  —  ^^  -^  0,  et  l'équation  du  cône  devient  : 

Jx_-^  ,  l^^)  =--  0,        ou  :        F(x  -  Xo,  y  -  2/0,  z  -  z,)  =  0, 
F  désignant  une  fond  ion  homogc'ne. 
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Cas  particulier.  —  Si  le  sommet  est  h  l'origine,  on  a  :  Xo  =  y©  =  ^o  =  0, 
et  réquation  précc^dente  prend  la  forme  : 

¥{x,  y,  z)  =  0. 

Donc  :  réquation  d'un  cône  ayant  pour  sommet  Vorigine  est  homogène 
en  X,  y,  z. 

565.  Problème.  —  Équation  du  cône  ayant  son  sommet  à  Vorigine  et  pas- 
sant par  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces. 
Soit  une  courbe  (C),  intersection  de  deux  surfaces  (S)  et  (Si),  d'équations  : 

(1)  f(x,  y,  z)  =  0,        g{x,  y,  z)  =  0. 

Une  génératrice  quelconque,  joignant  Torigine  à  un  point  (x,  y,  z)  de  cette 
courbe,  a  pour  équations  : 

^  '  X        y        z  ' 

x,  y,  z  vérifiant  le  système  d'équations  (1).  On  aura  donc  réquation  du  cùne 
engendré  par  cette  droite  en  éliminant  a;,  y,  centre  les  équations  (1)  et  (2j. 
Pour  cela,  égalons  les  rapports  (2j  à  un  paramètre  T  ;  ces  équations  donnent  : 

et,  en  portant  dans  (l  ),  on  est  ramené  à  éliminer  T  entre  les  deux  équations  : 

J\      Y      Z\_^  /X      Y      Z\       ^ 

Or,  celles-ci  sont  les  équations,  rendues  homogènes  par  l'introduction  de 
la  variable  d'homogénéité  T,  des  deux  surfaces  (S)  et  (Si).  D'où  la  règle  : 

On  forme  Véquation  du  cône  cherché  en  éliminant  la  vaHable  d'homogé- 
néité entre  les  équations  des  deux  surfaces. 

Exemple.  —  Soient  les  deux  surfaces  d'équations  : 

*'*  +  y*  +  -'  —  2aa:  =  0,        a**  +  y'  —  a^-*  —  0, 

la  première,  sphère  de  i*ayon  a  tangente  (*n  0  au  plan  des  yZj  la  seconde,  cylindre  de  révo- 
lution d'axe  parallèle  à  Ojs,  tangent  au  plan  des  yz  le  long  de  0:,  et  passant  par  le  centre  de 
la  sphère. 
En  rendant  ces  deux  équations  homogènes,  elles  deviennent  : 

^''  +  y'  +  -'  —  2«Jt7  =  0,        X*  +  y'  —  ajcl  =  0  ; 

on  en  déduit,  par  réliminationMo  t  : 

X*  +  y*+  z*^  2lx*  +  y*)  =0,        ou  :        x*  +  y«  —  5«  =  0, 

équation  du  cône  de  sommet  0  passant  par  l'intersection  des  deux  surfaces. 

La  section  de  ce  cdne  par  le  plan  perpcndiculaira  à  0;;,  z  =.  a,  est  une  circonférence 
{j^  +  y*  =  a*)  do  rayon  «,  dont  le  contre  est  sur  0-.  Ce  cAno  est  donc  de  révolution  autour 
do  Os,  et  son  angle  au  sommet  est  droit. 
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566.  Plan  tangent  au  cône.  —  Théorème.  —  Le  plan  iangeni  en  un  point 
(Tun  cône  est  le  même  en  tous  les  points  de  la  généi^atrice  du  point  de  con- 
tact. 

Prenons  le  sommet  du  cône  pour  origine  ;  l'équation  du  cône  sera  : 

f{Xy  y,  ;;)  =  0, 

le  premier  membre  étant  homogène  par  rapport  à  x,  y,  z. 
L'équation  du  plan  tangent  au  point  M(a;o*  yo,  ^o)  est  (n®  550)  : 

La  fonction  f  étant  homogène  et  de  degré  m,  on.  sait  que  ses  dérivées 
fi»  fi,  f%  sont  homogènes  et  de  degré  (m  —  1);  l'équation  du  plan  tangent 
ne  changera  donc  pas  si  l'on  déplace  le  point  de  contact  M  sur  la  génératrice 
OM,  car,  les  coordonnées  x^y  Vo,  ^o,  variant  proportionnellement,  il  en  est  de 
même  des  fonctions  homogènes  de  même  degré  /"î,,  fy^,  fi..  G.  0-  F.  D. 

567.  Méthode  directe  dans  la  recherche  de  l'équation  d'un  cône  ou  d'un 
cylindre.  —  Dans  un  grand  nombre  de  cas,  on  peut  arriver  immédiatement, 
par  l'application  de  la  méthode  directe  (n*  542),  à  l'équation  d'un  cylindre  ou 
d'un  cône.  En  voici  plusieurs  exemples. 

I.  Equation  générale  des  cylindres  de  révolution.  —  Un  cylindre  de  révo- 
lution est  déflni  par  son  rayon  R  et  son  axe  (A),  d'équations  : 

X  —  a       y  —  ^__^  —  c 
P      ~~      q     ~     r     ' 

Pour  exprimer  directement  qu'un  point  M(a:,  y,  z)  est  sur  le  cylindre,  il 
suffit  d'écrire  que  sa  distance  à  l'axe  (A)  est  égale  à  R  (n**  517).  On  trouve  ainsi 
l'équation  du  cylindre  : 

Un  cylindre  de  révolution  est  donc  une  surface  du  second  degré. 

II.  Équation  générale  des  cônes  de  révolution.  —  Un  cône  de  révolution 
est  défini  par  son  demi-angle  au  sommet  a,  son  sommet  S(a,  b,  c),  et  son 
axe  (A)  de  coefficient.s  directeurs  p,  q,  r.  Pour  exprimer  directement  qu'un 
point  M(a;,  y,  z)  est  sur  le  cône,  il  suffit  d'écrire  que  l'angle  des  deux  droites 
MS  et  (A)  est  égal  h  a  (n**  509).  On  trouve  ainsi  l'équation  du  cône  : 

_^  p(x  —  a)  +  qiy  —  h)  +  7'{z  —  c) 

(«os  a  — -  it 


V[p'  +  q'  +  ^•')  [(^  —  «r  +  (y  —  ^)'  +  (2  —  c)*j 

ou,  en  élevant  au  carré  et  chassant  les  dénominateurs  : 

(p^  +  q''  +  r')  cos»  ol[(x  —  a)''  +  (y  —  bf  +  {z  —  c)*] 

—  >(a;  —  a)  +  q{y  —  b)  +  r{z  —  c)/  =  0. 
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Cette  équation  est  bien  homogène  en  ir  —  a,  y  —  b,  z  —  c.  En  outre,  elle 
montre  qu'un  cône  de  révolution  est  une  surface  du  second  degré. 

III.  Équation  du  cône  de  sommet  A(a:«»  y©,  s©),  circonscrit  à  la  sphère  j;"+  y*  "h  -*  —  2a2  =  0. 

Pour  exprimer  directement  qu'un  point  M(a-,  y,  z)  appartient  au  cône,  il  suffit  d'écrire 
que  la  droite  MA  est  tangente  à  la  sphère.  Or,  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  droite, 
en  fonction  d'un  paramètre  X  (n*  470),  sont  : 

£o  +  Xa*  y»  +  Xj/  -•  +  Xz 

1  +  x  •       1  +  x  '       1  +  X  ; 

et.  en  écrivant  que  ce  point  est  sur  la  sphère,  on  forme  une  équation  du  second  degré  en  X 
qui  définit  les  points  d'intersection  de  la  droite  MA  et  de  la  sphère  : 

(a-o  +  hu)'  +  iyo  +  Xy)«  +  (s.  +  X^j*  -  2a{zo  +  Xz)  (1  +  X)  =  0. 

En  écrivant  que  cette  équation  a  une  racine  double,  on  exprime  que  la  droite  MA  est  tan- 
gente à  la  sphère,  et  Ton  obtient  ainsi  l'équation  du  cône  : 

{x*  +  y«  +  -•  _  2az)  (j^l  +  yj  +  sj  —  2aso)  —  [xxo  +  yy.  +  zz„  —  a{z  +  Zo)]*  =  0. 

On  vérifie  sur  cette  équation  que  le  plan  de  la  courbe  de  contact  du  cône  et  de  la  sphère 
a  pour  équation  :  xxo  +  yy«  +  -*•  —  a(5  +  s©)  =  0  In»  551).  D'autre  part,  on  peut  remar- 
quer que  la  sphère  est  tangente  en  0  au  plan  des  xy{z  =  0),  et  que  la  section  du  cône 
par  ce  plan,  ayant  pour  équation  : 

*  +^         <+yl  +  ^l-iazo   -"' 

est  une  conique  (n*  367)  ayant  pour  foyer  0,  et  pour  directrice  la  droite  au©  -f-  VV»  —  ûz©  =  0, 
intersection  du  plan  sécant  av^c  le  plan  de  la  courbe  de  contact  du  cône  et  de  la  sphère. 
C'est  une  des  propositions  appelées  Théorèmes  de  Dandelin. 
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668.  On  nomme  conoide  la  surface  engendrée  par  une  droite  variable  parallèle  à  Un  plan 
fixe  appelé  plan  directeur,  rencontrant  une  droite  iixe,  et  assujettie  en  outre  à  une  autre 
condition. 

Soient  P  =  0  l'équation  du  plan  directeur,  Q  =  0  et  R  =  0,  celles  de  la  droite  fixe. 

Les  plans 

iV)  P  =  X,        Q  =  [iR 

définissent,  lorsque  X  et  jx  sont  arbitraires,  une  droite  quelconque  parallèle  au  plan  direc- 
teur et  rencontrant  la  directrice  rectiligne.  En  exprimant  que  la  droite  variable  est 
assujettie,  en  outre,  &  la  condition  donnée,  on  trouvera  une  i*elation  : 

(2)  A^.  \^)  =  0. 

En  éliminant  X  et  jx  entre  les  équations  (1)  et  (2),  on  obtient  Véquation  du  conoide  : 

(3)  /(P'ïï-)  =  «- 

Réciproq uement,  on  établit,  comme  nous  l'avons  fait  pour  le  cylindre  et  le  cône,  que  toute 
équation  de  la  forme  (3)  représente  un  conoïde. 

Cas  particulier.  —  Si  l'on  prend  pour  axe  des  z  la  directrice  rectiligne,  et  un  plan  des  xy 
parallèle  au  plan  directeur,  l'équation  (3)  prend  la  forme  : 

Par  exemple,  au  n<>  558,  nous  avons  déterminé  réc]uation  de  la  surface  engendrée  par 
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une  droite  mobile  paraJlèle  à  un  plan  fixe  et  rencontrant  deux  droites  fixes.  Nous  avons 
donc  un  premier  exemple  de  surface  conoïde  ;  en  voici  un  second. 

669.  Hélicoide  à  plan  directeur.  —  Étant  donnée  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de 
révolution,  on  nomme  hélicoide  à  plan  directeur  le  conoïde  engendré  par  une  droite  qui 
rencontre  l'hélice  et  l'axe  du  cylindre,  en  restant  perpendiculaire  &  cet  axe. 

En  choisissant  les  mêmes  axes  de  coordonnées  qu'au  n*  528,  l'hélice  est  définie  par  les 
équations  : 

(1)  X  =  R  cos  /,       y  =  R  sin  ^        z  =  kt. 

Les  équations  d'une  droite  parallèle  au  plan  des  xy,  et  rencontrant  Oz,  sont  : 

(2)  2  =  X,        y  =  jJLi'  ; 

si  cette  droite  rencontre  l'hélice  on  a,  pour  une  même  valeur  de  t  : 

kt  =  X,        sin  <  =  [JL  cos  /, 

et,  par  conséquent,  en  éliminant  /  entre  ces  i*elations  : 


(â) 


l^  =  t«-7: 


Enfin,  l'équation  de  l'hélicolde  s'obtiendra  en  éliminant  X  et  [jl  entre  les  équations  (2) 
et  (3),  ce  qui  donne  : 

Remarquons  que.  cette  équation  étant  indépendante  de  R.  la  surface  reste  la  même  si 
l'on  substitue  à  l'hélice  donnée  d'autres  hélices  de  même  pas,  h  =  lizk,  tracées  sur  des 
cylindres  de  révolution  autour  do  Oz.  En  d'autres  termes,  l'intersection  de  Thélicolde  par  un 
cylindre  quelconque  de  révolution  autour  de  Oz  est  une  hélice. 


SURFACES  DE  RÉVOLUTION  (AXES  RECTANGULAIRES) 

570.  On  nomme  surface  de  révolution  la  surface  engendrée  par  la  rotation 
d'une  ligne  autour  d'un  axe  fixe  auquel  elle  est  liée  invariablement. 

Chaque  point  M  de  la  génératrice  (G) 
(fig.  256)  décrit  une  circonférence  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  à  Taxe  (A),  et 
dont  le  centre  P  est  sur  (A)  ;  ce  cercle  est 
appelé  un  parallèle  de  la  surface.  Si  Ton 
coupe  la  surface  par  des  plans  passant 
par  Taxe,  les  sections  sont  égales  entre 
elles  ;  on  les  nomme  les  méridiens  de 
la  surface. 

Un  peut  considérer  aussi  une  surface 
de  révolution  comme  engendrée  par  un 
cercle  variable  dont  le  centre  décrit  une 
ligne  droite  (A),  dont  le  plan  reste  per- 
pendiculaire à  cette  droite,  et  qui,  en 
outre,  rencontre  la  génératrice  donnée 
(Gj  ou,  plus  généralement,  est  assujetti  à  une  autre  condition, 
l^our  trouver  l'équation  d'une  surface  de  révolution,  les  axes  étant  rectan- 
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gulaires,  nous  utiliserons  ce  second  mode  de  gënëration.  Définissons  Taxe 
(A)  par  ses  coefficients  directeurs  p,  q,  r  et  un  de  ses  points  A(a,  b,  c).  Tout 
parallèle  est  à  Tintersection  d'une  sphère  variable  de  centre  A  et  d'un  plan 
quelconque  perpendiculaire  à  Taxe.  Ses  équations  sont  donc  de  la  forme  : 

(1)  {x  —  aY  +  (y  —  b)*  +  (z  —  cf  =  \       P^  +  qy  +  rz  =  (i, 

A  et  [1.  étant  deux  paramètres  arbitraires.  En  exprimant  que  ce  cercle  ren- 
contre la  génératrice  (G),  on  trouvera  une  relation  : 

(2)  ra,  H-)  =  0, 

et  Ton  formera  l'équation  de  la  surface  de  révolution  en  éliminant  a  et  ^ 
entre  les  équations  (1)  et  (2);  ce  qui  donne  : 

(3.)  rS:^  -  af  +iy-  bY  +  (z  -  c)\  px  +  qy  +  rz]  =  0. 

RÉCIPROQUEMENT,  considérous  une  équation  de  la  forme  F(S,P)  =  0,  c'est- 
à-dire  une  relation  entre  deux  fonctions  S  e/  P,  S  =  0  étant  V équation  d'une 
sphère  etP  =^  0  celle  d'un  plan;  cette  équation  représente  une  surface  de 
révolution,  car,  en  mettant  en  évidence  le  centre  (a,  b,  c)  de  la  sphère  (n*  5i2), 
on  a  : 

S  =  (X  — a)*  +  {y  -  bf  +  {z  -  cf  —  K      P  =pa:  +  qy  +  rz+h, 
et  cette  équation  devient  : 

Y  XX  —  àY  +  (y  —  ày  +  {z  —  cY  —  k,px+qy  +  ry  +  h]  =  0: 

elle  est  donc  de  la  forme  (3)  ;  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  pour  le  cylindre 
et  le  cône,  on  montre  alors  qu'elle  représente  bien  une  surface  de  révolution. 
Par  exemple,  les  équations  générales  des  cylindres  et  cônes  de  révolution 
(n°  567)  sont  bien  de  la  forme  (3). 

571.  Surfaces  de  révolution  autour  de  Oz.  —  Si  l'on  prend  l'axe  de  la  sur- 
face pour  axe  des  ;;,  un  parallèle  variable  est  représenté  par  les  équations  : 

^*  +  y*  +  2*  =  p,         Z=\L, 
ou,  plus  simplement  : 

Véquation  d'une  surface  de  révolution  autour  de  Oz  ne  dépend  donc  que 
de  x^  -{'  y^  et  z  ;  elle  est  de  la  forme  : 

f{x'  +  y\  z)  =  0. 

672.  Exemple,  t-  Suriaoe  gauche  de  révolution.  —  On  nomme  ainsi  la  surface  engen- 
drée par  la  rotation  d'une  droite  autour  d'un  axe  auquel  elle  est  liée  invariablement. 

Soit  (D)  une  position  de  la  droite  ;  prenons  des  axes  rectangulaires,  Oz  étant  l'axe  de 
révolution,  et  Oo:  la  perpendiculaire  commune  aOz  et  ù  (D) .  Les  équations  de  (D),  intersection 
de  deux  plans,  l'un  perpendiculaire  à  Ox,  l'autre  passant  par  Oo.-,  sont  : 

(1)  a  =  a,        y  =  mz. 
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Un  parallèle  de  la  surface  esl  défini  par  lés  équations  : 

(2)  X*  +  y»  =  X,       s  =  fx. 

Pour  exprimer  que  ce  parallèle  rencontre  (D),  éliminons  :i',  y,  z  entre  les  équations  (1) 
et  (2)  ;  nous  obtenons  la  condition  : 

(3)  a*  +  wî  V*  =  X, 

et,  en  éliminant  X  et  {i  entre  les  équations  (2)  et  (3),  on  trouve  Téquation  de  la  surface 
gauche  de  révolution  : 

(4)  a*  -\-  y*  —  m*z*  =  a*  ; 

cette  surface  est  du  second  degré. 
En  la  coupant  par  le  plan  des  a-z  (y  =  0),  on  obtient  l'équation  de  sa  méridienne  : 

j.-*  —  m*z*  =  a"  ; 

cette  méridienne  est  une  hyperbole  ayant  Ox  pour  axe  transverse  et  Os  pour  axe  non  trans- 
verse. On  peut  donc  considérer  la  surface  comme  engendrée  parla  rotation  de  celte  hyper- 
bole autour  de  son  axe  non  transverse,  et  on  la  nomme  aussi  hyperbolotde  de  révolulion  à 
une  nappe, 

573.  Problème.  —  Trouver  Véquaiion  d'une  surface  de  révolution  autour 
de  Oz,  connaissant  sa  méridienne. 

La  méridienne  est  définie,  dans  le  plan  des  xz,  par  son  équation  en  x  et  ^  : 

(1)  Y{x,  z)  =  0. 

Un  parallèle  quelconque,  d'équations  : 

(2)  x^  +  y^  =  \        2  =  11., 

perce  le  plan  des  zx  en  deux  points,  de  coordonnées  :  a;  =  d=  j/a,  y  =  0,  3  =  |t  ; 
il  rencontre  donc  la  méridienne  sous  la  condition  : 

(3)  F(=t  ^\  ^)  =  0. 

En  éliminant  a  et  ii.  entre  (2)  et  (3),  on  obtient  Téquation  de  la  surface  : 

Yi±)/x'  +  y\z)=Q. 
D'où  la  règle  suivante  : 

Règle.  —  Pour  obtenir  V équation  d'une  surface  de  révolution  autour  de  Oz, 
il  suffit  de  remplacer  x  par  ±  ^x-  +  y*  dans  l'équation  de  la  méridienne 
située  dans  le  plan  xOz, 

574.  Application.  —  Équation  du  tore.  —  On  nomme  tore  la  surface  engendrée  par  un 
cercle  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan. 

Soit  (C)  une  position  du  cercle  ;  prenons  des  axes  rectangulaires,  Os  étant  l'axe  de  révo- 
lution et  Oa-  la  perpendiculaire  abaissée  sur  cet  axe  par  le  centre  de  (C).  Les  équations  de  (C) 

étant  : 

y  =  0,        (X  -  a)*  +  z*  =  R«, 

on  appliquant  la  règle  précédente,  on  obtient  l'équation  du  tore  : 

(±  y/a-«  +  y*  —  a)«  +z*=  R*,         ou  :         {x*  +  y*  +  z*  +  a*  -  R«)*  -  4a«ia^  +  y*)  =  0. 
Le  tore  est  donc  une  surface  du  quatrième  degré. 
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575.  Plan  tangent  et  normale  à  une  surface  de  révolution.  —  Théorème.  — 
Le  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface  de  révolution  est  perpendiculaire 
au  plan  du  méridien  qui  passe  par  ce  point. 

Soit  M  (fig.  257)  un  point  d'une  surface  de  révolution  d'axe  Oz  ;  la  tangente 
MX  au  parallèle  qui  passe  par  M  est  per- 
pendiculaire au  rayon  CM  du  parallèle, 
et  à  l'axe  Oz  de  la  surface  (puisque  cet 
axe  est  perpendiculaire  au  plan  du  paral- 
lèle). La  tangente  MT  est  donc  perpendi- 
culaire au  plan  MC^,  c'est-à-dire  au  plan 
du  méridien  qui  passe  par  M;  par  suite, 
le  plan  tangent,  qui  contient  MT,  est 
aussi  perpendiculaire  au  plan  de  ce  méri- 
dien. 

Théorème.  —  La  normale  à  une  sur- 
face de  révolution  rencontre  l'axe,  et 
les  noi*males  en  tous  les  points  dun 
même  parallèle  le  rencontrent  au  même 
point. 

11  est  facile  d'établir  géométriquement  cette  proposition  ;  nous  la  vérifie- 
rons par  le  calcul. 

Rapportons  la  surface  à  des  axes  rectangulaires,  Oz  étant  l'axe  de  révolu- 
tion ;  l'équation  de  la  surface  est  : 

fix^  +  y\  z)  =  0,        ou  :        a;*  +  y^  _  q^c^)  ^  q^ 

Les  équations  de  la  normale  au  point  {x,  y,  z)  sont  (n°  548)  : 

\  —  x       Y  —  y        /.  —  z 


Fig.  257. 


2a? 


22/ 


i{^) 


Cette  droite  rencontre  Oz,  car  si  l'on  fait  dans  ses  équations  :  X  =  Y  =  0, 

\ 
elles  donnent  pour  Z  la  môme  valeur  \Z=  z  -^  -^  cp'Û). 

2  1 

Le  point  de  rencontre  N,  ayant  pour  coordonnées  0,  0,  z  +  -^  iiz),  ne  dé- 
pend que  de  z  et,  par  suite,  reste  fixe  lorsque  M(a;,  y,  s)  décrit  un  parallèle. 


Réciproque.  —  Toute  surface,  dont  les  normales  rencontrent  une  droite  fixe,  est  une  sur- 
face de  révolution  qui  a  cette  droite  pour  axe. 

Soit,  en  eiïet,  (F)  la  section  faite  dans  la  surface  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  0;; 
(Gg.  257),  mené  par  un  point  C  de  cet  axe.  La  normale  MN  étant  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente MT  à,  (T),  sa  projection  CM  sur  le  plan  de  (F)  est  aussi  perpendiculaire  à  MT  et,  par 
suite,  normale  à  (F).  Les  normales  à  (F)  passant  toutes  par  le  point  fixe  C,  cette  courbe  (F) 
est  une  circonférence  de  centre  C  (n»  166)  ;  on  en  déduit  immédiatement  que  la  surface  est 
de  révolution  autour  de  Oz. 
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EXERCICES   SUR  LE   LIVRE  Vil 

1.  Monlror  que  los  éf|ualiou9  : 

X  =  a<«  -f-  îbt  -f  «?,        y  =  a't*  -f  ibU  -\- cf,       c  =  anC  +  26'//  +  cff 

représentent  une  |)arAbole  ;  déterminer  le  sommet  et  l'aiLO,  le  foyer  et  la  directrice. 

2.  Une  hélice  étant  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution,  la  projection  de  cette  courbe,   parallèlempnl  à 
Tune  de  ses  taugentcs,  sur  un  plan  pcrpeudiculairo  à  ra\c  du  cylindre,  est  une  cycloide. 

3.  Surface  engendrée  par  los  tangentes  ù  une  hélice  circulaire. 

•i.  Une  hélice  étant  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution,  trouver  le  lieu  des  projections  d'un  point  de  l'ave 
du  cylindre  sur  les  tangentes  à  cette  hélice. 

5.  Etudier  la  courbe  {hélice  conique)  définie  par  les  é<|ualions  : 

X  z=s  t  cos  /,        y  =  /  sin  /,        z  :=i  t. 

Déterminer  la  tangente  et  le  plan  osculaleur  eu  un  point. 

G,  Un  point  parcourt  une  circonfér>-nce  pendant  que  celle-ci  tourne  autour  d'un  de  ses  diaraHres  »uppo»é 
fixe.  La  vitesse  angulaire  du  point  est  égale  à  4a  vitesse  do  rotation  do  la  circonférence.  On  demande  : 
1*  Les  équations  do  la  trajectoire  ; 
2^  L'équalion  du  plan  osculateur  de  cette  ligne.  [E.  Catalan.) 

7.  On  considère  la  courbe  (C)  décrite,  quand  t  varie  de  —  «  à  -f-  °°«  p&r  le  point  dont  les  coordonnées  rec- 
tangulaires J7,  y,  s  sont  données  par  les  formules  : 

X  =  3/,        y  =  3/«,        z  =  2/». 

I.  Trouver  le»  lieux  décrits  par  les  points  dont  les  coordonnées  sont  respectivement  égales  aux  cosinus  des 
angles  que  font  avec  les  axes  de  coonionuées  :  1*  la  tangente  ;  2»  la  normale  principale  (normale  située  dans 
le  plan  osculateur)  ;  3*  la  pcr|)endiculaire  au  plan  osculateur  en  un  point  de  la  courbe. 

II.  Montrer  f|ue  Tune  des  bissectrices  de  l'angle  formé  par  la  tangente  et  la  perpendiculaire  au  plan  oscula- 
teur en  un  point  de  la  courbe  a  une  direction  fixe,  et  qae,  par  conséquent,  la  courbe  (C)  peut  éin  regardée 
comme  une  courbe  tracée  sur  un  cylindre  de  manière  à  couper  sous  un  angle  do  45*  toutes  les  génératrice» 
du  cylindre.  Former  l'équation  de  la  section  droite  de  ce  cylindre,  rapportée  à  deux  axes  situés  danf  son 
plan,  et  la  construire. 

III.  Par  un  point  donné  sur  la  courbe  (C),  combien  peut-on  mener  de  plans  qui  passent  par  une  tangente 
il  cette  courbe  et  qui  soient  perpendiculaires  au  plan  osculateur  au  point  de  contact  de  cette  tangente  ? 

[Bourses  de  licence ^  1893) 

8.  Etudier  la  courbe  représentée  par  les  équations  : 

x=-/*,        y  =  <»,        -  =  <«. 

Condition  pour  que  quatre  points,  correspondant  aux  valeurs  tiJtJijt^  du  paramètre,  soient  dans  un  nérae 
plan.  En  un  point,  on  mène  le  plan  osculateur  qui  rencontre  la  courbe  en  un  autre  point,  en  cet  autre  point  oa 
mène  le  plan  osculateur  qui  rencontre  la  courbe  en  un  troisième  point,  etc.  Trouver  la  limite  des  points  suc- 
cessifs ainsi  obtenus.  ^ 

{hcoïe  Normale  Supérieure^  oral,  1897.) 

9.  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ojt,  Oy,  0;  et  une  sphère  de  ceiitre  0  qui  coupe  Ox  au  point  A:  on 
considère  le  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  0;  et  dont  la  base  est  la  circonférence  décrilo 
sur  OA  comme  diamètre  dans  le  plan  des  sy. 

1*  Construire  les  projections  sur  les  plans  de  coordonnées  de  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère  et  du 
c)lindre. 
t*  Montrer  que  le  cône  de  sommet  A  qui  a  pour  directrice  cette  courbe  est  un  cône  de  révolution. 
3*  Construire  les  traces  sur  les  plans  de  coordonnées  des  tangentes  à  la  courbe. 

10.  On  donne  deux  circonférences  égales  situées  dans  des  plans  parallèles  :  trouver  Téquation  de  la  surface 
engendrée  par  une  droite  variable  qui  rencontre  les  deux  circonférences  et  la  perpendiculaire  à  leurs  plans 
menée  par  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  rentres. 

11.  On  considère  la  courbe  gauche  dont  les  coordonnées  sont  : 

t»  t*  t 


on  la  coupe  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  ts.  En  combien  de  points  ce  plan  rencontre-l-il  la  coorbe? 
Démontrer  que  ces  points  sont  les  sommets  d'un  parallélogramme. 

Trouver  la  surface  engendrée  par  les  quatre  côtés  du  parallélogramme  (|uand  le  plan  variable  se  déplace 
parallèlement  au  plan  des  tz. 

Par  deux  des  sommets  du  parallélogramme  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe  gauche  donnée  ;  démontrer 
que  ces  tangentes  «ont  dans  un  même  plan. 

{Ecole  yomiaie  Supérieure,  Oral,  1895). 
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12.  On  donne  trois  axes  rectangulairefl,  Ox,  Oy,  0.  ;  une  sphère  de  centre  0  et  de  rayon  R  est  coupée  par 
le  plan  des  zy  suivant  un  cercle  (C)  et  par  le  plan  des  x:  suivant  un  cerice  (C)  *,  elle  rencontre  Ox  en'  A  cl  Oy 
en  B.  Trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite  variable  qui  rencontre  (C),  (C)  et  la  droite  AB.  Etudier  les 
sections  de  cette  surface  par  des  plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées, 

13.  Etant  donnée  une  sphère  et  deux  droites  rectangulaires  tangentes  à  la  sphère  en  deux  points  diaiuélralc- 
mcut  opposés,  trouver  l'équation  do  la  surface  engendrée  par  une  droite  variable  qui  rencontre  les  deux 
droites  données  et  reste  tangente  à  la  sphère. 

14.  Une  droite  variable  AB  rencontre  deux  droites  fixes  (D)  et  {pf)  de  façon  que  la  longueur  AB,  comprise 
eutre  ces  deux  droites,  ait  une  longueur  constante.  Trouver  le  lieu  du  milieu  de  AB.  Déterminer  l'équation  de 
la  surface  engendrée  par  AB  et  étudier  les  sections  de  cette  surface  par  des  plans  parallèles  aux  droites  (D) 
et  (DO- 

Examiner  le  cas  où  (D)  et  (D')  sont  rectangulaires. 

l.>.  Une  circonférence  (C),  de  rayon  R,  roule  à  Tintérieur  d'une  circonférence  (C')  de  rayon  2R,  en  entraî- 
nant une  circonférence  (C')  qui  a,  avec  la  circonférence  (C\  un  diamètre  commun,  mais  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire au  plan  des  circonférences  {O),  (C'').  On  demande  :  1"  quelle  est  la  liguç  décrite  dans  l'espace 
par  un  point  de  la  circonférence  (C//);  2«  quelle  est  la  surface  engendrée  par(C  /}. 

{E.  Catalan). 

16.  Montrer  que  la  surface 

*»  4-  y'  4-  s»  —  ixys  =  /i(r«  -f  y*  -|-  z*) 

eat  de  révolution.  Trouver  l'axe. 

[École  Polythechniqw,  Oral,  1899}. 

17.  Une  skîction  plane  d'un  cône  de  révolution  se  projette  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  passant  par 
le  homroet,  suivant  une  conique  dont  le  sommet  du  cône  est  un  foyer,  la  directrice  correspondante  étant  l'inter- 
section du  plan  sécant  et  du  plan  de  projection. 

18.  Uéridienno  de  la  surface  de  révolution  engendrée  imr  une  coni(|ue  tournant  autour  de  Or,  en  supposant 
que  la  projection  de  0«  sur  le  plan  de  la  conique  est  un  axe  de  isyniétrie  de  cette  courbe. 

19.  Tout  plan  bitangent  au  tore  le  coupe  suivant  deux  cercles. 
iO.  Toute  sphère  bitangente  au  tore  le  coupe  suivant  deux  cercles. 

il.  Par  Taxe  transverse  d'une  hyperbole  donnée,  ou  mène  un  plan  H  faisant  un  angle  «  avec  le  plan  de  la 
courbe,  puis,  dans  le  plan  P,  une  droite  OZ  perpondiculaire  à  cet  axe  transverse. 

Trouver  l'équation  do  la  surface  de  révolution  décrite  par  la  rotation  de  l'hyperbole  autour  de  OZ. 

Construire  la  section  méridienue  de  la  surface  on  supposant  :  1**  l'hyperbole  équilatèrc  ;  2*  la  droite  OZ 
menée  par  l'un  des  sommets  de  la  courbe  ;  i»  l'angle  «  égal  à  43*. 

[h'cole  Xormale  Supérieure,  1870.) 

i2.  Trouver  les  droites  situées  sur  la  surface  qui  a  pour  é(|uation  : 

j*  -|-  y3  -f-  c'  =  rt'  ; 

étudier  les  sections  faites  dans  celle  surface  par  dos  plans  passant  par  l'une  de  ces  droites. 

{École  Polytechnique,  1835.) 
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LIVRE  VIII 

LES  CINQ  QUADRIQUES 


CHAPITRE   PREMIER 

ELLIPSOÏDE 

576.  Définition.  —  On  appelle  ellipsoïde  la  surface  qui,  rapportée  à  trois 
plans  rectangulaires  appelés  plans  principaux,  a  pour  équation  : 

a,  b,  c  dtant  trois  longueurs  que  Ton  peut  toujours  supposer  rangées  dans 

l'ordre  de  grandeur  : 

(i)  a^  b^  c, 

les  Irois  coordonnées  jouant  manifestement  le  même  rôle  dans  réquation  (l). 

Symétries.  Sommets.  —  L'équation  (1)  ne  contenant  x,  y,  z  que  par  leui-s 
carrés,  Tellipsoïde  admet  les  plans,  axes  et  origine  des  coordonnées  comme 
plans,  axesel  ceiilre  de  symétrie  (n""  543). 

On  appelle  sommets  de  la  surface  ses  points  d'intersection  avec  les  axes  de 
symétrie.  Or  l'équation  (l)  donne,  pour  y  = -î  =  0,  deux  solutions,  a;=±fl: 
l'ellipsoïde  a  donc  (fig.  258)  sur  l'axe  Ox  deux  sommets  A,  A',  situés  de  part 
et  d'autre  du  centre  0,  à  une  distance  de  ce  centre  égale  à  a;  il  a  de  mêrac 
deux  sommets  B,  B'  sur  O^,  et  deux  sommets  C,  G'  sur  0:?,  ii  des  distanccï? 
de  0  respectivement  égales  à  b  et  à  c.  D'autre  part  on  peut,  en  mettant  en 
évidence  dans  l'équation  (l)  la  distance  du  point  M(a:,  y,  z)  au  centre  0. 
donner  h  l'équation  (l)  les  deux  formes  : 

ceci  montre,  dans  le  cas  où  aucune  des  inégalités  (2;  ne  se  réduit  à  i'égaliU', 
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que  la  distance  OM  est  maximum  pour  y  =  5  =  0,  minimum  pour x  =  2/ =  0; 
les  sommets  A,  A'  sont  donc  les  points  de  Vellipsoîde  les  plus  éloignés  du 
centre  0,  et  les  sommets  G,  C  lea  poiiits  les  plus  rapprochés.  Pour  ces  raisons 
l'axe  AA'  est  appelé  grand  axe,  Taxe  BB',  axe  moyen,  Taxe  CC,  petit  axe 
de  Tellipsoïde  ;  et  les  longueurs  2a  =  AA',  26  =  BB',  2c  =  iTI  sont  appelées 
longueurs  des  axes  de  rellipsoïde. 

Sections  principales.  —  On  appelle  sections  principales  de  Tellipsoïde  les 
courbes  d'intersection  de  la  surface  par  ses  plans  principaux.  En  faisant, 


B' 


./ 


/ 


y. 


/ 

/ 

/ 

^ 

"*■'■• . 

/^^ 

-3 

/ 


/ 


X'^  V' 

dans  l'équation  (1),  z  =  0,  par  exemple,  on  trouve  — ^  +  -tt  —  '^  =  0,  de 

sorte  que  la  section  principale  placée  dans  le  plan  des  xy  est  une  ellipse 
ayant  deux  axes,  A  A',  BB',  communs  avec  Vellipsoîde. 

Les  sections  principales  de  Tellipsoïde  sont  donc  des  ellipses  ayant  chacune 
deux  axes  communs  avec  rellipsoïde. 


577.  Forme  de  la  surface  (fig.  258).  —  Étudions  les  sections  de  l'ellipsoïde 
par  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy  ;  soit  z  =  h  l'un  de  ces  plans. 

La  section  plane,  rapportée  dans  son  plan  à  deux  axes  parallèles  à  Oj;  et 
Oy,  l'origine  étant  sur  O0,  a  pour  équation  : 


'3; 


a^    '    l)^  &^ 


C'est  donc  une  ellipse,  rapportée  à  ses  axes,  et  qui  n'existe  que  sous  la  con- 
dition : 

h^  ^  c^,        ou  :        —  c  ^  h  ^  c; 
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ceci  montre  que  rellipsoîde  est  place  entre  les  deux  plans  menés  par  les  som- 
mets C,  G,  parallèlement  au  plan  AOB. 
Les  demi-axes  a',  b'  de  cette  ellipse  sont  : 

.  b'        b  ^  .  , 

leur  rapport  "57  ==  —  reste  constant^  de  sorte  que  ces  sections  planes  sont 

homothétiques  à  la  section  principale  AOB  du  plan  des  xy  ;  leurs  longueurs 
décroissent  quand  h  croît  en  valeur  absolue,  de  sorte  que  Tellipse  du  plan 
des  xy  est  la  plus  grande  de  ces  sections  planes  ;  celles  dont  les  plans  passent 
par  C  et  G  se  réduisent  à  un  point;  enfin,  chacune  de  ces  ellipses  a  deux  som- 
mets qui  sont  placés  dans  le  plan  xOz  et  décrivent  la  section  principale  ACA'C, 
et  deux  autres  sommets  qui  sont  placés  dans  le  plan  yOz  et  décrivent  la  sec- 
tion principale  BGB'C. 
Il  résulte  de  là  cette  définition  géométrique  de  l'ellipsoïde  : 
Soient  deux  ellipses  ACA'C,  BGB'C  ayant  deux  sommets  opposés  com- 
muns C,  G,  et  placées  dans  deux  plans  rectangulaires  passant  par  leur  axe 
commun  CG  ;  rellipsoîde  est  la  surface  engendrée  par  une  ellipse  variable 
dont  le  plan  reste  perpendiculaire  à  cet  axe  commun  CG,  et  dont  les  som- 
mets décrivent  ces  deux  ellipses. 

578.  Ellipsoïde  de  révolution.  —  Dans  le  cas  où  rellipsoîde  a  deux  axes 
égaux,  a  =  b,  par  exemple,  l'ellipse  variable  (3),  qui  engendre  la  surface, 
devient  une  circonférence  dont  le  centre  décrit  Oz,  son  plan  restant  perpen- 
diculaire à  Oz.  L'ellipsoïde  est  donc,  dans  ce  cas,  une  surface  de  révolution 
dont  la  méridienne  est  l'ellipse  AGA'C 

C'est  ce  qui  résulte  aussi  de  la  forme  de  son  équation,  qui  est  alors  : 

a^      ^  c^  "' 

et  qui  est  l'équation  d'une  surface  de  révolution  autour  de  0^  (n**  871). 

L'ellipsoïde  de  révolution  est  dit  allongé  ou  aplati  suivant  que  l'ellipse 
méridienne  tourne  autour  de  son  grand  axe  ou  de  son  petit  axe.  Par  exemple, 
l'équation  (1)  représente  un  ellipsoïde  de  révolution,  aplati  pour  a  =  6  >  c, 
allongé  pour  a>  b  =  c. 


INTERSECTION  AVEC  UNE  DROITE.  —  PLANS  DIAMÉTRAUX  ET  DIAMÈTRES 

579.  —  Étudions  l'intersection  de  l'ellipsoïde  (E),  défini  par  son  équa- 
tion : 

x^         î/2         z^ 

avec  une  droite  quelconque  (A),  de  coefficients  directeurs  p,  q,  r.  En  sup- 
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posaat,  par  exemple,  p  :^  0,  on  peut  représenter  cette  droite  par  des  équa- 
tions de  la  forme  : 

(2)  y  =  Ja?  +  A,        z  =  jx  +  k. 

Des  équations  (1)  et  (2)  on  déduit  immédiatement  Téquation  en  x  sui- 
vante : 

à  toute  racine  de  cette  équation  correspond  un  point  d'intersection  et  un  seul, 
dont  elle  est  Tabscisse,  et  dont  les  deux  autres  coordonnées  sont  représentées 
parles  formules  (2). 

Tout  revient  donc  à  étudier  cette  équation  (3).  Nous  remarquerons  d'abord 
que  le  coefficient  de  x^  n'est  jamais  nul  ;  donc  toute  droite  coupe  Vellipsoide 
en  deux  points  à  distance  finie,  ceux-ci  pouvant  d'ailleurs  être  réels  ou  ima- 
ginaires^ distincts  ou  confondus. 

580.  Plans  diamétraux.  —  On  appelle  p/an  diamétral  le  lieu  des  milieux 
des  cordes  de  l'ellipsorde  parallèles  à  une  même  direction  ;  on  dit  que  ce  plan 
àmvciéivdX  ^%\,  conjugué  de  la  direction,  et  inversement. 

Pour  justifier  cette  définition,  supposons  que  la  sécante  (A)  se  déplace  paral- 
lèlement à  elle-même,  et  cherchons  le  lieu  décrit  par  le  milieu  de  ses  deux 
points  d'intersection  avec  l'ellipsorde.  Ce  point  milieu  a  une  abscisse  égale  à 
la  demi-somme  des  racines  de  l'équation  (3)  ;  comme  il  est  sur  (A),  ses  coor- 
données sont  donc  définies  par  le  système  d'équations  : 


(gh        rk\ 
\6*  "^   c'J 


^\o*     '     c'/  q        ,    .  r 

a^  +  6*  "^  c* 

dans  lequel  on  peut,  en  éliminant  les  variables  h  et  k,  remplacer  la  première 
équation  par  la  suivante  : 

-(^+l+5)+f(»-f»)+f(-7^)=«. 

OU  : 

//A  px        qy        rz 

Cette  équation  représente  un  plan  qui  ne  dépend  que  de  la  direction  de  (A),  ce 
qui  justifie  la  définition  du  plan  diamétral. 

581.  Propriétés  des  plans  diamétraux.  —  I.  Le  plan  diamétral  (II)  n'est 
jamais  parallèle  à  sa  direction  conjuguée  8. 
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Cela  résulte  de  sa  dëfiiiition,  le  plan  (II)  coupant  toutes  les  cordes  parallèle? 
à  S  en  leur  milieu. 

II.  Tout  plan  diamétral  passe  par  le  centre  de  Vellipsotde,  et  réciproque- 
ment. 

La  première  partie  résulte  immédiatement  de  Téquation  (4). 
Réciproquement,  soit  un  plan  quelconque  (II)  issu  du  centre,  représenté 
par  son  équation  : 

ux  -{•  vy  -{- wz  =  0. 

On  peut  mettre  son  équation  sous  la  forme  (4),p,  q^  r  étant  déterminé?  par 
les  conditions  : 

p q    __    r 

a^u        b^        c^w 

C'est  donc  bien  un  plan  diamétral,  dont  la  direction  conjuguée  ô  a  pour 
coefficients  directeurs  a*M,  b^v,  c^w. 

III.  Cylindre  circonscrit  à  V ellipsoïde.  — La  courbe  de  contact  du  cylindre 
circonscrit  à  l'ellipsoïde,  parallèlement  à  une  dv*ection  8,  est  la  section 
de  cet  ellipsoïde  par  le  plan  diamétral  (II),  conjugué  de  cette  direction  o. 

Le  cylindre  circonscrit  est,  en  effet,  engendré  par  les  tangentes  à  l'ellip- 
soïde parallèles  à  8  (n**  551);  et  chacune  de  ces  tangentes  peut  être  considéré»» 
comme  une  sécante  dont  les  deux  points  d'intersection  avec  l'ellipsoïde  sont 
confondus  avec  le  point  de  contact,  et  dont  le  milieu  est  également  confondu 
avec  ce  point. 

IV.  Les  plans  principaux  sont  les  seuls  plans  diamétraux  perpendi- 
culaires à  leur  direction  conjuguée,  excepté  si  l'ellipsoïde  est  de  révolu- 
tion. 

En  effet,  les  conditions  pour  que  le  plan  diamétral  (II),  d'équation  (4),  soit 
perpendiculaire  à  la  direction  ô,  sont  (n'^512)  : 

V  o  r 


a-p        b^q        c^r  ' 

dans  le  cas  où  a,  b,  c  sont  tous  distincts,  ces  conditions  ne  peuvent  être  véri- 
fiées que  si  deux  des  coefficients  directeurs  p,  q,  r  sont  nuls,  c'est-à-dire  si  o 
coïncide  avec  l'un  des  axes  Ox,  Ot/,  Oz. 

On  remarquera  que  cette  propriété  peut  être  énoncée  ainsi  :  les  plans 
principaux  sont  les  seuls  plans  de  symétrie  de  l'ellipsoïde. 

582.  Diamètres.  —  On  appelle  diamètre  de  l'ellipsoïde  une  droite  par 
laquelle  passent  tous  les  plans  diamétraux  conjugués  des  directions  parallèles 
à  un  plan  fixe  ;  on  dit  que  ce  diamètre  est  conjugué  du  plan  fixe,  et  inverse- 
ment. 

Pour  justifier  cette  définition,  considérons  une  direction  de  plan  définie 
par  un  plan  (P)  mené  par  le  centre.  Ce  plan  (P)  est  un  plan  diamétral,  con- 
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jugué  d'une  cerlaino  direction  8  (n**  581),  de  coefficients  directeurs  p,  q,  r  ; 
son  équation  peut  donc  être  mise  sous  la  forme  : 

Cela  posd,  soient  5'  une  direction  quelconque  parallèle  à  (P),  p\  q\  i^  ses 
coefficienis  directeurs.  Ceux-ci  satisfont  h  la  condition  de  parallt^lisnie 
(n*^506): 

a-*  "T-  ^2  -r  ^2  —  "» 

or  (P),  plan  diamétral  conjugué  de  ô'.  ayant  pour  équation  : 

a^  +   b^  ^  c^  ~"  "' 

la  condition  précédente  exprime  aussi  que  (P')  est  parallèle  à  8;  comme  il 
passe  par  l'origine,  il  contient  donc  une  droite  fixe  (D),  parallèle  h  ô  menée 
par  Torigine.  C.  Q.  F.  I). 

583.  Propriétés  des  diamètres.  —  T.  Tout  diamèlre  de  l'ellipsoïde  est  une 
droite  passant  par  le  centre,  et  réciproquement. 

En  effet,  h  toute  direction  de  plan  (P)  menée  par  le  centre  et,  par  consé- 
quent, à  tout  plan  diamétral  de  l'ellipsoïde,  correspond  un  diamètre  (Dj 
mené  aussi  par  le  centre,  parallèlement  à  la  direction  conjuguée  du  plan  dia- 
métral (P). 

Réciproquement,  soit  (D)  une  droite  quelconque  issue  du  centre.  Elle  a 
un  plan  diamétral  conjugué  (P)  dont,  inversement,  elle  est  la  direction  con- 
juguée. Donc  (D)  est  bien  un  diamètre.  C.  O.  F.  D. 

Il  résulte  de  là  que,  dans  Tellipsoîde,  les  plans  et  les  droites  menés  par  le 
centre  se  correspondent  deux  à  deux,  de  telle  fa(;on  que  tout  plan  est  le  plan 
diamétral  conjugué  de  la  droite  correspondante,  et  que  toute  droite  est  le  dia- 
mètre conjugué  du  plan  correspondant. 

II.  Tout  diamètre  perce  V ellipsoïde  en  deux  points  réels  et  distincts,  appe- 
lés extrémités  de  ce  diamètre. 

Car  les  équations  d'un  diamètre  quelconque  : 

p  ^  q  "    r  ' 


.2  4i2  ^i 


associées  à  celle  de  l'ellipsoïde  : — r-+"TT  +  "^^; ï  ^^0,  donnent  : 

^  a^        b^        c* 


x=po,      y  —  7p,      z  =--  ?'p,      avec  :      p  —  db 


yf  a'-  ^  b'  ^  c- 


ce  qui  définit  toujours  deux  points  réels  et  distincts,  symétriques  par  rapport 
au  centre. 
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m.  Le  plan  tangent  à  Vextrémité  d'un  diamètre  est  parallèle  à  la  direc- 
tion conjuguée  de  ce  diamètre. 

Soient,  en  eiïet,  A  l'une  des  extrémités  d*un  diamètre  (D),  et  (Pj)  le  plan  tan- 
gent en  ce  point.  Toute  droite  (A),  menée  par  A  dans  le  plan  (Pj),  étant  tan- 
gente à  Tellipsoïde  en  A,  le  plan  diamétral  conjugué  de  (A)  passe  par  A 
(n**  o8t)  et,  par  conséquent,  le  diamètre  conjugué  du  plan  (Pi)  passe  par  A, 
ou  enfin  se  confond  avec  (D).  C.  Q.  F.  D. 

IV.  Le  lieu  des  centres  des  sections  de  V ellipsoïde  par  des  plans  paral- 
lèles est  le  diamètre  conjugué  de  la  direction  de  ces  plans. 
Soient,  en  effet  (fig.  259),  (V)  une  section  plane  quelconque  de  l'ellip- 

sorde,  (Pi)  son  plan,  (I)>  le 
diamètre  conjugué  de  (Pi), 
(]  le  point  d'intersection  de 
(P,)et  (D). 

Considérons,  dans  le  plan 
(Pi),  les  cordes  (A;  de  la 
courbe  (T)  parallèles  à  une 
même  direction  8.  Celles-ci 
étant  aussi  des  cordes  de  1 VI- 
lipsoTde,  leurs  milieux  sont 
dans  le  plan  diamétral  (II) 
conjugué  de  8  ;  ils  sont  donc 
situés  sur  la  droite  (A^),  in- 
tersection des  plans  (il)  et 
(Pi).  Or,  quand  la  direction 
ô  varie  dans  le  plan  (Pi),  le 
plan  (H)  tourne  autour  du  diamètre  (D),  et,  dans  le  plan  (P,),  la  droite  {A'j 
tourne  autour  du  point  C.  Donc  la  courbe  (V)  est  une  conique  dont  les  dia- 
mètres passent  tous  par  le  point  C  ;  ce  point  C  est  son  centre  et,  quand  son 
plan  (P,)  se  déplace  parallèlement  h  lui-même,  ce  centre  C  décrit  le  dia- 
mètre (Dj.  CO.F.I). 


Fig.  259. 


584.  Systèmes  de  trois  diamètres  conjugués.  —  On  dit  que  trois  dia- 
mètres (D),  (D'),  (I)')  sont  conjugués,  lorsque  chacun  d'eux  est  conjugué  du 
plan  des  deux  autres. 

Pour  montrer  l'existence  de  pareils  systèmes,  considérons  un  diamètre 
arbitrairement  choisi  (D);  il  est  conjugué  d'un  plan  diamétral  (P).  Dans  ce 
plan  (P),  on  peut  choisir  arbitrairement  un  second  diamètre  (DO,  qui  a  égale- 
ment un  plan  diamétral  conjugué  (P');  celui-ci  passe  par  (D)  (n°  582) et  coupe 
(P)  suivant  un  troisième  diamètre  (D'').  Le  plan  diamétral  conjugué  de  (D"; 
passe  par  (D),  puisque  (  1)'^  (\*^t  dans  le  plan  (P),  et  par  (D'),  puisque  (D'')  est  dans 
le  plan  (P');  (D),  (IV),  (IV'j  sont  donc  trois  diamètres  conjugués.        C.  Q.¥.  D. 

Par  exemple,  les  trois  axes  de  symétrie  Ox,  Oy,  Oz  forment  un  systèni»» 
de  diamètres  conjugués. 
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585.  Équation  de  Tellipsoîde  rapporté  à  trois  diamètres  conjugués.  — 

Trois  diamètres  conjugués  de  Tellipsorde,  formant  un  trièdre,  peuvent  .tou- 
jours être  pris  comme  axes  de  coordonnées.  Cherchons  quelle  est,  dans  ce 
système,  Téquationde  Tellipsorde. 

D'abord,  cette  équation  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  z,  car 
toute  corde  parallèle  h  Oz  est  partagée  par  le  plan  diamétral  conjugué  ocOy 
en  deux  parties  égales.  De  même,  l'équation  ne  contient  que  des  puissances 
paires  de  x  et  de  y.  Enfin,  cette  équation,  étant  du  second  degré  (n<*  544),  est 
de  la  forme  : 

(1)  \af  +  A'y-  +  A"^^  +  D  =  0. 

D'autre  part,  si  Ton  désigne  par  a\  b',  &  les  distances  respectives  du 
centre  0  aux  extrémités  A,  B,  C  de  chacun  des  diamètres  OXj  Oy,  Os,  on 
aura,  en  exprimant  que  les  coordonnées  de  chacun  de  ces  points  vérifient 
l'équation  (1)  : 

Aa'i  +  D  =  0,        X'b''  +  D  =  0,        A  "c'*  +  D  =  0, 
ou  : 

'^  a''  '  b'^  '  c''  ' 

et  l'équation  obtenue  devient  : 

x^        y-*        z^ 

Cette  équation  a  la  môme  forme  que  celle  de  l'ellipsoïde  rapporté  à  ses 
trois  axes  ;  on  peut  donc  en  tirer  les  mêmes  conséquences  et,  en  particulier, 
établir  de  nouveau  sur  cette  équation  toutes  les  propriétés  des  plans  diamé- 
traux et  des  diamètres.  Nous  l'emploierons  seulement  pour  étudier  les  sec- 
tions planes  de  l'ellipsoïde 
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586.  Théorème.  —  Toute  section  plane  de  Vellipsoide  est  une  ellipse. 

Soient,  en  eflet,  une  section  plane  quelconque  de  l'ellipsoïde,  et  (Pi)  son 
plan.  On  peut  toujours  rapporter  l'ellipsoïde  à  trois  diamètres  conjugués 
Oj7,  Oy,  OZy  choisis  d(»  façon  que  le  plan  (Pi)  soit  parallèle  au  plan  xOy  :  l'axe 
Oz  est  donc  le  diamètre  conjugué  du  plan  (Pi). 

Cela  fait,  l'ellipsoïde  est  représenté  par  l'équation  : 

elle  plan  sécant  (P|)  par  l'équation  : 

(2)  z  =  h, 
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de  sorte  que  la  section  plane,  rapportée  dans  son  plan  h  deux  axes  parai lèle> 
à  Ox,  Oy,  l'origine  étant  sur  Os,  a  pour  équation  : 

.2  .,2  /^2 


(3) 


a> 


y 


a'*  ^  6'^  —  c'* 


C'est  bien  l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués. 

Théorème.  —  Les  sections  de  V ellipsoïde  par  des  plans  parallèles  sont  des 
ellipses  homothétiques. 

En  eir»'l,  si  le  plan  (Pi)  se  déplace  parallèlement  h  lui-même,  les  axes  de 
coordonnées  restent  fixes  ;  dans  l'équation  (3),  Avarie  seul.  La  section  a  donc 
deux  diamètres  conjugués,  de  directions  invariables,  dont  les  longueurs  re>- 
lent  proportionnelles  aux  constantes  a\  b'.  G.  0-  F  I^- 

Remarque.  —  La  discussion  de  l'équîilion  (3),  où  h  est  variable,  met 
immédiatement  en  évidence  les  autres  propriétés  qui  suivent,  et  dont  la  pre- 
mière est  déjà  connue  (n°  583): 

L  Le  centre  des  sections  planes  parallèles  à  un  même  plan  xOy  décrit  le 
diamètre  conjugué  Oz. 

IL  Les  sections  de  r ellipsoïde  par  des  plans  parallèles  restefit  comprises 
entre  deux  plans  limites,  qui  sont  tangents  à  V ellipsoïde  aux  extrémités  de 
leur  diamètre  conjugué. 

IIL  La  section  de  V ellipsoïde  par  un  plan  tangent  se  réduit  à  un  point. 

587.  Sections  circulaires.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  un  plan 
coupe  l'ellipsoïde  suivant  un  cercle,  il  en  sera  de  même  de  tous  les  plans 
parallèles.  La  recherche  des  sections  circulaires  de  l'ellipsoïde  se  réduit  donc 
à  celle  de  la  direction  de  leurs  plans,  ou  à  celle  des  sections  diamétrales  cir- 
culaires. Cette  recherche  est  simplifiée  par  le  lemme  suivant. 

Lemme.  —  Le  plan  de  toute  section  circulaire  de  Vellipsoxde  est  perpen- 
diculaire à  un  plan  de  symétrie. 
Soient,  en  effet  ((ig.  260),  (r)  le 
plan  d'une  section  circulaire  quel- 
conque, et  «  son  centre.  Menons 
tùz,  diamètre  conjugué  du  plan 
(F),  puis  (OX,  projection  orthogo- 
nale de  ce  diamètre  sur  (P),  droite 
que  nous  choisissons  arbitraire- 
ment si  0)5  est  perpendiculaire 
au  plan  (F)  ;  soit  enfin  wy  le  dia- 
mètre de  la  section  plane  per- 
pendiculaire à  iùX. 
Cela  posé,  considérons,  dans 
l'ellipsoïde,  le  plan  diamétral  conjugué  de  wy;  il  passe  d'abord  par  wx,  lieu 
des  milieux  des  cordes  de  la  circonférence  parallèles  à  wy,  puis  par  w3,  dia- 


Fi»?.  260. 
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mètre  conjugué  du  plan  (f)  (n°o82j  ;  c'ost  donc  lo  plan  xtaz  qui  projette  o)z 
sur  (f).  Il  est,  par  construction,  perpendiculaire  h  sa  direction  conjuguée  wy; 
cVst  donc  un  plan  de  symétrie,  qui  est  d'ailleurs  perpendiculaire  à  (F). 

C.Q.F.D. 

Théorème.  —  L'ellipsoïde  à  axes  inégaux  admet  detix  directions  de  plans 
de  sections  circulaires,  parallèles  toutes  deux  à  Vaxe  moyen. 
En  effel,  rapportons  IVllipsorde  h  ses  trois  axes  el  soil  : 


a^ 


^  6*  ^   c*  " 


son  équation,  dans  laquelle  nous  supposons  : 

a>  b>  c. 

Cherchons  h.  déterminer  une  section  circulaire  diamétrale.  D'après  le 
lemme,  elle  devra  d'abord  passer  par  Tun  des  trois  axes.  Or,  toute  section 
diamétrale     passant     par    le  x 

grand  axe  AA'  (fig.  258)  est 
une  ellipse  dont  un  axe,  qui 
est  précisément  AA',  a  pour 
longueur  2fl,  et  dont  l'autre 
axe,  qui  est  un  diamètre  de 
l'ellipse  CBC'B^  a  une  longueur  J^ 
comprise  entre  26  et  2c,  et,  par 
conséquent,  n'est  jamais  égal  à 
2a.  Aucune  section  diamétrale 
passant  par  A  A'  ne  peut  donc 
être  une  section  circulaire.  Il 

en  est  de  môme  pour  toute  ^/| 

section  diamétrale  passant  par  Pig  251 

le  petit  axe  CC,  dont  un  axe 

est  égal  à  2c,  et  dont  l'autre  axe,  compris  entre  26  et  2a,  est  plus  grand  que 
le  premier. 

Pour  les  mêmes  raisons  enfin,  une  section  diamétrale  circulaire  passant 
par  l'axe  moyen  BB',  sera  déterminée  par  cet  axe,  et  par  un  diamètre  SS'  de 
l'ellipse  ACA'C,  choisi  de  telle  sorte  que  sa  longueur  soit  égale  à  26.  Tout 
revient  donc  à  déterminer  ce  dernier.  Ce  sera,  dans  le  plan  xi^z,  un  diamètre 
commun  à  l'ellipse  ACA'C  et  à  une  circonférence  concentrique  de  rayon  b 
(fig.  261);  les  équations  de  ces  deux  courbes,  dans  le  plan  xOz,  sont  : 


—  4-- 1^-0 


X 


^i 


^  +  77-'^o; 


on  en  déduit  celle  du  système  de  leurs  diamètres  communs  : 


X 


ou  : 


a  ^  c 
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On  trouve  ainsi  deux  diamètres  communs  SS',  SiS'j,  et  ces  deux  diamètres 
définissent  bien  deux  sections  diamétrales  circulaires  passant  toutes  deux  par 
Taxe  moyen  BB'.  De  plus,  Téquation  obtenue  représente  dans  l'espace  le  sys- 
tème des  deux  plans  diamétraux  de  sections  circulaires. 


PLANS  TANGENTS  A  L'ELLIPSOÏDE 

588.  Équation  du  plan  tangent  en  un  point.  —  L*ellipsoVde,  rapporté  h 
ses  axes  (ou  h  trois  diamètres  conjugués),  a  pour  équation  : 

Soit  M(Xo,  yo,  ^o)  un  point  de  cet  ellipsoïde.  L'équation  du  plan  tangent 
en  ce  point,  obtenue  en  appliquant  la  formule  du  n**  550,  est  : 

(2)  ^•  +  f'  +  f-1=0. 

589.  Plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné.  —  Soit  donnée  une  direc- 
tion de  plan  (P),  définie  par  son  équation  : 

uX'{'Vy  '^wz=  0, 

m 

et  cherchons  les  coordonnées  Xo,  y^  ^o  du  point  de  contact  M  d'un  plan  tan- 
gent parallèle  à  (P). 

Le  point  M  doit  être  sur  l'ellipsoïde  ;  d'autre  part,  le  plan  tangent  en  ce 
point,  représenté  par  l'équation  (2),  doit  être  parallèle  au  plan  (P)  ;  et  ces 
conditions  sont  suffisantes  ;  d'où  les  équations  du  problème  : 

^o    I    yô   [    ^o j /\         ^0  ___  yp ^o 

a^  ^  b^  -r  c*       ^  ~  "'         a%  ~  b'v  ~  cHo  ' 


Développons  les  calculs  ;  nous  trouvons  : 
Xo  =  a*wp,      yo  =  ô^p,      ^o  =  c^w^,      p  =  ± 


et  l'équation  (2)  du  plan  tangent  cherchéfdevient  : 

^(ux  +  vy  +  ^^)  —  1  =  0, 
ou  : 

(3)  ux  +  vy  +  wz±  yja^u^  +  6^u*  -{^cHo^  =•-  0. 

Le  problème  admet  donc  toujours  deux  solutions  distinctes. 

590.  Plans  tangents  parallèles  à  une  droite  donnée.  —  Soit  donnée  une 
direction  de  droite  ô,  définie  par  ses  coefficients  directeurs  p,  q,  r,  et  cher- 
chons les  coordonnées  Xo,  yo*  ^o  du  point  de  contact  M  d'un  plan  tangent 
parallèle  à  8, 
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Le  point  M  doit  être  sur  rellipsoîde;  d'autre  part,  le  plan  tangent  en  ce 
point,  représenté  par  l'équation  (2),  doit  être  parallèle  à  S  ;  et  ces  conditions 
sont  suffisantes;  d'où  les  équations  du  problème  : 


a*  "T"  6*  "^  c'  ~  '  a*  "^  6^  "*"  c»  "~  " 


Elles  font  retrouver  une  propriété  connue  (n**681)  :  les  points  de  contact 
cherchés  sont  sur  la  courbe  d'intersection  de  V ellipsoïde  avec  le  plan  diamé- 
tral conjugué  de  la  direction  donnée  8. 

Le  problème  admet  donc  une  infinité  de  solutions.  On  sait  (n°  551)  que 
tous  ces  plans  sont  les  plans  tangents  au  cylindre  circonscrit  à  rellipsoîde 
parallèlement  à  la  direction  8. 

591.  Plans  tangents  passant  par  un  point  donné.  —  Soit  donné  un 
point  S(a;,,  pi,  Zi)  ;  cherchons  les  coordonnées  Xo,  y©»  ^o»  du  point  de  con- 
tact M  d'un  plan  tangent  passant  par  S. 

Ce  point  M  doit  être  sur  l'ellipsoïde  ;  d'autre  part,  le  plan  tangent  en  ce 
point,  représenté  par  l'équation  (2),  doit  passer  par  S  ;  et  ces  conditions  sont 
suffisantes  ;  d'où  les  équations  du  problème  : 

'^+'S^  +  -^  —  '^  =  ^'       ■^  +  "6^  +  "35"""^=^- 

Elles  expriment  que  les  points  de  contact  cherchés  sont  à  l'intersection  de 
l'ellipsorde  avec  un  plan  ;  ce  plan  est  Bi,^^e\é  plan  polaire  du  point  S. 

Le  problème  admet  donc  une  infinité  de  solutions.  On  sait  (n**  551)  que 
tous  ces  plans  sont  les  plans  tangents  au  cône  circonscrit  à  V ellipsoïde,  de  < 
sommet  S. 

502.  Plan  polaire  d'un  point.  —  Nous  venons  de  définir  le  plan  polaire  d'un  point  S 
comme  le  plan  de  la  courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  ayant  pour  sommet  ce  point  S. 

Mais  on  peut  aussi,  par  extension  des  théories  de  la  Géométrie  plane,  définir  le  plan  po- 
laire d'un  point  S  comme  le  lieu  des  conjugués  de  ce  point  par  rapport  à  l'ellipsoïde,  deux 
points  étant  conjugués  lorsqu'ils  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  d'in- 
tersection de  TellipsoYde  avec  la  droite  qui  les  joint. 

On  justifie  cette  définition  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse  (n»  304).  En  rapportant  l'ellip- 
soïde à  trois  diamètres  conjugués  Oa-,  Oy,  Os,  l'axe  Oz  étant  le  diamètre  passant  par  8,  l'el- 
lipsoïde est  représenté  par  l'équation  : 

^»t  +  ^/«  -h  ^.,1  —  1  —  0. 

Si  Ton  joint  S(0,  0,  h)  à  un  point  quelconque  P(a'j,  y^,  z,),  la  droite  PS  a  pour  équations  : 

*   _    y         z  —  h 
—  =  -r-  =  -z r  ;        ou  :       y  =  mx,       z  =  nx  +  h, 

x^  y^  ^^  —  n 

avec  m  =  -si-  ,  n  =  ^^^ —  .  Elle  coupe  l'ellipsoïde  en  deux  points  qui  correspondent 
aux  racines  x\  x"  do  l'équation  en  x  : 
X*    .     m*x*    .     inx  +  /i)«  ,/  ^      ,     m*    ,    n*  \    ,   ^     nh     ,     h*        ^       ^^ 

^+-5ïr-  + ^ 1=0,  ou:  ^••(-^  +  -57r  +  77ïj+2^'-77r  +-^-1=0. 
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et  la  condition  pour  que  S  et  P  soient  conjugués  est  (n<>  83)  : 

c'* 

Le  lieu  (lu  conjugué  de  S  est  bien  un  plan,  z  =  — —  ;  de  plus,  ce  plan  polaire  est  paral- 
lèle à  la  direction  conjuguée  du  diamètre  passant  par  S. 

Nous  ne  développerons  pas  davantage  cette  théorie,  laissant  au  lecteur  le  soin  de  géné- 
raliser les  résultats  de  la  Géométrie  plane.  En  particulier,  on  vérifie  bien,  sur  son  équa- 
tion, que  ce  plan  polaire  de  S  contient  la  courbe  de  contact  du  crtne  circonscrit  de  sommets. 


CHAPITKE  II 

HYPERBOLOIDES 
HYPERBOLOIDE  A  UNE   NAPPE 

593.  DÉFINITION.  —  Oq  appelle  hyperboloïde  à  une  nappe  la  surface  qui, 
rapportée  à  trois  plans  rectangulaires  appelés  plans  principaux,  a  pour 
équation  : 

a,  6,  c,  étant  trois  longueurs  que  Ton  peut  toujours  supposer  assujetties  à 

la  condition  : 

(â)  a  ^  b, 

X  et  y  jouant  le  même  rôle  dans  l'équation  (1). 

Symétries.  Sommets.  —  L'équation  (1)  ne  contenant  x,  y,  z  que  par 
leurs  carrés,  la  surface  admet  les  plans,  axes,  et  origine  des  coordonnées 
comme  plans,  axes  et  ccnlre  de  symétrie. 

Ensuite,  l'équation  (l)  montre  que  la  surface  (fig.  262)  a  deux  sommets K,  A!, 
situés  sur  Ox  à  des  distances  de  0  égales  à  a,  et  deux  sommets  B,  B',  situés 
sur  Oy  à  des  distances  de  0  égales  à  b,  mais  qu'elle  n'a  pas  de  sommet 
sur  Oz,  aucune  valeur  de  z  ne  vérifiant  l'équation  (1)  pour  a;  =  y  =  0. 

Pour  ces  raisons,  Ox  et  Oy  sont  appelés  axes  réels  ou  axes  transDerses  de 
rhyperboloîde  à  une  nappe,  et  Oz,  axe  imaginaire  ou  a^e  non  transverse  ; 
et,  pour  définir  les  dimensions  de  l'hyperboloïde  par  des  longueurs  corres- 
pondant h,  chaque  axe,  on  appelle  extrémités  de  l'axe  imaginaire  Oz  les 
deux  points  C,  C  placés  sur  0^  à  des  distances  de  0  égales  h  c,  et  la  dis- 
lance ce  =2c  est  appelée  longueur  de  l'axe  imaginaire. 

Sections  principales.  —  L'équation  (1)  définit  les  sections  priiicipales 
de  la  surface  ;  ce  sont,  dans  le  plan  xOy  (z  =  0),  une  ellipse  ayant  deux 
axes  AA',  BB'  communs  avec  l'hyperboloïde;  puis,  dans  le  plan  xOz(y  =  0), 
une  hyperbole  ayant  encore  deux  axes  communs  avec  l'hyperboloïde,  l'un 
réel,  AA',  l'autre  imaginaire,  CC  ;  enfin,  dans  le  plan  yOz  (x  =  0),  une 
hypeî'bole  ayant  emsiril  deux  axes  communs  avec  l'hyperboloïde,  l'un  réel,  BB', 
l'autre  imaginaire,  CC 
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594.  Forme  de  la  surface  (fig.  262).  —  Étudions  les  sectioDsde  Thyper- 
boloîde  par  des  plans  parallèles  au  plan  xOy  ;  soit  z  =  h  l'un  de  ces  plans. 
La  section  plane,  rapportée  dans  son  plan  à  deux  axes  parallèles  à  Oj;  et  Oy, 

l'origine  étant  sur  Oz,  a  pour  équation  : 

x^        y*  _  h^ 

C'est  donc,  quel  que  soit  h,  une  ellipse 
rapportée  à  ses  axes,  dont  les  demi-axes 
sont  : 

b'        b 
leur  rapport  —-  =  —  étant  constant,  Tel- 

a        a 

lipse  reste  homothétique  à  la  section  prin- 
cipale AOB  du  plan  xOy;  deux  de  ses  som- 
mets sont  placés  dans  le  plan  orO^  et  décri- 
vent l'hyperbole  AA',  les  deux  autres  sont 
dans  le  plan  yOz  sur  l'hyperbole  BB'.  Les 
longueurs  des  demi-axes  croissent  avec  la 
valeur  absolue  de  A,  de  sorte  que  les  dimen- 
sions de  cette  ellipse  croissent  quand  son 
plan  s'éloigne  du  centre,  et  croissent  indé- 
finiment quand  son  plan  s'éloigne  indéfi- 
niment. Enfin,  l'ellipse  AOB  du  plan  xOy 
est  la  plus  petite  de  toutes  ces  ellipses  pa- 
rallèles ;  pour  cette  raison,  on  l'appelle 
ellipse  de  gorge. 

De  là  cette  définition  géométrique  de  l'hy- 
perboloïde  à  une  nappe  : 
Soient  deux  hyperboles  ayant  même  centre  0  et  mêmes  extrémités  C,  C 
d'axe  imaginaire,  placées  dans  deux  plans  rectangulaires  xOz,  yOz  passant 
par  cet  axe  commun  Œ  ;  Vhyperboloïde  à  une  nappe  est  la  surface  engen- 
drée par  une  ellipse  vainable  dont  le  plan  7'este  perpendiculaire  à  cet  axe 
commun  CC,  et  dont  les  sommets  décrivent  ces  deux  hyperboles 

595.  Hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe.  —  Dans  le  cas  où  les  deux 

axes  réels  de  l'hyperboloïde  sont  égaux  {a  =  b),  l'ellipse  variable  qui 
engendre  la  surface  devient  une  circonférence  dont  le  centre  décrit  Oz,  son 
plan  restant  perpendiculaire  à  Oz.  L'hyperboloïde  est  donc,  dans  ce  cas,  une 
surface  de  révolution  autour  de  0:;,  sa  méridienne  étant  l'une  quelconque  des 
deux  hyperboles  principales  ;  son  équation  est  alors  : 


Fig.  262. 


r  —  1  -:  0. 
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Uhyperboloîde  de  révolution  à  une  nappe  peut  donc  être  engendré  par 
la  rotation  d'une  hyperbole  tournant  autour  de  son  axe  non  transverse. 

Cette  surface  a  été  déjà  définie  sous  le  nom  de  surface  gauche  de  révo- 
lution (n°  572). 


HYPERBOLOIDE  A  DEUX  NAPPES 

596.  —  DÉFINITION.  —  On  appelle  hyperboloïde  à  deux  nappes  la  surface 
qui,  rapportée  à  trois  plans  rectangulaires  di,^^ç\é9>  plans  principaux,  a  pour 
équation  : 

(1) 


-l-4-.*L  —  —  -4-1  ssO 


a,  b,  c  étant  trois  longueurs  données,  que  Ton  peut  supposer  assujetties  à 
la  condition  : 

a^  b. 

Symétries.  —  Sommets.  —  Comme  les  surfaces  précédentes,  celle-ci  admet 
encore  pour  plans,  axes  et  centre  de  symé- 
trie les  plans,  axes  et  origine  des  coordon- 
nées. 

D'après  son  équation,  elle  a  (fig.  263)  deux 
sommets,  C,G,  situés  sur  Oz,  k  des  distances 
de  O  égales  h  c;  mais  elle  n'en  a  aucun,  ni 
s\irOx{y  =  0,  z=0),m  SUT  Oy(x=0,  z  =  0)» 
pour  cette  raison,  l'axe  O.3:  est  appelé  axe 
réel  ou  axe  transverse,  et  les  deux  autres, 
Qx  et  Oy,  axes  imaginaires  ou  axes  non 
transverses.  Enfin,  pour  définir  les  dimen- 
sions de  la  surface,  on  appelle  extrémités 
des  axes  imaginables  Ox  et  Oy  les  points 
A,A'  et  B,B'  placés  sur  ces  axes  h  des  dis- 
tances de  0  respectivement  égales  h  a  et  b  ; 
et  les  distances  AA'  =  2a,  BB'  ==  26  sont 
appelées  longueui^s  des  axes  imaginaires. 

Sections  principales.  —  La  section  prin- 
cipale de  la  surface,  placée  dans  le  plan 
ocOz  (y  =  0),  est  une  hyperbole  ayant  deux 
axes  communs  avec  Thyperboloîde,  l'un 
imaginaire,  AA',  l'autre  réel,  CCJ;  celle  du 
plan  yOz  {x  =  0)  est  une  hyperbole  ayant 
pour  axe  imaginaire  BB'  et  pour  axe  réel 
ce,  les  mômes  que  l'hyperboloïde  ;  mais, 

en  dernier  lieu,  il  n'y  a  pas  de  section  principale  dans  le  plan  xOy,  l'équation 
(1)  n'étant  vérifiée,  dans  l'hypothèse  z  =]^0,  pour  aucune  valeur  de  x  et  y. 

Tussi  ET  Thtbaitt.  Géométrie  analytique.  %\ 
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597.  Forme  de  la  surface  (fig.  263).  —  Étudions  enfin  les  sections  de  la  sur- 
face par  un  plan  variable,  z  =^  h,  parallèle  au  plan  xOy.  Celte  section  plane, 
représentée  par  Téquation  : 

x^        y^        h^ 

n'existe  que  sous  la  condition  :  h^  ^  c^  ou  :  |A|  ^  c;  ce  qui  montre  que  Thy- 
perboloîde  est  formé  de  deux  nappes  séparées  par  les  deux  plans  parallèles  à 
xOy  menés  par  les  sommets  C,C'.  La  section  par  un  plan  parallèle  au  plan 
xOy  est  une  ellipse  dont  le  centre  est  sur  O2,  et  les  axes  parallèles  à  Ox  et  Oy  ; 
les  longueurs  de  ses  demi-axes  : 


sont  dans  un  rapport  constant,  de  sorte  que  cette  ellipse  reste  toujouis 
homothétique  à  elle-même  ;  ses  sommets  sont  placés,  les  uns  sur  Thyperbol»^ 
principale  du  plan  xOz^  les  deux  autres  sur  celle  du  plan  yOz  ;  enfin,  a' et  h' 
croissant  avec  la  valeur  absolue  de  A,  les  dimensions  de  cette  ellipse  crois- 
sent quand  son  plan  s'éloigne  du  contre,  et  croissent  indéfiniment  quand  son 
plan  s'éloigne  indéfiniment;  cette  ellipse  se  réduit  à  un  point,  l'un  des  som- 
mets G  et  C,  lorsque  son  plan  passe  par  ce  sommet. 

D'où  cette  définition  : 

Soient  deux  hyperboles  ayant  même  centre  0  et  mêmes  sommets  C,G,  pla- 
cées dans  deux  plans  rectangulaires  xOz,  yOz  passant  par  leur  axe  com- 
mun CCJ;  Vhyperboloîde  à  deux  nappes  est  la  surface  engendrée  par  une 
ellipse  variable  dont  le  plan  reste  perpendiculaire  à  cet  axe  commun  et 
dont  les  sommets  décrivent  ces  deux  hyperboles, 

598.  Hyperboloîde  de  révolution  à  deux  nappes.  —  Dans  le  cas  où  les  deux 
axes  imaginaires  de  l'hyperboloïde  ont  des  longueurs  égales  (a  =  b),  l'ellips^e 
qui  engendre  la  surface  devient  une  circonférence,  et  cette  surface  est  de  rt^- 
volution  autour  de  Oz  ;  c'est  un  hyperboloîde  de  révolution  à  deux  nappes, 
surface  engendrée  par  la  rotation  d'une  hyperbole  tournant  autour  de  son 
axe  transverse  ;  son  équation  est  : 


CONE 

599.  —  Nous  associerons  aux  deux  hyperboloïdes  le  cône  dont  réquation. 
par  rapport  aux  trois  plans  principaux,  est  : 

r 

'i)  ^  +  1—^  =  0. 

a'   '   b^       c* 
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a,  b,  c,  étant  trois  longueurs  que,  par  rcaison  de  symëtrio,  on  peut  toujours 
supposer  assujetties  à  la  condition  : 

a  ^  h. 

On  remarquera  que  Téquation  (1),  étant  homogène  en  x,  y,  z,  représente 
bien  un  cône  dont  le  sommet  est  à  l'origine  (n°  564). 

Pour  étudier  sa  forme,  il  suffit  de  prendre  sa  base  dans  un  plan  quel- 
conque; en  vue  de  la  simplicité,  nous  choisirons  un  plan  parallèle  au  plan 
xOy,  d'équation  z  ^=  h.  Cette  base,  représentée  par  Téquation  : 

a'  '^  b'  ~~  c'' 

est  une  ellipse  dont  le  centre  est  sur  Oz,  dont  les  axes  sont  parallèles  à 
Ox  et  Oy,  les  longueurs  de  ces  axes  étant  proportionnelles  à  a  et  b. 

Dans  le  cas  particulier  :  a  =■  b,  l'ellipse  précédente  devient  une  circonfé- 
rence dont  le  centre  est  sur  Oz  et  le  plan  perpendiculaire  h  Oz;  le  cône 
devient  un  cône  de  révolutioyi  engendré  par  une  droite  tournant  autour  de 
Taxe  O^  qu'elle  rencontre  en  0.  Le  demi-angle  au  sommet  de  ce  cône  est  un 

angle  aigu  a,  formé  par02  et  la  droite  d'équations  y  =  0,  —  =  -1  ,  et  défini 
par  la  relation  : 

tg  a  =  —  . 
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600.  —  Nous  allons  étudier  simultanément  les  propriétés  des  deux  hyper- 
boloîdes,  et  celles  du  cône  qui  leur  est  associé,  en  prenant  leurs  équations 
sous  la  forme  commune  : 

.'Y*2  4/2  -^2 

où  nous  ferons  e  =  -|-  i,  pour  l'hyperboloïde  h  une  nappe; 

t  -■--.  —  i,  pour  l'hyperboloïde  h  deux  nappes  ; 

e  1^  0,  pour  le  cône. 
Ces  propriétés  sont,  en  général,  identiques  h  celles  de  l'ellipsoïde,  et  s'en 
déduisent  par  le  changement  de  c*  en  —  c^,  pour  l'hyperboloïde  h  une  nappe, 
de  a-  et  b^  en  —  a-  et  —  6^  pour  l'hyperboloïde  à  deux  nappes.  Aussi  nous 
bornerons-nous  h  signaler  les  particularités  nouvelles  qui  se  rencontrent  dans 
chaque  théorie. 

601.  Directions  asymptotiques.  Cône  asymptote.  —  Le  problème  de  l'inter- 
soction  de  la  surface  avec  une  droite  (A),  de  coefficients  directeurs  p,  q,  r, 
conduit  h  l'équation  en  x  suivante  (n°  579)  :  • 
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Mais  ici,  le  coefficient  de  a;*  peut  s'annuler  pour  des  valeurs  réelles  de  /?, 
q,  r  satisfaisant  à  la  condition  : 

(^)  ^  +  "^  -  ■?  =  <^- 

Celle-ci  ne  dépendant  que  de  p,  q,  r  et,  par  suite,  de  la  direction  5  de  la 
sécante  (A),  on  dit,  lorsqu'elle  est  remplie,  que  8  est  une  direction  asympto- 
tique  de  la  surface. 

Ensuite,  cette  condition  est  une  relation  entre  les  coordonnées  p,  q,  r  d'un 
point  de  08  ;  ceci  montre  que  le  lieu  des  directions  asymptotiques  menées 
par  le  centre  est  le  cône  : 

a*  ^  b^       c«        ' 

que,  pour  cette  raison,  on  nomme  cône  asymptote  des  deux  hyperboloîdes. 
D'après  cela  :  toute  droite  non  parallèle  à  une  génératrice  du  cône  asymp- 
tote coupe  Vhyperboloïde  en  deux  points  à  distance  finie,  réels  ou  imagi- 
naires, distincts  ou  confondus  ;  toute  droite  parallèle  à  une  génératrice  du 
cône  asymptote  coupe  la  surface  en  un  point  au  plus  à  distance  finie. 

602.  Plan  asymptote.  —  On  appelle  plan  asymptote  de  l'un  des  hyperbo- 
loîdes ou  du  cône  le  lieu  des  parallèles  à  une  direction  asymptotique  qui  ne 
rencontrent  pas  la  surface  ou  sont  situées  sur  la  surface;  on  dit  que  ce 
plan  est  conjugué  de  la  direction  asymptotique,  et  inversement. 

Pour  justifier  cette  définition,  considérons  une  sécante  (A)  se  déplaçant 
parallèlement  à  une  direction  asymptotique,  la  condition  (3)  étant  donc  satis- 
faite. Les  équations  de  (A)  étant  mises  sous  la  forme  : 

y=^x+h,        z=jx  +  k, 

le  coefficient  de  a;-  dans  l'équation  (2)  est  nui,  et  celui  de  x  s'annule  dans 
l'hypothèse  : 

b^       c^  ~'  ' 
ce  qui  exprime  que  la  sécante  (A)  se  trouve  dans  un  plan  fil)  d'équation  : 

ou,  d'après  (3)  : 

px        qy        rz 
a;'  "^   b'         c'   — 


Dans  ce  cas,  l'équation  (2)  se  réduit  à  une  impossibilité  ou  une  indétermi- 
nation ;  par  conséquent,  si  la  droite  (A)  est  dans  le  plan  asymptote  (H)  eUe  ne 
coupe  la  surface  en  aucun  point  ou  est  située  sur  la  surface;  si  la  droite  (A) 
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est  en  dehors  du  plan  asymptote  (II),  elle  coupe  la  surface  en  un  point  à 
distance  finie  et  un  seul. 

Théorème.  —  Tout  plan  asymptote  est  tangent  au  cône  asymptote  le  long 
de  la  génératrice  parallèle  à  la  direction  conjuguée. 

En  efTet,  soient  un  plan  asymptote  quelconque  (II),  Oô  la  géne'ratrice  du 
cône  asymptote  parallèle  à  sa  direction  conjuguée. 

Remarquons  que  (II)  est  un  plan  asymptote  aussi  bien  pour  le  cône  asymp- 
tote que  pour  Thyperboloïde  ;  par  définition,  ce  plan  (II)  doit  donc  contenir 
la  génératrice  08  ;  or,  il  ne  peut  couper  le  cône  suivant  une  seconde  généra- 
trice 01'  distincte  de  08,  sans  quoi,  toute  parallèle  à  08,  menée  dans  ce  plan 
(n),  couperait  08'  et,  par  suite,  le  cône  asymptote  en  un  point  à  distance  finie, 
ce  qui  est  impossible  ;  le  plan  (II)  est  donc  tangent  au  cône  asymptote  le 
long  de  la  génératrice  08. 

603.  Plans  diamétraux.  —  D*après  ce  qui  précède,  la  définition  du  plan 
diamétral  conjugué  d'une  direction  8  n'a  plus  de  sens  lorsque  8  est  une 
direction  asymptotique.  A  toute  direction  non  asymptotique  8,  de  coefficients 
directeurs  p,  q,  r,  correspond  encore  un  plan  diamétral  d'équation  (n*  580)  : 

p^  ,   qy      rz 

a'  "^   6*         c*  ~ 

D'autre  part,  à  toute  direction  asymptotique  8  correspond,  comme  on 
vient  de  le  voir,  un  plan  asymptote  représenté  par  la  même  équation.  Pour 
cette  raison,  on  considère  un  plan  asymptote  comme  un  plan  diamétral  par- 
ticulier, que  l'on  appelle  plan  diamétral  singulier. 

Dans  ces  conditions,  les  propriétés  des  plans  diamétraux  (n**  881)  sont  les 
mêmes  pour  les  hyperboloïdes  que  pour  l'ellipsoïde,  avec  les  particularités 
suivantes  : 

1**  Un  plan  diamétral  est  parallèle  à  sa  direction  conjuguée  8,  si  celle-ci 
est  asymptotique,  et  ne  l'est  pas  dans  le  cas  contraire  ; 

2®  Il  n'existe  pas  de  cylindre  circonscrit  parallèlement  k  une  direction 
asymptotique. 

Signalons  en  outre  une  propriété  nouvelle  : 

Théorème.  —  Le  plan  diamétral  conjugué  dune  direction  déterminée  est 
le  même  pour  un  hyperboloïde  et  son  cône  asymptote. 
Car  l'équation  de  ce  plan  est  indépendante  de  t. 

604.  Diamètres.  —  Dans  la  théorie  des  diamètres,  une  seule  particularité 
se  présente.  Une  direction  de  plan  étant  définie  par  un  plan  (P)  mené  par 
le  centre,  le  diamètre  conjugué  (D)  n'est  pas  dans  ce  plan  si  (P)  n'est  pas  un 
plan  asymptote,  c'est-Vdire  n'est  pas  tangent  au  cône  asymptote  ;  dans  le 
cas  contraire,  (D)  est  situé  dans  le  plan  (P)  et  se  confond  avec  la  génératrice 
de  contact  de  (P)  et  du  cône  asymptote  ;  on  dit  alors  que  (D)  est  un  diamètre 
singulier. 
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Ceci  entraîne  la  const^quence  suivante  : 

Théorème.  —  Les  plans  parallèles  à  un  plan  asymptote  coupent  la  surface 
suivant  des  paraboles,  dont  les  diamètres  sont  parallèles  au  diamètre  singu- 
lier conjugué  de  ces  plans. 

Soit,  en  effet  (fig.  264),  (D  la  section  de  la  surface  par  un  plan  {Pj)  paral- 
lèle h  un  plan  asymptote  (P),  et  soit  (D)  le  diamètre  singulier  conjugué  du 
plan  (P),  diamètre  qui  est  contenu  dans  ce  plan  (P). 


Fig.  2tf4. 

Cela  posé,  considérons  dans  le  plan  (Pj  les  cordes  de  la  courbe  (D  paral- 
lèles à  une  même  direction  8.  Leurs  milieux  sont  sur  une  droite  (A'),  inlei*sec- 
tion  de  (P)  avec  le  plan  (II),  plan  diamétral  conjugué  de  la  direction  5.  Or. 
quand  la  direction  o  varie  dans  le  plan  (P,),  le  plan  (Tl)  tourne  autour  du  dia- 
mètre (D),  et  son  intersection  (A'j  avec  le  plan  (PJ)  reste  parallèle  îi  (Di.  La 
courbe  (F)  est  donc  une  conique  dont  tous  les  diamètres  sont  parallèles;  cVsl 
une  parabole  et,  de  plus,  ses  diamètres  sont  bien  parallèles  à  (D).  C.  Q.  F.  1). 

605.  Diamètres  réels,  diamètres  imaginaires.  —  On  dit  qu'un  diamètre  d'un 
byperboloïde  est  réel  ou  imaginaire,  suivant  qu'il  coupe  la  surface  ou  ne  la 
coupe  pas. 

Cherchons  comment  sont  distribués  les  diamètres  réels  ou  imaginaires. 
Soient  Thyperboloïde  à  une  ou  deux  nappes  d'équation  : 


^2 


(1) 


£1  ,  r._^ 

a^  "^  b^        c^ 


c^O  (e-±i), 


et  (Dj  un  diamètre  non  singulier  quelconque,  de  coefficients  directeurs  p,  ç,  f- 
Les  coordonnées  d'un  de  ses  points  d'intersection  avec  la  surface  sont  : 

p  satisfaisant  a  la  condition  : 
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De  là  plusieurs  cas  à  distinguer  suivant  le  signe  du  coefficient  de  p^  c'est- 
à-dire  suivant  la  position  de  (D)  par  rapport  au  cône  asymptote.  On  dit  que 
(D)  est  intérieur  à  ce  cône  s'il  est  situé  dans  la  région  qui  contient  Oz 
(p  z=  q  =  6),  et  extérieur  dans  le  cas  contraire.  Le  coefficient  de  f  est  négatif 
dans  le  premier  cas,  positif  dans  le  second.  D'où,  en  tenant  compte  du  signe 
de  «,  celle  conclusion  : 

Tout  diamètre  extérieur  au  cône  asymptote  est  réel  dans  Vhyperboloide  à 
une  nappe  (e  =  +1),  imaginaire  dans  Vhypei^holoïde  à  deux  nappes  (•  = — 1); 
tout  diamètre  intérieur  au  cône  asymptote  est  imaginaire  dans  Vhyperbo- 
loïde  à  une  nappe,  réel  dans  Vhyperboloïde  à  deux  nappes.  Rappelons  enfin 
que  tout  diamètre  situé  sur  le  cône  asymptote  est  un  diamètre  singulier. 

606.  Hyperboioïdes  conjugués.  —  Lemme.  —  Tout  plan  diamétral,  qui 
coupe  un  hypei^boloïde  suivant  une  hyperbole,  coupe  le  cône  asymptote  sui- 
vant les  asymptotes  de  cette  hyperbole;  réciproquement,  tout  plan  diamé- 
tral, qui  coupe  le  cône  asymptote  suivant  deux  génératrices,  coupe  Vhyper- 
bolo'ide  suivant  une  hyperbole  asymptote  à  ces  deux  génératrices. 

Car,  si  (Gi)  et  (Gi)  sont  les  asymptotes  d'une  hyperbole  (F),  section  de  Thy- 
perboloïde  par  un  plan  diamétral  (P),  elles  ne  coupent  (F)  et,  par  suite, 
l'hyperboloîde  en  aucun  point;  elles  sont  donc  sur  le  <îône  asymptole 
(n°60i). 

Inversement,  soit  un  plan  diamétral  (Pj  qui  coupe  le  cône  asymptote  sui- 
vant deux  génératrices  distinctes  (Gi),  (Gj)  ;  ce  plan  n'est  pas  un  plan  asymp- 
tote (n**  602)  ;  par  conséquent,  il  coupe  l'hyperboloîde  suivant  une  conique  (F) 
de  centre  0  (n°  583j  ;  les  droites  (Gi),  (Gi)  ne  coupent  l'hyperboloîde  et,  par 
suite,  cette  conique  en  aucun  point  à  distance  finie;  (F)  est  donc  une  hyper- 
bole asymptote  à  ces  deux  droites. 

Théouème.  —  Si,  par  un  diamètre  imaginaire  (Dj  d'un  hyperboioïdes  on 
mène  un  plan  coupant  la  surface  suivant  une  hyperbole,  les  extrémités  du 
diamètre  imaginaire  de  cette  hyperbole^  placé  sur  (D),  resffint  fixes  quand  le 
plan  tourne  autour  de  D. 

En  effet,  soit  (P)  un  plan  quelconque  mené  par  (D)  et  coupant  l'hyperbo- 
loîde suivant  une  hyperbole  (F);  soient  B(x,  y,  z)  l'une  des  extrémités  du 
diamètre  imaginaire  (D)  de  cette  hyperbole,  et  \(x',  y\  z'),  M( —  a;',  —  y',  —  z') 
les  extrémités  du  diamètre  réel  conjugué.  On  sait  que  A  et  A'  sont  sur  l'hy- 
perboloîde (1),  et  que  les  droites  AB,  A'B  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  (F) 
(n**  319)  et,  par  conséquent,  à  deux  génératrices  du  cône  asymptote.  Les 
coefficients  directeurs  de  AB  étant  x  —  x',  y  —  y",  z  —  z',  ceux  de  A'B, 
X  -\-  oc',  y  +  y' ,z  +  z',  on  a  donc  les  relations  ; 

rr'i  lili  "Il 

a'  ^  b'         c'  "• 

u  — xV     iy—y'f{Z'-z'f  {x  +  x'f-     {y  +  y'f     i^  +  z'f 

a^        '        b^  e^      "~"'  a-'        '        b^  c*       ~    ' 
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d*où,  en  ajoutant  les  deux  dernières  membre  à  membre,  et  en  tenant  compta 
de  la  première  : 

Cette  relation,  indépendante  de  oc^^  y',  z\  définit  un  second  hyperboloîde 
sur  lequel  se  trouve  le  point  B.  Les  extrémités  du  diamètre  imaginaire  (Dj  de 
rhyperbole  (Pj  sont  h  Tintersection  de  (D)  avec  cet  hyperboloîde  et,  par  con- 
séquent, sont  fixes,  quel  que  soit  le  plan  de  (V).  G.  Q.  F.  D. 

DÉFiNiTiOiNs.  —  Ces  points  fixes  sont  appelés  exlrémilés  du  diamètre  ima- 
ginaire (D)  de  rhyperboloîde  ;  et  on  appelle  hypef*boloîdes  conjugués  deux 
hyperboloïdes  tels  que  chacun  d'eux  soit  le  lieu  des  extrémités  des  diamètres 
imaginaires  de  l'autre. 

Nous  venons  de  montrer  que,  Thyperboloïde  (ï)  étant  donné,  ce  lieu  est  un 
second  hyperboloîde  (2),  qui  se  déduit  du  premier  par  le  changement  de  signe 
de  e,  ce  qui  établit  la  réciprocité  entre  ces  deux  hyperboloïdes. 

On  remarquera  que  deux  hyperboloïdes  conjugués  ont  un  même  cône 
asymptote,  que  l*un  a  une  nappe  et  Vautre  deux. 

607.  Systèmes  de  trois  diamètres  conjugués.  —  On  remarquera  qu'un 
système  de  trois  diamètres  conjugués  (n°  584j  d'un  hyperboloîde  ou  d'un  cône 
ne  peut  comprendre  de  diamètres  singuliers,  car,  si  (D)  est  un  diamètre  sin- 
gulier, il  est  situé  dans  son  plan  diamétral  conjugué  (P);  h  tout  diamètre 
(D'),  pris  arbitrairement  dans  (Pj,  correspond  un  plan  diamétral  (P')  passant 
par  (D),  de  sorte  que  l'intersection  de  fP)  et  (PO  se  confond  avec  (D). 

Mais,  à  tout  diamètre  non  singulier  (Dj,  on  peut  toujours  faire  correspondre, 
d'une  infinité  de  manières,  deux  autres  diamètres  non  singuliers  (D'j,  (jy^) 
formant  avec  (Dj  un  système  de  trois  diamètres  conjugués. 

Théorème.  —  Tout  système  de  trois  diamètres  conjugués  comprend  un  dia- 
mètre intérieur  a^  cône  asymptote  et  deux  extérieurs. 

En  efl'et,  supposons  d'abord  le  diamètre  (D)  intérieur  au  cône  asymptote  ; 
ses  coefficients  directeurs  p,  q,  r  satisfont  à  la  condition  (n**  605)  : 

a"^    '    o-        c^ 

Cherchons  l'intersection  de  son  plan  diamétral  conjugué  (P)  avec  le  cône 
asymptote,  ce  qui  revient  à  résoudre  le  système  d'équations  (n®  603j  : 


px  .   qy      rz  x^        y 


i  4/2  ^2 


a'  +  ô*       c*~  ^'         a*  "'"6*       c*~  ^' 

qui  donne  : 

^__Çl/px       qy\         j£i,yi_  Ç^/P^  ,   MY  ^  n 
"~"  r  \a'  "*■  by'        a'  ^  b'        r^  \a'  "T"  6*/  ~ 
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La  seconde  équation  représente,  dans  le  plan  xOy,  un  faisceau  de  deux 
droites  imaginaires  (n®  105),  car  on  a  : 

Le  plan  (P)  ne  coupe  donc  pas  le  cône  asymptote  et,  par  conséquent,  les  deux 
autres  diamètres  du  système,  (ly)  et  (D"j,  sont  nécessairement  extérieurs  à  ce 
cône. 

Supposons  maintenant  que  (D)  soit  extérieur  au  cône  asymptote  ;  il  résulte 
de  ce  qui  précède  que  le  plan  diamétral  conjugué  (P),  qui  contient  (D')  et  (D"), 
coupe  ce  cône  suivant  deux  génératrices  distinctes  (Gi)  et  (G^).  On  sait  qu'il 
coupe  alors  la  surface  suivant  une  hyperbole  (1"),  asymptote  à  (Gi)  et  (G2).  Or, 
le  lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  (D')  est,  dans  la  surface,  le  plan  de 
(D)  et  (D");  dans  l'hyperbole  (r),  c'est  donc  la  droite  (D''),  de  sorte  que  (D')  et 
(D")  sont  deux  diamètres  conjugués  de  cette  hyperbole.  Ils  sont  donc  placés 
dans  des  angles  différents  do  (Gi)  et  (G2)  (n*  317);  l'un  est  intérieur,  l'autre 
extérieur  au  cône  asymptote. 

CoROLLAiaes.  —  I.  Dans  Vhyperboloïde  à  une  nappe,  tout  système  de 
trois  diamètres  conjugués  comprend  un  diamètre  imaginaire  et  deux  réels. 

II.  Dans  Vhyperboloïde  à  deux  nappes^  tout  système  de  trois  diamètres 
conjugués  comprend  un  diamètre  réel  et  deux  imaginaires. 

C'est  ce  qui  résulte  de  la  conclusion  du  n°  605. 

608.  Équation  de  l'un  des  hjrperboloîdes  ou  du  cône,  rapporté  à  trois  dia- 
mètres conjugués.  —  Rapportons  la  surface  à  un  système  de  trois  diamètres 
conjugués,  et  supposons  que  l'axe  Oz  soit  le  diamètre  intérieur  au  cône 
asymptote.  L'équation  de  la  surface  est  alors  de  la  forme  (n°  585)  : 

(1)  kx^'  +  Ay  +  AV  +  D  =  0. 

S'il  s'agit  d'un  hyperboloîde  à  une  nappe,  nous  désignerons  par  a'  et  b'  les 
longueurs  de  ses  demi-diamètres  réels  Ox,  Oy  et  par  c'  celle  de  son  demi- 
diamètre  imaginaire  0-::.  La  section  de  la  surface  par  le  plan  des  xz  est  donc 
une  hyperbole  dont  0;rest  un  diamètre  imaginaire  de  longueur  2c'.  Dans  ces 
conditions,  l'équation  (1)  se  met  sous  la  forme  : 

x^        V^        z^ 

De  même,  s'il  s'agit  d'un  hyperboloîde  à  deux  nappes,  nous  désignerons 
par  a'  et  b'  les  longueurs  de  ses  demi-diamètres  imaginaires  Ox,  Oy,  et  par  & 
celle  de  son  demi-diamètre  réel  Oz;  l'équation  (1)  se  met  alors  sous  la  forme  : 

X^  ÎZ-i  z^ 

Enfin,  s'il  s'agit  du  cône,  D  est  nul,  l'origine  étant  sur  la  surface,  A  et  A' 
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sont  de  même  signe,  A  et  A"  de  signes  différents,  en  vertu  de  l'hypothèse. 
LVquation  (1)  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme  : 

J5*  l/<2  «i 

Ces  équations  sont  analogues  à  celles  des  mêmes  surfaces  rapportées  à 
leurs  plans  principaux.  On  pourra  donc  en  tirer  les  mêmes  conséquences  et, 
en  particulier,  vérifier  que  les  équations  (2)  et  (3)  représentent  deux  hyper- 
boloïdes  conjugués,  et  Téquation  (4)  leur  cône  asymptote. 

609.  Hyperboloïde  rapporté  à  deux  diamètres  singuliers  et  à  leur  diamètre  conjugué. 

—  Soient  Oa\  0»/  doux  géii<3ratri('os  distinctes  quelconques  du  cône  asymptote.  Ce  s«)nt 
deu.v  diamètres  sin^liers  dont  le  plan  est  un  plan  diamétral  non  singulier,  ayant  un  dia- 
mètre conjugué  0-,  et  les  trois  droites  0.r,  0»/,  Oz  peuvent  èlrc  prises  comme  axes  «le 
coordonnées.  Cherchons,  dans  ce  cas,  ce  que  devient  l'équation  de  la  surface. 

D'abord,  l'équation  est  du  second  def/ré:  puis,  l'origine  étant  centre,  elle  ne  contient  que 
de»  termes  de  deffré  pair  (n»  o45'.  Ensuite,  z  n'y  figure  que  par  des  puissances  paires,  h' 
plan  des  jcy  étant  le  plan  diamétral  conjugué  des  cordes  parallèles  à  Oz.  Enfin,  Véquafion 
est  du  premier  degré  par  rapport  à  a-,  car  toute  parallèle  à  Oj"  coupe  la  surface  en  un 
point,  au  maximum,  à  dislance  finie;  de  même,  elle  est  du  premier  degré  en  y.  Pour  toutes 
ces  raisons,  elle  est  <le  la  forme  : 

Xz-  +  Bjcy  +  D  =  0. 

Cela  étant,  si  la  surface  est  un  hyperlndoide  à  une  nappe,  le  diamètre  O2  est  ivel,  son 
plan  diamétral  conjugué  aOy  coupant  le  cône  asymptote  suivant  deux  droites  réelles,  Oj, 

Oj/.  On  pourra  donc  poser  : —  ___  =  c'*,  c'  étant   la   demi-longueur  de  ce  diamètre.  Puiî>, 

^  I) 

en  renversant,  s'il  y  a  lieu,  le  sens  de  l'axe  Ox,  on  peut  supposer  que  -sr  est  positif,  et 

poser  :  -5-  ==  A-*,  h  étant  une  longueur  déterminée.  L'équation  est  donc  : 
B 

z*  a-u 

De  la  même  fa^'on,  si  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  on  peut  mettre  son 
éiiuation  sous  la  forme  : 

Enfin,  si  la  surface  est  un  cône,  on  aura  D  =  0,  l'origine  étant  sur  la  surface,  et  ou  peut 
mettre  son  équation  sous  la  forme  : 


SECTIONS  PLANES  DES  H YPERBOLOIDES  ET  DU  CONE 

610.  Théorème.  —  La  section  d'un  hyperboloHe  ou  d'un  cône  par  un 
plan  est  elliptique,  hyperbolique  ou  parabolique,  suivant  que  le  plan  pa- 
rallèle, mené  par  le  centre  de  la  surface,  ne  coupe  pas  le  cône  asymp- 
tote, ou  le  coupe  suivant  deux  génératrices  distinctes,  ou  est  tangent  à  ce 
cône. 

En  effet,  envisageons  successivement  ces  trois  cas,  et  désignons  par  (Pi) 
le  plan  de  la  section  plane,  par  (P)  le  plan  parallèle  men(^  par  le  centre. 

1"^  Si  (P)  ne  coupe  pas  le  cùne  asymptote,  son  diamètre  conjugu(5  0-  est 
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intérieur  au  cône  asymptote  (n^  607)  ;  en  rapportant  la  surface  à  trois  dia- 
mètres conjugués  dont  l'un  soit  0:;,  l'équation  de  la  surface  est  (n**  608)  : 

celle  du  plan  sécant  (Pi)  est  :  z  =  h,  et  celle  de  la  section  plane,  l'apportée 
dans  son  plan  à  deux  axes  parallèles  à  Ox,  Oy,  l'origine  étant  sur  Oz  : 

('/est  bien  l'équation  d'une  ellipse  rapportée  h  deux  diamètres  conjugués. 

i^  Si  (P)  coupe  le  cône  asymptote,  son  diamètre  conjugué  Oy  est  extérieur 
au  cône  asymptote  ;  en  rapportant  la  surface  à  trois  diamètres  conjugués  dont 
l'un  soil  Oy,  la  surface  est  encore  représentée  par  l'équation  (1),  le  plan 
sécant  (Pi)  par  l'équation  y  =^  h,  et  la  section  plane  par  l'équation  : 

_^___£^__     _   h^ 

C'est  bien  celle  d'une  hyperbole  rapportée  h  deux  diamètres  conjugués. 

3**  Si  (P)  est  langent  au  cùne  asymptote  le  long  d'une  génératrice  (D),  c'est 
un  plan  asymptote,  et  nous  avons  vu  que  tout  plan  parallèle  (Pj  coupe  la  sur- 
face suivant  une  parabole  dont  les  diamètres  sont  parallèles  h  (D)  (n°60i). 

On  peut  d'ailleurs  le  démontrer  en  rapportant  la  surface  à  un  cliani«''tre  (iuelcon((ue  Or, 
pris  dans  le  plan  asymptote  (P)»  et  aux  deux  génératrices  d'intersection  (>/-,  Oy  du  côno 
asymptote  avec  le  plan  diamétral  conjugué  de  0-.  La  surface  est  n^jrésenlée  par  ré(|ua- 
tion  (n»  609)  : 

z*  jy  

7^  ""  IF  ""  ^  ="  "' 

le  plan  sécant  (P,)  par  l'équation  y  =  /i,  et  la  section  plane  par  l'équation  : 

C'est  bien  l'équation  d'une  parabole  rapportée  à  un  diamètre  Ojc  et  à  la  direction  con- 
juguée 02. 

De  plus,  les  résultats  obtenus  mettent  en  évidence  les  conclusions  suivantes. 

Théorème.  —  Les  sections  d'un  hyperboloïde  ou  d'un  cône  par  des  plans 
parallèles  sont  des  courbes  homoihétiques. 

Théorème.  —  Les  sections  elliptiques  ou  hyperboliques  d'un  hyperboloïde 
et  de  son  cône  asymptote  par  un  7néme  plan  sont  homothétiques  et  concen- 
triques. 

Théorème.  —  Les  sections  paraboliques  d'un  hyperboloïde  et  de  son  cône  asymptote  par 
un  même  plan  ont  des  diamètres  parallèles  et  peuvent  se  superposer  par  une  translation 
parallèle  à  la  direction  de  ces  diamètres. 
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Car  les  deux  équations  : 

ne  diffèrent  que  par  le  changement  de  x  en  x  + 


c'*hœ 


s*' 


h 

611.  Section  d'un  hyperboloide  par  un  plan  tangent.  — *I.  Cas  de  Vhyper- 
boloïde  à  une  nappe.  —  On  sait  qu'un  plan  tangent  en  un  point  M  est 
parallèle  à  la  direction  conjuguée  du  diamètre  qui  passe  par  le  point  contact 
(n®  883).  Ce  diamètre  étant  réel,  son  plan  diamétral  conjugué  coupe  le  cùne 
asymptote. 

On  est  donc  dans  le  cas  d'une  section  hyperbolique.  D'autre  pari,  le  centre 
de  la  section,  étant  sur  le  diamètre,  coïncide  avec  M.  La  section  est  donc  une 
hyperbole  passant  par  son  centre  M,  ou  encore  un  système  de  deux  droites 
sécantes  (n®407). 

II.  Cas  de  Vhyperboloïde  à  deux  nappes.  — De  la  même  manière,  la  section 
d'un  hyperboloi'de  à  deux  nappes  est  du  genre  ellipse;  elle  passe  par  son 
centre  ;  c'est  donc  une  ellipse  point. 

Section  d'un  hyperboloide  par  un  plan  asymptote.  —  La  section  est  du 
genre  parabole  ;  elle  admet  une  droite  de  centres  (D),  qui  est  la  génératrice  de 
contact  du  plan  avec  le  cône  asymptote  (n»  604).  C'est  donc  un  système  de 
droites  parallèles.  Or,  tout  diamètre  situé  dans  ce  plan  asymptote  est  néces- 
sairement extérieur  au  cône  asymptote;  il  est  donc  réel  ou  imaginaire  suivant 
que  l'hyperbolorde  est  à  une  ou  deux  nappes.  La  section  plane  est  donc  un 
système  de  deux  droites  parallèles,  réelles  et  distinctes  dans  le  cas  de 
Vhyperboloïde  à  une  nappe,  imaginaires  dans  le  cas  de  Vhyperboloïde  à 
deux  nappes. 

612.  Sections  circulaires.  —  D'abord,  la  recherche  des  sections  circulaires 
d'un  hyperboloide  à  deux  nappes  ou  d'un  cône  se  ramène  à  celle  des  sections 
circulaires  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  ayant  môme  cône  asymptote,  car 
les  sections  de  ces  surfaces  par  un  même  plan  sont  homothétiques  (n<>  610). 

En  raisonnant  alors  comme  pour  l'ellipsoïde  (n®  587),  il  suffit  de  chercher 
les  plans,  passant  par  l'un  dos  axes,  et  coupant  suivant  une  circonférence 
rhypcrboloVde  à  une  nappe  : 

a^  ^  b^         c* 

On  écartera  les  plans  passant  par  Oz  ou  par  Oy,  qui  donnent  des  hyper- 
boles ou  des  ellipses  à  axes  inégaux.  Les  plans  cherchés  passant  par  Ox 
correspondent  enfin  aux  diamètres  communs  à  l'hyperbole  principale  du 
plan  yOz  et  à  une  circonférence  concentrique  de  rayon  a.  Ces  deux  courbes, 
dans  le  plan  yOz,  ont  pour  équations  : 

V'  Z^  1/2  z^ 

b^         c^        *       "'  a^  ^  a^  — 1  — u, 


r 
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et  leurs  diamètres  communs  : 

On  en  conclut  que  toui  hyperholoïde  ou  cône,  qui  n'est  pas  de  révolution, 
admet  deux  directions  de  plans  de  sections  circulaires. 


PLANS  TANGENTS  AUX  HYPERBOLOÏDES 

613.  —  La  seule  particularité  dans  Tétude  des  plans  tangents  est  la  sui- 
vante. L*ëquation  d'un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné,  est,  pour 
rhyperbololde  à  une  nappe  : 

ux  -^  vy  '\- wz  ±1  ^a^u^  +  ^^^  —  ^*^*  =  0, 

et,  pour  rhyperbololde  à  deux  nappes  : 

wa;  +  vy  +  '^^  =^  s/c^^w^  —  a*tt*  —  bH^  =^-  0  ; 

ce  qui  montre  que  les  deux  plans  tangents,  parallèles  à  un  plan  donné 
ux  -]-  vy  -^  wz  =  0,  n'existent  que  sous  la  condition  a*w*  +  6*v*  —  cho^  >  0 
dans  le  premier  cas,  et  a^u^  +  6V  —  cHo^  <  0  dans  le  second. 

Ce  résultat  était  d'ailleurs  prévu,  le  diamètre  conjugué  du  plan  donné 
devant  être  réel,  pour  qu'il  y  ait  des  solutions. 

Donc  (n**  607),  les  deux  plans  tangents  existent  sous  la  condition  que  le 
plan  parallèle  au  plan  donné,  mené  par  le  centre  de  V hyperholoïde,  coupe  le 
cône  asymptote  pour  Vhyperboloïde  à  une  nappe,  ne  le  coupe  pas  pour 
r hyperholoïde  à  deu^  nappes. 


CHAPITRE  III 


PARABOLOIDE  ELLIPTIOLK 


614.  DÉFINITION.  —  On  appelle  paraboloïde  elliptique  la  surface  qui,  rap- 
portée à  trois  plans  rectangulaires,  a  pour  équation  : 


(•») 


p,  q  étant  deux  nombres  positifs  qui  mesurent  deux  longueurs  déterminées, 
aippelécs  paramètres  du  paraboloïde. 

Symétries.  —  Sommet.  —  D'abord,  y  et  ^  no  figurant  que  par  leurs  carrés 
dans  l'équation  (l),  la  surface  admet  pour  plans  de  symétrie  les  plans  xOz, 
xOy,  et,  pour  axe  de  symétrie,  Taxe  Ox  (n**  54S).  Ces  deux  plans  xOz,  xOy, 

sont   appelés  plans  principaux 
de  la  surface. 

L'équation  (l)  n'admet,  pour 
2/  _^  2  =  0,  que  la  solution  x  =-  0. 
La  surface  a  donc  un  sommet, 
qui  est  l'origine  des  coordonnées. 
Le  plan  tangent  au  sommet, 
_^  d'équation  x  =  0  (n*'547),  est 
bien  perpendiculaire  à  Taxe  Ox. 

Sections   principales.    —   Les 

deux  plans  de  symétrie  coupent 
la  surface  suivant  deux  sections 
principales,  ayant  pour  équa- 
tions, l'une  :  3  =  0,  y*  =  ipx; 
Fig.  :f65.  l'autre  :  y  =  0,  ^^  =  ^x. 

Ce  sont  (fig.  265)  deu>x  para- 
boles d'axe  Ox,  de  sommet  0,  dirigées  toutes  deux  dans  le  sens  Ox  ;  la  pre- 
mière (P),  de  paramètre  p,  est  placée  dans  le  plan  xOy  ;  la  seconde  (Q),  do 
paramètre  q,  dans  le  plan  xOz. 


615.  Forme  de  la  surface  (fig.  2Go).  —  Étudions  les  sections  de  la  surface 
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par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  Ox.  Soit  x  =  h  l'un  de  ces  plans  ;  la 
section  plane,  rapportée  dans  son  plan  à  deux  axes  parallèles  à  Oy,  0^, 
Torigine  étant  sur  Oj?,  a  pour  équation  : 

C'est  donc  une  ellipse,  rapportée  h  ses  axes,  et  qui  n'existe  que  sous  la 
condition  h>  0  ;  ceci  montre  que  le  paraboloïde  est  placé  tout  entier  d'un 
môme  côté  du  plan  tangent  au  sommet  0.  Les  demi-axés  de  cette  ellipse  sont  : 

a  =  V/^jôÂT        b  =  \/%jh  ; 

leur  rapport  :  —  =  V/i.  reste  constant,  de  sorte  que  cette  ellipse  reste  tou- 
jours homothétique  h  elle-même  ;  ses  dimensions  croissent  de  zéro  à  l'infini, 
quand  son  plan,  partant  du  plan  tangent  en  0,  s'éloigne  indéfiniment  ;  enfin, 
deux  de  ses  sommets  décrivent  la  parabole  (P)  du  plan  xOy,  et  les  deux 
autres,  la  parabole  (0)  du  plan  xOz. 

De  \h  cette  définition  géométrique  du  paraboloïde  elliptique  : 
Soient  deux  paraboles  (P),  (0),  placées  dans  deux  plans  rectangulaires, 
ayant,  sur  la  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans  y  même  axe  Ox  et 
même  sommet  0,  dirigées  enfin  dans  le  même  sens  ;  le  paraboloïde  ellip- 
tique est  engendré  par  une  ellipse  variable  dont  le  plan  reste  perpendi- 
culaire à  cet  axe  et  dont  les  sommets  décrivent  respectivement  ces  deux 
paraboles, 

616.  Paraboloïde  de  révolution.  —  Dans  le  cas  particulier  où  les  deux 
paramètres  du  paraboloïde  elliptique  sont  égaux  (p  =  q),  l'ellipse  variable 
qui  engendre  la  surface  devient  une  circonférence  dont  le  centre  décrit  Ox, 
son  plan  restant  perpendiculaire  à  cet  axe  Ox.  Le  paraboloïde  est  donc  alors 
une  surface  de  révolution  autour  de  Ox,  sa  méridienne  étant  Tune  quel- 
conque des  deux  paraboles  principales  (P),  (Q). 

C'est  ce  qui  résulte  aussi  de  son  équation,  qui  devient  : 

y'  +  z'-  =  ^px. 

Dans  ce  cas,  le  paraboloïde  de  révolution  est  engendré  par  la  rotai  ion 
d'une  parabole  tournant  autour  do  son  axe. 

INTERSECTION  AVEC  UNE  DROITE.  PLANS  DI'AMP'TRAUX  ET  DIAMÈTRES 

617.  —  Étudions  l'intersection  du  paraboloïde  elliptique,  défini  par  son 
équation  : 

avec  une  droite  quelconque  (A),  de  coefficients  directeurs  a,  fi,  v.  En  suppo- 
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sant  a  :^  0,  on  peut  représenter  cette  droite  par  des  équations  de  la  forme  : 

(2)  y  =  ^x  +  h,       z  =  ^x  +  k. 

Le  système  d'équations  (1),  (2)  conduit  à  Téquation  en  x  : 

<3,      .(^  +  i)+^£.  +  ^_.)+..(^  +  |.).„ 

et  chaque  racine  de  cette  équation  correspond  à  un  point  d'intersection  dont 
elle  est  l'abscisse. 

Dans  cette  équation,  le  coefficient  de  a;"  ne  peut  s'annuler  que  pour  p=v  =  0, 
auquel  cas  la  sécante  (A)  est  parallèle  à  Ox  ;  donc,  toute  droite,  non  parallèle 
à  l'axe  du  paraboloïde  elliptique,  coupe  cette  surface  en  deux  points  à 
distance  finie,  réels  ou  imaginaires,  distincts  ou  confondus. 

Pour  p  :^  V  =r  0,  l'équation  (3)  a  toujours  une  racine  et  une  seule  ;  donc. 
toute  droite  parallèle  à  Vaxe  du  paraboloïde  perce  ce  paraboloïde  en  un 
point  et  un  seul. 

618.  Plans  diamétraux.  —  Un  plan  diamétral  étant  défini  comme  dans  le 
cas  de  l'ellipsoïde  (n^  380),  remarquons  que  les  coordonnées  du  milieu  de  la 
corde  placée  sur  la  droite  (A)  sont  données,  d'après  (3),  par  le  système  d'équa- 
tions : 

Ph        yk 

P  Q  P  Y 

^  =  — * — f -i — »       y  =  —  x  +  h,      z^-^x-^-k, 

d'où  Ton  déduit,  par  l'élimination  de  A  et  ft  : 

OU  : 

(4)  iy  +  ji_,=o. 

^  ^  p     ^     q 

équation  qui,  pour  des  valeurs  fixes  de  a,  %  y»  représente  un  plan  (H),  plan 
diamétral  du  paraboloïde,  conjugué  de  la  direction  8  de  coefficients  direc- 
teurs a,  p,  y. 

Ce  plan  n'existe  que  si  p  et  y  ne  sont  pas  tous  deux  nuls,  c'est-à-dire  si  ô 
n'est  pas  parallèle  à  l'axe  du  parabolofde.  Dans  ce  cas  d'ailleurs,  la  notion  de 
plan  diamétral  n'a  plus  de  sens. 

619.  Propriétés  des  plans  diamétraux.  —  On  établit  immédiatement,  comme 
pour  l'ellipsorde  (n*>o81),  et  en  se  servant  de  l'équation  (4),  les  propriétés  sui- 
vantes : 

I.  —  Le  plan  diamétral  (II)  nest  jamais  parallèle  à  sa  direction  conju- 
guée 8. 
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II.  —  Tout  plan  diaméti^al  est  parallèle  à  l'axe  du  paraboloïde,  et  récipro- 
quement. 

IIL  —  La  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  au  paraboloïde^  paral- 
lèlement à  une  direction  S  qui  n'est  pas  celle  de  Vaxe,  est  la  section  de  cette 
surface  par  le  plan  diamétral  conjugué  de  8. 

IV.  —  Les  plans  principaux  sont  les  seuls  plans  diamétraux  perpendicu- 
laires à  leur  direction  conjuguée,  excepté  si  le  paraboloïde  est  de  révolution, 

(]ar  les  conditions  de  perpendieularilé  du  plan  diamétral  (4)  et  de  sa  direc- 
tion conjuguée  8  sont  (n**  511)  : 

a       p^p        qr' 

si  jo  et  g  sont  distincts,  elles  n'ont  que  les  deux,  solutions  a  =  fi  =  0,  et 
a  :=  Y  =  0.  Les  plans  principaux  sont  donc  les  seuls  plans  de  symétrie  du 
paraboloïde  elliptique. 

620.  Diamètres.  —  La  définition  des  diamètres,  qui  est  la  même  que  dans 
le  cas  de  l'ellipsoïde  (n**  582),  est  justifiée  par  les  théorèmes  suivants. 

Théorème  I.  —  Les  plans  diamétraux  du  paraboloïde  elliptique  y  conjugués 
des  directions  parallèles  à  un  plan  fixe  non  parallèle  à  Vaxe,  passent  par 
une  droite  fixe. 

En  effet,  un  plan  fixe  iV),  donné  en  direction,  et  non  parallèle  à  Taxe  Ox, 
est  représenté  par  une  équation  de  la  forme  (n°  488)  : 

X  ==  my  +  nz  ; 

les  coefficients  directeurs  a,  fi,  v  de  toute  direction  6  parallèle  à  (P)  satisfont 

à  la  condition  : 

a  ^=:  mp  +  ny. 

L'équation  (4)  du  plan  diamétral  conjugué  de  o,  devient  alors  : 

f  +  f  -  (m?  +  ny)  =  0,        ou  :         ^  (j  -  m)  +  y  (i-  -  h)  =  0. 

Quand  6  varie,  ce  plan  passe  donc  par  une  droite  fixe  (D),  d'équations  : 
(5)  y^nip,        z=^nq. 

Théorème  II.  — Les  plans  diamétraux  du  paraboloïde  elliptique ^  conjugués 
des  directions  parallèles  à  un  plan  diamétral  fixe,  sont  parallèles  entre 
eux. 

En  effet,  soit  donné  un  plan  diamétral  (H),  et  soient  a,  fi,  y  '^s  coefficients 
directeurs  de  sa  direction  conjuguée  ô.  Ce  plan  (II)  est  représenté  par  l'équa- 
tion (4).  et  les  coefficients  directeurs  x'.  ^',  y'  de  toute  direction  S'  parallèle  h 
ce  plan  (II)  satisfont  à  la  condition  de  parallélisme  : 

■V  +11  =  0. 

P   '   q 

TRE*>!ir.  T.x  Thybalt.  Géomolrie  analyliqiic.  3i 
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Or  (II'),  plan  diamétral  conjugué  de  8',  a  pour  équation  : 

p   ^   q 

et  la  condition  précédente  exprime  aussi  que  (Il'j  est  parallèle  à  ô  ;  comme  il 
est  en  même  temps  parallèle  à  Ox,  il  reste  bien,  parallèle  à  un  plan  fixe. 

CO-FI). 
On  remarquera  l'analogie  de  la  démonstration  de  ce  second  théorème  avec 
celle  qui  a  été  donnée,  dans  le  cas  général,  pour  l'ellipsoïde  (n*  582). 

621.  Propriétés  des  diamètres.  I.  —  Tout  diamètre  du  paraboloïde  ellip- 
tique est  une  droite  parallèle  à  faxe,  et  réciproquement. 

Car  les  équations  (5),  qui  dépendent  de  deux  paramètres  variables  m  et  n, 
représentent  une  droite  parallèle  à  Ox,  et  peuvent  les  représenter  toutes. 

II.  —  Tout  diamètre  perce  le  paraboloïde  en  un  point  et  un  seul,  appelé 
extrémité  de  ce  diamètre. 

Cela  résulte  de  ce  qu'un  diamètre  est  parallèle  à  Taxe  (n<>  617). 

III.  —  Le  plan  tangent  à  Vextrémité  d'un  diamètre  est  parallèle  à  la 
direction  conjuguée  de  ce  diamètre. 

On  le  démontre  comme  dans  le  cas  de  Tellipsoïde  (n**  583).  Il  en  est  de 
même  de  la  propriété  suivante. 

IV.  —  Le  lieu  des  centres  des  sections  du  paraboloïde  elliptique  par  des 
plans  parallèles,  mais  non  parallèles  à  Vaxe,  est  le  diamètre  conjugué  de 
la  direction  de  ces  plans. 

Dans  le  cas  particulier  d'une  section  par  un  plan  parallèle  à  Taxe,  c'est- 
à-dire  d'une  section  diamétrale,  le  résultat  est  le  suivant  : 

V.  —  Toute  section  diamétrale  du  paraboloïde  est  une  parabole  dont  Vaxe 
est  parallèle  à  celui  du  paraboloïde. 

En  effet,  soit  (V)  l'intersection  de  la  surface  par  un  plan  diamétral  (II);  les 
plans  diamétraux  conjugués  de  toutes  les  directions  du  plan  (II)  sont  paral- 
lèles entre  eux  et  coupent  le  plan  (11;  suivant  des  droites  parallèles  entre  elles 
et  parallèles  à  l'axe  du  paraboloïde.  La  courbe  (Fj  est  donc  une  conique  dout 
tous  les  diamètres  sont  parallèles  ;  c'est  une  parabole,  et  ses  diamètres  sont 
parallèles  h,  l'axe  du  paraboloïde. 

622.  Plans  diamétraux  conjugués.  —  On  dit  que  deux  plans  diamétraux  (II) 
et  (ir)  sont  conjugués  lorsque  chacun  d'eux  est  parallèle  à  la  direction  conju- 
guée de  l'autre.  Cette  notion  est  une  conséquence  du  théorème  II  du  n®6â0, 
lequel  montre  qu'à  tout  plan  diamétral  (II)  ne  correspond  plus  un  diamètre 
conjugué,  mais  une  infinité  d'autres  plans  diamétraux  (11'),  tous  parallèles  à  5, 
direction  conjuguée  de  (11),  ce  plan  (11)  étant  lui-même  parallèle  h.  ô',  direction 
conjuguée  do  (11'). 

623.  Paraboloïde  elliptique  rapporté  à  deux  plans  diamétraux  conjugués  et 
au  plan  tangent  à  l'extrémité  de  leur  intersection.  —  En  coordonnées  obliques, 
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on  peut  rapporter  la  surface  à  deux  plans  diamétraux  conjugués  quelconques 
xOy,  xOz,  et  au  plan  yOz,  tangent  à  la  surface  à  l'extrémité  0  de  leur 
intersection  Ox,  celle-ci  étant  un  diamètre. 

Dans  ces  conditions,  la  droite  O2  est  tangente  à  la  surface  en  0,  et  son  plan 
diamétral  conjugué  passe  par  0  (n**  619,  III);  ce  plan  diamétral  est  parallèle 
à  xOy  d'après  la  définition  de  deux  plans  diamétraux  conjugués  ;  c'est  donc 
le  plan  ocOy  ;  il  en  résulte  que  l'équation  de  la  surface  ne  contient  que  des 
puissances  paires  de  z.  De  même,  elle  ne  contient  que  des  puissances  paires 
de  y.  Ensuite,  elle  est  du  p7'emier  degré  en  x,  toute  parallèle  au  diamètre  Ox 
coupant  la  surface  en  un  point  et  un  seul  (n®  617)  ;  enfin,  elle  ne  contient  pas 
de  terme  constant,  la  surface  passant  à  l'origine,  et,  comme  elle  est  du  second 
degré,  elle  est  de  la  forme  : 

Ay  +  k"7^  +  2Ca?  ==  0,        ou  :         ^  +  ^  _  2x  =  0, 

dans  laquelle  p'  et  ^  sont  deux  constantes  déterminées;  ces  constantes  sont 
de  même  signe,  sans  quoi  x  pourrait  varier,  en  fonction  de  y  et  z,  de  —  00 
à  +  00  ,  ce  qui  n'est  pas  possible,  la  surface  étant  limitée  par  le  plan  tangent 
au  sommet  (n**  615)  ;  on  peut  supposer  enfin  p  et  q'  toutes  deux  positives 
sans  quoi  il  suffirait  de  renverser  le  sens  de  l'axe  Ox. 

On  arrive  ainsi  à  une  équation  ayant  la  môme  forme  que  celle  du  parabo- 
loîde  rapporté  à  ses  deux  plans  principaux  et  au  plan  tangent  au  sommet. 

SECTIONS  PLANES  DU  PARABOLOIDE  ELLIPTIQUE 

624.  Sections  non  diamétrales.  —  Thkorème.  —  Toute  section  du  paraho- 
loïde  elliptique  2  CLr  ^f^  plctn  non  parallèle  à  Vaxe  est  une  ellipse. 

Soit,  en  effet,  (P)  le  plan  de  cette  section.  On  peut  choisir  pour  axe  Ox  le 
diamètre  conjugué  de  ce  plan  (P),  pour  plans  xOy  et  xOz  deux  plans  diamé- 
traux conjugués  quelconques  passant  par  ce  diamètre,  et  pour  plan  yOz  le 
plan  tangent  à  l'extrémité  0  de  ce  diamètre.  Dans  ces  conditions,  le  parabo- 
loîde  est  représenté  par  l'équation  : 


,2        ^% 


où  p  et  q'  sont  deux  longueurs  positives.  Le  plan  (P)  est  parallèle  au  plan 
tangent  zOy,  ces  deux  plans  ayant  tous  deux  pour  diamètre  conjugué  Ox 
(  n^  621,  III)  ;  il  est  donc  représenté  par  une  équation  de  la  forme  : 

(2;  x  =  h; 

la  section  plane,  rapportée  dans  son  plan  à  deux  axes  parallèles  à  Oy,  Oz, 
l'origine  étant  sur  Ox,  aura  donc  pour  équation  : 

(3)  JV+  ^  —  2^=0. 

P  Q 

C'est  bien  une  ellipse,  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués. 


•I 
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Théouème.  —  Les  sections  du  paraboloïde  elliptique  par  des  plans  paral- 
lèles entre  eux,  mais  non  parallèles  à  Vaxe,  sont  des  ellipses  homothéiiques. 

En  effet,  si  le  plan  (1*)  se  déplace  parallèlement  h  lui-même,  les  axes  de 
coordonnées  restent  lixes,  h  varie  seul  dans  Téquation  (3),  les  deux  dia- 
mètres conjugués  de  la  section  plane  conservent  des  directions  invariables, 
et  leurs  longueurs  restent  proportionnelles  à\/p'  ot^q'. 

Théorème.  —  Les  projections  de  toutes  les  sections  par  des  plans  non 
parallèles  à  taxe,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Vaxe,  sont  des  ellipses 
toutes  homothétiques  entre  elles. 

Rapportons,  en  effet,  le  paraboloïde  a  ses  deux  plans  principaux  et  au  plan 
tangent  au  sommet;  son  équation  est  alors,  en  coordonnées  rectangulaires  : 


f2  rî 

■4» 


P  (l 

Tout  plan  non  parallèle  à  l'axe  peut  être  représenté  par  une  équation  de 
la  forme  (n°  488)  : 

(2)  X  =~-  my  -\-  nz  -\-  h. 

Le  système  d'équations  (1  ),  (2)  donne  alors,  par  élimination  de  x  : 

■y  +  ^-  ^("^y  +  n=  +  h)  =  0, 

équation  qui  représente  la  projection  de  la  section  plane  sur  le  plan  yOz 
(n°  5o2).  Les  termes  du  second  degré  de  cette  équation  sont  indépendants  du 
plan  sécant,  ce  qui  montre  que  cette  projection  est  toujours  une  ellipse  dont 
les  axes  ont  des  directions  fixes,  parallèles  à  Oy  et  h  0:;  (n**  415),  leurs  longueurs 

restant  dans  un  rapport  constant  -j=  (n^  406).  C.  Q.  F.  D 

Cas  partigulieb.  —  Dans  l'hypothèse  .  p  =  q,  cette  proposition  peut  être 
énoncée  ainsi  : 

Les  projections  de  toutes  les  sections  du  paraboloïde  de  révolution  par 
des  plans  non  parallèles  à  Vaxe,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  sont 
des  circonférences. 

Sections  diamétrales.  —  On  a  déjà  démontré  (n«>  621,  V)  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème.  —  Toute  section  du  paraboloïde  par  un  plan  diamétral  est  une 
parabole  dont  Vaxe  est  parallèle  à  celui  du  paraboloïde. 
On  peut  la  compléter  ainsi  : 

Théorème.  —  Les  sections  du  paraboloïde  elliptique  par  desplans  diamé- 
traux parallèles  sont  des  paraboles  égales. 

Soit,  en  effet,  (1^)  un  plan  diamétral  quelconque.  Nous  choisirons  pour  plan 
xi}y  un  plan  diamétral  parallèle  à  (i^ij,  pour  plan  jjO^  un  plan  diamétral  con- 
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j ligué,  enfin,  pour  plan  yOz  le  plan  tangent  à  rextrémilé  de  leur  intersec- 
tion. 
Gela  posé,  le  paraboloïde  est  représenté  par  Téquation  : 

le  plan  sécant  (Pi)  par  Téquation  z  =  h,  et  la  section  plane  par  Téquation  : 

On  vérifie  d'abord  que  c'est  une  parabole  dont  Taxe  est  parallèle  à  Ox  ;  de 
plus,  quand  h  varie,  c'est-à-dire  quand  le  plan  sécant  se  déplace  parallèle- 
ment à  lui-même,  la  section  reste  égale  h  la  parabole  Çwe  y^  =  "ipx,  dont  elle 
peut  être  déduite  par  une  translation  parallèle  h.  Ox. 

Remarque.  —  Cette  propriété  donne  un  nouveau  procédé  pour  construire  le 
paraboloïde  elliptique,  et  permet  de  le  considérer  comme  une  surface  de 
translaliortf  engendrée  par  la  translation  d'une  parabole.  Le  mouvement  de 

cette  parabole  est  défini  par  celui  de  l'un  de  ses  points  (;^,  0,  h\ ,  lequel 

décrit  une  parabole  \\\ç^  {y  -^  0,  z-  =  ^q'x),  dont  le  plan  est  quelconque, 
mais  dont  l'axe  a  même  direction  et  même  sens  que  eelui  de  la  parabole 
mobile. 

De  plus,  le  plan  de  la  parabole  mobile  étant  parallèle  à  un  plan  diamétral 
quelconque,  le  para6o/oirfe  elliptique  peut  être  engendré  d'une  infinité  de 
manières  comme  surface  de  translation. 

En  particulier,  le  paraboloïde  de  résolution  peut  être  engendré  d'une 
infinité  de  manières  par  la  translation  d'une  parabole,  toujours  égale  à  la 
parabole  méridienne. 

625.  Sections  circulaires.  —  Comme  pour  l'ellipsoïde  (n®  587),  on  ramène 
la  recherche  des  sections  circulaires  h,  celle  de  la  direction  de  leurs  plans,  ou, 
par  exemple,  à  celle  des  plans  de  sections  circulaires  passant  par  le  sommet. 

D'autre  part,  on  établira,  pour  le  paraboloïde  elliptique,  le  même  lemme 
que  pour  l'ellipsoïde.  Cela  posé,  nous  pouvons  démontrer  la  propriété  sui- 
vante : 

Théorème.  —  Le  paraboloïde  elliptique  admet  deux  directions  de  plans 
de  sections  circulaires,  à  moins  qu'il  ne  soit  de  7'évolution. 

En  effet,  rapportons  le  paraboloïde  à  ses  deux  plans  principaux  et  au  plan 
Uingent  au  sommet,  et  soit  : 

^  +  — -2a:-0, 
P  Q 

son  équation.  Tout  plan  de  section  circulaire  qui  passe  par  le  sommet  0, 
devant  être  perpendiculaire  à  un  plan  de  symétrie,  devra  passer  soit  par  Oy, 
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soit  par  0^.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  passe  par  O3;  il  sera  alors 
défini  (fig.  266)  par  sa  trace  OA  sur  le  plan  xOy  : 

y  =  mx. 

y  _-.— -^  Ce  plan  coupe  le  paraboloTde  suivant 

une  ellipse  dont  un  axe  est  OA,  por- 
tion de  la  trace  OA  comprise  à  l'inté- 
rieur de  la  parabole  principale  du  plan 
xOy,  l'autre  axe  étant  la  corde  du  pa- 
raboloTde qui  est  perpendiculaire  au 
plan  QC^y  et  passe  par  C,  milieu  de  OA. 
Déterminons  donc  les  longueurs  de  ces 
deux  cordes. 

Le  point  k(x,y)  du  plan  a:Oy  est  à 
l'intersection  de  la  droite  y  =  nix, 
avec  la  parabole  y^  =  ipx;  on  a 
donc  : 

,        OA  =  -^H+m*. 

Le  milieu  C  de  OA  a  pour  coordonnées  x  =  -^,  y  =  J-L  ;  donc,  le  second 

m*  m 

demi-axe  de  la  section  plane  est  donné  par  l'équation  (1)  : 

V  ^  \  m*        my         m 


On  aura  donc  une  section  circulaire  sous  la  conidition  : 


m 


ou 


m^q  —  p)  ==zp,     ou  :     m 


y  n  —  n 


On  trouve  ainsi  deux  solutions,  sous  la  condition  q>p- 
En  cherchant  de  môme  les  plans  de  sections  circulaires  passant  par  Oy,  on 
trouverait  deux  solutions  sous  la  condition  p>  q- 

Dans  tous  les  cas,  sauf  pour  le  paraboloïde  de  révolution  (p  =  ^),  il  j 
aura  donc  deux  directions  distinctes  de  plans  de  sections  circulaires  ;  dans 
l'hypothèse  q  >  p,  ces  deux  directions^ont  pour  équations  : 


y 


V  q  —  p 
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626.  Équation  du  plan  tangent  en  un  point.  —  Le  paraboloïde  ayant  pour 
équation  : 

8  «2 

(1)  —  +  - 2x  =  0; 

P  Ç 
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Téquaiion  du  plan  tangent  en  un  point  M{Xo,  Po,  ^o)  fn**  550)  est  : 
ii)  -^  +  ^-(x  +  x;)  =  0. 

627.  Plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné.  —  (>.  plan  (2)  est  un  plan  tan- 
gent parallèle  h  un  plan  donné  (P)  : 

ux  -\-  vy  -\-  wz  =  0, 
si  l'on  suppose  vérifiées  les  relations  : 


£1  +  f£.  _  2^„  =  0,      _i=yî.  =  ii, 

p  q  «         »  u        p\}        qw 

qui  donnent  wne  solution  et  une  seule,  sous  la  condition  m=^  0,  c'est-à-dire 
soiLS  la  condition  que  (Pj  ne  soit  pas  parallèle  à  l'axe  : 

L'équation  du  plan  obtenu  est  alors  : 


.     WZ  ,       '1    /       ^*      ,  ^\  A 


u 

ou  : 

l 

ux-\'  vy  -{-wz  -^  ^  (v^p  -\-  w^q)  ^  0. 

628.  Plans  tangents  parallèles  à  une  droite  donnée  ou  passant  par  un  point 
donné.  —  Les  raisonnements  et  les  conclusions  sont  les  mêmes  que  pour 
Tellipsoîde  (n***  590  et  591).  Remarquons  seulement  que,  la  direction  de  Taxe 
n'ayant  pas  de  plan  diamétral  conjugué  (n^  618),  il  n'y  a  pas  de  plan  tangent 
parallèle  à  Taxe. 

629.  Plan  polaire  d'un  point.  —  Un  point  S  étant  donné,  on  peut  toujours  rapporter  le 
parabololde  au  diamètre  passant  par  S,  pris  pour  axe  Os,  &  deux  plans  diamétraux  conju- 
gués passant  par  ce  diamètre,  et  au  pian  tangent  à,  rextrémité  de  ce  diamètre.  L'équation 
de  la  surface  est  alors  : 

-r  +  -^  —  25  =  0. 
P  9 

Cherchons   la  condition   pour  que  le   point  donné  8(0,  0,  h)  et  un   point  quelconque 

P(.r„  y^,  5,)  soient  conjugués  par  rapport  au  paraboloïde. 

La  droite  PS  a  pour  équations  : 

.V         y         z  —  h 

-—=--  = -,  ,      ou  :      y  =  mx,      s  =  ni-  +  h, 

x^         2f4  -1  —  n 

avec  :  m  =  ^  ,  n  =  -^^1— ;  elle  coupe  la  surface  en  deux  points  qui  correspondent  aux 

racines  x\  a:"  de  l'équation  en  x  : 

X*         m*jL** 

et  la  condition  cherchée  est  : 

1    _JL/J_   rj_\_         \    n   _   \    h  —  z,  _ 

~~    2  \x'  "^  X")  —  "■  2   A   ~  :2  '  hx^^'        *^"  '        ^«-— '»• 

Le  lieu  du  conjugué  do  S  est  donc  le  plan  polaire  z  =  —  h;  il  est  parallèle  à  la  direction 
conjuguée  du  diamètre  (D)  passant  par  8.  et  coupe  ce  diamètre  (D)  au  point  symétrique  de 
S  par  rapport  à  V extrémité  de  (Di. 


CHAPITRE  IV 
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630.  DÉFINITION.  —  On  appelle paraôo^oîrfe  hyperbolique  la  surface  qui,  rap- 
portée à  trois  axes  rectangulaires,  a  pour  équation  : 


Cl; 


^  — _  — 2a?  =  0, 


p,  q  étant  deux  nombres  positifs  qui  mesurent  deux  longueurs  déterminées, 
appelées  paramètres  du  paraboloïde. 


Symétries.  Sommet. 

X 


Les  symétries  sont  les  mêmes  que  pour  le  parabo- 
loïde elliptique,  et  le  point  O  est 
encore  sommet  de  la  surface. 


Sections  principales.  —  La  sur- 
face a  deux  sections  principales 
ayant  pour  équations,  i*une  :  ^  :^^  0. 
y^^  ^px ;  l'autre  :  y=  0,z^^^  —  ^qx. 

Ce  sont  deux  paraboles  d'axe  i)x, 
de  sommet  0,  mais  de  sens  diffé- 
rents; la  première  (P),  de  paramètre 
p,  est  placée  dans  le  plan  x{)y\  la 
seconde  (Q),  de  paramètre  q^  dans 
le  plan  xOz. 

631.  Forme  de  la  surface  (  fig.  267 1. 
—  Nous  verrons  plus  loin  que  le 
paraboloTde  hyperbolique  n'admet 
pas  de  section  elliptique.  Nous  le 
définirons  donc  seulement  en  l'en- 
visageant comme  une  surface  de 
traiislation ,  ainsi  que  nous  avons 

été  conduits  à  le  faire  pour  le  paraboloïde  elliptique  (n**  624). 
Étudions,  pour  cela,  ses  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  xOy.  Vi\ 

tel  plan  étant  défini  par  son  équation  \  z^^hA^  section  plane,  rapportée  dans 


Fij;.  267. 
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son  plan  à  deux  axes  parallèles  à  Ox,  Oy,  Torigine  étant  sur  Oz,  a  pour  équation  : 

r/ost  donc  une  parabole  dont  Taxe  est  parallèle  à  Ox,  dont  le  paramètre 
est  constant  ot  égal  h  p,  qui  est  dirigée  dans  le  sens  Ox,  et  dont  le  sommet 
enfin  décrit  la  parabole  principale  (0)  du  plan  :;()j;.  De  \h  cette  définition  géo- 
métrique : 

Le  paraboloïde  hyperbolique  est  la  surface  engendrée  par  la  translation 
d'une  parabole  (Pj  dont  le  sommet  décrit  une  autre  parabole  fixe  (Q),  les 
axes  de  ces  deux  paraboles  étant  parallèles  et  de  sens  contraires,  et  leurs 
plans  perpen  dicula  ires . 

PROPRIÉTÉS  DU  paraboloïde  HYPERBOLIQUE 

632.  —  Les  propriétés  du  paraboloïde  hyperbolique  sont,  en  général,  iden- 
tiques à  celles  du  paraboloïde  elliptique  et  s'en  déduisent  par  le  changement 
de  q  en  —  q.  Aussi  nous  bornerons-nous  à  signaler  les  particularités  nouvelles 
qui  se  rencontrent  dans  chaque  théorie. 

Directions  asymptotiques.  Plans  directeurs.  —  Le  problème  de  Tinter- 
section  de  la  surface  avec  une  droite  (A),  de  coefficients  directeurs  a,  p,  y,  con- 
duit a  réquation  suivante  (n°  617)  : 

()  xH- —  ]-\-^x%(- ■ a)  4-aM )=-^0. 

Mais  ici,  le  coefficient  de  x'^  peut  s'annuler  pour  des  valeurs  réelles  de 
a,  fi,  Y  satisfaisant  à  la  condition  : 

(2)  Ji-— JL  =  0,  ou:  -|==:±-I=r. 

P  q  sjp  \Jq 

Celle-ci  ne  dépendant  que  de  la  direction  5  de  la  sécante  (A),  on  dit.  lors- 
qu'elle est  remplie,  que  ô  est  une  direction  asymptotique  de  la  surface. 

L'ensemble  des  directions  asymptotiques  issues  du  sommet  0  forme  les 
deux  plans  : 

y  ^ 

\Jp  ^q' 

que  Ton  appelle  plans  directeurs;  ces  deux  plans  sont  tous  A^wuparallèles  à 
Vaxe  du  paraboloïde. 

D'après  cela,  toute  droite  non  parallèle  à  un  plan  directeur  coupe  la  surface 
en  deux  points  à  distance  finie,  réels  ou  imaginaires,  distincts  ou  confondus. 

Toute  droite  parallèle  à  un  plan  directeur  coupe  la  surface  en  un  point 
au  plus  à  distance  finie. 

Toute  parallèle  à  Vaxe  coupe  la  surface  en  un  point  et  un  seul. 
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Paraboloide  équilatôre.  —  On  dit  que  le  paraboloïde  est  équilatère  lorsque 

ses  plans  directeurs  sont  rectangulaires.  Ceci  a  lieu  sous  la  condition  (n®  514j 

p=:q  ;  les  detix  paramètres  sont  égaux;  la  surface  est  alors  représentée  par 

réquation  : 

y»  —  2*  —  ipx  =  0. 

633.  Plan  as]rmptote.  —  On  définit  un  plan  asymptote,  dans  le  paraboloïde 
hyperbolique,  comme  pour  les  hyperboloïdes  (n**  602)  ;  pour  justifier  cetto 
définition,  considérons  une  sécante  (A)  se  déplaçant  parallèlement  à  une 
direction  asymptotique,  la  condition  (2)  étant  donc  satisfaite.  Les  équations 
de  (A)  étant  mises  sous  la  forme  : 

a  Y 

le  coefficient  de  x^  dans  Téquation  (1)  est  nul,  et  celui  de  x  s'annule  dans 
rhypothèse  : 

p       q 

ce  qui  exprime  que  la  sécante  (A)  se  trouve  dans  un  plan  (II),  d'équation  : 

i('-H-i('-H-'=»' 

OU,  d'après  (2)  : 

p  q 

Dans  ce  cas,  Téquation  (1)  se  réduit  à  une  impossibilité  ou  une  indétermi- 
nation ;  par  conséquent,  si  la  droite  (A)  est  dans  le  plan  asymptote  (II),  elle 
ne  coupe  la  surface  en  aucun  point  ou  est  située  sur  la  surface,  si  la  droite 
(A)  est  en  dehors  du  plan  asymptote  (II),  elle  coupe  la  surface  en  un  point  à 
distance  finie  et  un  seul 

On  remarquera  que  ce  plan  asymptote  n'existe  que  si  ^  et  y  ne  sont  pas 
tous  deux  nuls,  c'est-à-dire  si  la  direction  asymptotique  8  n'est  pas  celle  do 
Taxe  du  paraboloïde. 

Théorème.  —  Si  une  direction  asymptotique  est  parallèle  à  Vun  des  plans 
directeurs^  son  plan  asymptolejest  parallèle  au  même  plan. 

Car  ce  plan  asymptote  est,  d'après  son  équation,  parallèle  à  l'axe  Ox  ;  il  est 
parallèle  à  sa  direction  asymptotique  conjuguée  ô,  d'après  sa  définition  ;  il 
est  donc  parallèle  au  plan  directeur  parallèle  à  ô,  lequel  contient  les  deux 
directions  Oj;  et  ô  (n°  632j. 

634.  Plans  diamétraux.  —  Gomme  on  Ta  fait  pour  les  hyperboloïdes 
(n°  603),  on  peut,  dans  le  paraboloïde  hyperbolique,  faire  correspondre  h 
toute  direction  8,  de  coefficients  directeurs  a,  ^,  y,  un  plan  d'équation  : 

p         q        ""         ' 
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qui  est  son  plan  diamétral  conjugué  si  8  n*est  pas  direction  asymptotique,  son 
plan  asymptote  conjugué  dans  le  cas  contraire  ;  et  Ton  considère  encore  un 
plan  asymptote  comme  un  plan  diamétral  particulier,  que  Ton  appelle  plan 
diamétral  singulier. 

Dans  ces  conditions,  les  propriétés  des  plans  diamétraux  du  paraboloïde 
hyperbolique  sont  les  mômes  que  pour  le  paraboloïde  elliptique  avec  les  par- 
ticularités suivantes  : 

1**  Un  plan  diamétral  est  parallèle  à  sa  direction  conjuguée  5,  si  celle-ci  est 
asymptotique,  et  ne  Test  pas  dans  le  cas  contraire. 

2°  Il  n'existe  pas  de  cylindre  circonscrit  parallèlement  k  une  direction 
asymptotique. 

635.  Diamètres.  —  La  théorie  des  diamètres  et  des  plans  diamétraux  con- 
jugués, développée  dans  l'étude  du  paraboloïde  elliptique  (n°*  620,  621  et  622), 
s'applique  au  paraboloïde  hyperbolique  avec  les  seules  particularités  sui- 
vantes : 

l»  Toute  section  du  paraboloïde  hyperbolique  par  un  plan  asymptote  est 
une  droite  parallèle  à  la  direction  conjuguée  de  ce  plan. 

Soit,  en  effet,  un  plan  asymptote  parallèle,  par  exemple,  au  plan  directeur 

1/  '^ 

(n®  633)  :  -7=  —  -7=  ==  0.  Il  est  représenté  par  une  équation  de  la  forme  : 

VP         VQ 

y       ^ 


La  section  de  la  surface  est  alors  représentée  par  cette  équation,  associée  à 
celle  du  paraboloïde  : 

p   ~  q 
ce  qui  définit  bien  une  droite  représentée  par  les  équations  : 


^-4  =  ^,       o.:       (X_^i)(^  +  ^4)=^, 


y         z  ^  (y         ^\ 


Les  coefficients  directeurs  de  cette  droite  sont  \  yjp,  >Jq^  et  son  plan  asymp- 
tote conjugué  est  (n<*  633)  :  U-LJL  — IjLl.  —  >.  =  0.  C'est  bien  le  plan  pro- 
posé. ^  ^ 

2"*  Les  plans  diamétraux  conjugués  diin  plan  asymptote  lui  sont  paral- 
lèles. —  Car  ils  sont,  comme  lui,  parallèles  à  sa  direction  conjuguée  Ô  et  à 
Taxe  Ox. 

636.  Paraboloïde  hyperbolique  rapporté  à  deux  plans  diamétraux  conjugués 
et  au  plan  tangent  à  l'extrémité  de  leur  intersection.  —  On  établit,  comme 
au  n**  623,  que  cette  équation  est  de  la  forme  : 
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/)'  et  q'  désignant  deux  constantes  positives;  ici,  les  coefficients  de  y- et  z- 
sont  de  signes  contraires,  Tabscissc  x  d'un  point  de  la  surface  pouvant  varier 

de  —  00  à  H-  00. 

637.  Paraboloîde  hyperbolique  rapporté  à  deux  plans  asymptotes  et  au  plan  tangent 
à  rextrémité  de  leur  intersection.  —  Soient  .rOf/,  .rOz  deux  plans  asymptotes  non  parai- 
Ii'les  du  paraboloïdc,  se  roupant  suivant  un  dianirlro  Oa-,  d'cxtrrniil».*  0;  soit  yOz  I«»  plan 
tangent  en  0,  qui  roupe  les  deux  premiers  suivant  les  droites  0.y  et  Oz.  Cherchons  (]uenr 
est  l'ëquation  du  parabololde.  rapport*'  aux  axes  Oa-,  Oy,  Os. 

D'abord,  celte  cM|uation  est  du  second  dejjjré.  Ensuite,  si  l'on  coupe  la  surface  parie  plan 
asymptote  JcOy  (z  =  0),  la  sec^tion  est  une  ligne  du  premier  degré  (n»  63.j),  de  sorte  que. 
dans  cette  «équation,  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  s'annule  pour  s  =  0  et,  par 
suite,  contient  z  en  facteur.  Pour  la  même  raison,  cet  ensemble  contient  yen  facteur;  il  se 
réduit  donc  à  un  terme  en  yz.  Enfin,  le  plan  tangent  à  l'origine  ét-ant  yOz  U  =  0^  l'en- 
semble des  termes  de  moindre  degi'é  se  réduit  à  un  terme  en  a-  (n«  547]  :  l'équation  de  la 
surface  est  donc  de  la  forme  : 

Hyz  +  G.r  =  0,        ou  :        yz  =  a.r, 

a  étant  une  constante  que  l'on  pourra  supposer  positive,  sans  quoi  il  suffirait  de  ren- 
verser le  sens  de  l'un  des  axes. 

En  particulier,  si  le  paraboloïde  est  équilatère,  il  est  représenté  par  cette  équation  en 
axes  rectangulaires,  l'origin?»  étant  son  sommet. 
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638.  Sections  non  diamétrales.  — On  établit,  comme  au  n^'&ii,  les  proposi- 
tions suivantes. 

I.  Toute  section  du  paraboloïde  hyperbolique  par  tin  plan  non  parallèle 
à  Vaxe  est  une  hyperbole. 

II.  Les  sections  duparaboloïde  hyperbolique  par  des  plans  parallèles  entre 
eux,  mais  non  parallèles  à  Vaxe,  sont  des  hyperboles  ayant  mêmes  direc- 
tions asymptotiques. 

III.  Les  projections  de  toutes  les  sections  par  des  plans  non  parallèles  à 
Vaxe,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Vaxe,  sont  des  hyperboles  ayant  mêmes 
directions  asymptotiques. 

En  particulier,  le  calcul  montre  que  ces  directions  asymptoliques  sont  les 
traces  des  plans  directeurs. 

Sections  diamétrales.  —  Les  sc^ctions  diamétrales  jouissent  des  mêmes 
propriétés  dans  les  deux  paraboloïdes,  à  cela  près  que  les  sections  du  para- 
boloïde hyperbolique  par  des  plans  asymptotes  sont  des  droites. 

Cas  particulier.  —  La  section  du  parabololde  hyperbolique  par  un  plan 
tangent  est  un  système  de  deux  droites,  car  c'est  une  hyperbole  dont  le 
centre,  situé  à  Tintersection  du  plan  tangent  et  de  son  diamètre  conjugué, 
est  sur  la  courbe. 

Corollaire.  —  Le  paraboloïde  hyperbolique  na  pas  de  section  ellip- 
tique et,  par  suite,  n'a  pas  de  section  circulaire. 


CHAPITRE    V 
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GENERATRICES  RECTILIGNES  DES  QUADRIQUES 


639.  —  En  étudiant  les  sections  planes  des  cinq  quadriques  que  nous 
venons  de  décrire,  nous  €avons  mis  en  évidence  q\ie  les  unes  :  hyperboloîde  à 
une  nappe  (n°  610)  et  paraboloïde  hyperbolique  (n°  638)  ont  des  génératrices 
rectilignes,  et  que  les  autres  :  ellipsoïde  (n'*  586),  hyperboloîde  à  deux  nappes 
(n**  610),  et  paraboloïde  elliptique  (n**  624)  n'en  ont  pas. 

Nous  allons  faire  l'étude  particulière  des  génératrices  rectilignes  des  pre- 
mières. 


w        » 
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640.  Théorème.  —  V hyperboloîde  à  une  nappe  admet  deux  systèmes  dis- 
tincts de  génératrices  rectilignes. 

En  effet,  Thyperboloïde  étant  rapporté  à  ses  axes  (ou  à  trois  diamètres 
conjugués),  son  équation  : 


2  yl  ^2 

-4-Ji i  —  0 


a;'    '    b 
peut  être  écrite  : 

(f-')(T  +  ')-(T-i)(f+i) 

Le  caractère  essentiel  de  cette  équation  est  que  chacun  de  ses  deux  membres 
est  un  produit  de  deux  facteurs  du  premier  degré  en  a;,  y,  z.  On  peut 
l'écrire,  \  étant  un  facteur  arbitraire  non  nul  : 

>(v-')(T  +  «)-(T-i)'(i +-!-)• 

et,  sous  cette  forme,  elle  est  vérifiée  par  toute  solution  du  système  d'équa- 
tions : 

Ces  équations  représentant  une  droite,  celle-ci  appartient  à  Thyperbolaïde. 
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En  faisant  varier  a,  on  obtient  ainsi  un  premier  système  de  génératHces 
rectilignes. 

Remarquons  d'ailleurs  que,  pour  les  valeurs  particulières  7.  =  0  et  >.  =00  , 

les  équations  (I)  représentent  soit  la  droite  : 4-  = 1-^  =  0,  soit  la 

z       y       X  c        h        a    ' 

droite  :  — l'T'^^ 1=^0,  et  que  chacune  de  ces  droites  appartient  encore 

à  rhyperboloïde,  ainsi  que  cela  résulte  immédiatement  de  l'équation  (I). 

De  la  môme  manière,  en  combinant  un  second  facteur  arbitraire  ji  avec 
d'autres  facteurs  des  deux,  membres  de  l'équation  (1),  on  obtient  un  second 
système  de  génératrices  rectilignes,  ayant  pour  équations  générales  : 


,H,  4-  +  ..(^  +  i).      J±  +  l)=SL^^. 


c         b 


Il  reste  à  établir  que  ces  deux  systèmes  sont  distincts.  Pour  cela,  il  suffit  de 
remarquer  que,  dans  le  cas  général  oîi  chacun  des  paramètres  \  \l  n'est  ni 

nul  ni  infini,  les  équations  (I)  sont  vérifiées  pour  —  =  1,  —  ^^ »  tandis 
que  les  équations  (II)  ne  le  sont  pas. 

641.  Propriétés  des  génératrices.  —  Théorème  1.  —  Par  tout  point  de 
thyperboloide  passe  une  génératnce  et  une  seule  de  chaque  système. 

En  effet,  exprimons  que  la  génératrice  d'équations  (I)  passe  par  un  point 
quelconque  de  l'espace  M(a;o,  y©,  ^o)  :  on  forme  deux  conditions  dépendant 
de  ).  : 

c         b    ^^\a        V'        ^\c   ^    b  )  ~   a  ^^' 

Elles  ne  peuvent  être  vérifiées  pour  une  môme  valeur  de  "k  que  si  Xo,  yo,  -0 
satisfont  à  la  condition  : 

(^-t)(f+t)=(^-')(^+')- 

c'est-à-dire  si  le  point  M  est  sur  l'hyperboloïde  ;  et,  s'il  en  est  ainsi,  elles  sont 
vérifiées  pour  une  valeur  de  \  et  une  seule. 

Théorème  IL  —  Toute  génératrice  de  chaque  système  est  parallèle  à  une 
génératrice  du  cône  asymptote  ;  réciproquement,  toute  génératrice  du 
cône  asymptote  est  parallèle  à  une  génératrice  et  une  seule  de  chaque  sys- 
tème. 

Soit,  en  effet,  une  direction  quelconque  8,  de  coefficients  directeurs  p,  q,  r. 
Exprimons  que  la  génératrice  du  premier  système  (I)  est  parallèle  à  8,  c'est- 
à-dire  que  8  est  parallèle  aux  deux  plans  d'équations  (I)  ;  on  trouve  deux  con- 
ditions dépendant  de  ).  : 

^  c        b  a  '  \c    ^    b J        a 
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Elles  ne  peuvent  être  vérifiées  pour  une  même  valeur  de  a  que  si  p,  q,  r 
satisfont  à  la  condition  : 

c'est-à-dire  si  8  est  une  direction  asymptotique  de  Thyperboloïde  (n**  601).  (]eci 
montre  déjà  que  toute  génératrice  du  premier  système  est  parallèle  à  une 
génératrice  du  cône  asymptote. 

Inversement,  si  ô  est  une  direction  asymptotique,  les  deux  conditions  (2) 
sont  vérifiées  pour  une  valeur  de  1  et  une  seule,  ce  qui  montre  qu'il  y  a  une 
génératrice  du  premier  système,  et  une  seule,  parallèle  à  o. 

On  raisonnerait  de  même  sur  les  équations  (II). 

Corollaire.  —  Deux  génératrices  d'un  même  système  ne  sont  pas  dans 
un  même  plan. 

Car,  dans  le  cas  contraire,  ou  bien  elles  seraient  sécantes,  et,  par  leur  point 
d'intersection  passeraient  deux  génératrices  du  même  système  ;  ou  bien  elles 
seraient  parallèles,  et  il  y  aurait  deux  génératrices  du  même  système  paral- 
lèles à  une  même  direction. 

642.  Théorème.  —  Deux  génératrices  de  systèmes  différents  sont  dans  un 
même  plan;  réciproquement,  tout  plan  passant  par  une  génératrice  de  l'un 
des  systèmes  passe  par  une  génératrice  de  l'autre. 

En  effet,  tout  plan  passant  par  la  génératrice  du  premier  système  (I)  a  une 
équation  de  la  forme  : 


(3) 


T-i-KT-')+'KT  +  i)-(T  +  ^)]=« 


En  cherchant  son  intersection  avec  la  génératrice  du  second  système  (II), 
on  forme  l'équation  en  x  : 

(i+,),,_,+.(^_,)(i_,)=„, 

laquelle  se  réduit  à  une  identité  pour  p  =  i^. 

Cette  correspondance  entre  les  paramètres  p  et  [jl  montre  que,  la  généra- 
trice (I)  étant  donnée,  à  toute  génératrice  (II)  du  second  système  correspond 
un  plan  contenant  les  deux  droites  (I)  et  (II),  et  que,  réciproquement,  à  tout 
plan  passant  par  (I),  correspond  une  génératrice  du  second  système  située 
dans  ce  plan.  G.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  —  Fout  plan  tangent  coupe  Vhyperboloïde  suivant  deux 
génératrices  de  systèmes  différents  qui  se  croisent  au  point  de  contact  ;  tout 
plan  asymptote  le  coupe  suivant  deux  génératrices  de  systèmes  différents, 
parallèles  à  la  génératrice  de  contact  de  ce  plan  et  du  cône  asymptote. 

i°  Soit,  en  effet,  M  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent;  par  ce  point 
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passo  une  génératrice  et  une  seule  de  chaque  système;  celles-ci,  par  dëtini- 
tion  du  plan  tangent  en  M,  sont  nécessairement  dans  ce  plan  ;  elles  apparticFi- 
nent  donc  h  Tintersection  du  plan  tangent  et  de  Thyperboloïde,  et  constituent 
foute  cette  intersection  puisque  celle-ci  est  au  plus  du  second  degré. 

2*  Soit  un  plan  tangent  au  cône  asymptote  le  long  d'une  génératrice  o  d«' 
ce  eone  ;  on  sait  que  c'est  le  plan  asymptote  de  Thyperboloïde,  conjugué  d»» 
la  direction  o  (n®602);  d'autre  part,  ô  est  parallèle  h,  une  génératrice  et  une 
seule  de  chaque»  système  ;  et  chacune  de  ces  génératrices  est  nécessairement 
dans  ce  plan  asymptote,  par  déQuition  de  ce  plan  (n**  602).  Elles  forment  donc, 
comme  dans  le  cas  précédent,  l'intersection  de  l'hyperboloïde  avec  ce  plan. 

t:.O.F.D 

Reuaruie.  —  On  peut  aussi  établir  cette  proposition,  en  vérifiant,  les  génératrices  (1}  oi 

(II)  étant  données,  que  le  plan  qui  les  contient  est  un  plan  tangent  ou  un  plan  asymptoU*. 

Déterminons,  en  effet,  leur  point  d'intersection.  Pour  cela,  associons  les  quatre  équations  1- 

et  (II).  En   égalant  les   valeurs  de  -Z ^  et  —  +  -7"  »  données  de  deu\  manières  par 

coco 

les  é«iuations  de  ce  système,  on  arrive  à  la  même  étiuation  en  jc  : 

(•♦'  (|ui  donne,  pour  X  ^  »jl  : 

^  _  X  +  :x  _z v_  _  JÀji^  J.  _L  A  —       -       . 


a  À  —  ;jL    *  c  b         À  —  ;i  •  c     '     6         À  —  ;x  ' 

d'où  les  coordonnées  du  point  d'intersection  : 

X  +  ii_  ^    1  —  AjJL  1  +  X;jL 

[^ 
l'équation  du  j)lan  tangent  en  ce  point  est  (n«  088): 


a  -T ,        y  =  o .        z  =  c  — r . 


•7(>^  +  î^)  +  T^i  -X|i)  -~(l+X.jL)-(X^ti)  =  o. 

(i'est  bien  l'équation  (3),  pour  p  =  ;jl. 

Dans  l'hypothèse  X  =  (jl,  les  éc[uations  (I)  et  (H)  ne  diffèrent  que  par  les  termes  cons- 
tants et  représentent  deux  droites  parallèles,  leur  direction  étant  la  génératrice  du  cAne 
asymptote  : 

X  y  z  J-  .     y  z         , 

ou  : 


ta  ~  J  \        .  \  ""      /  i     ,    .  \  '      ""  •         2aX  6(1  —  A*j  c;i  +  a«; 


a-')  '(1+^)' 


l'équation  du  plan  asymptote  ccmjugué  de  cette  génératrice  est  (n«60:2)  : 

a      '  6  c 

C'est  bien  l'étiuation  (3),  j)OUr  p  ^  jjl  =  X.  ^ 

(loROLLAiRE.  —  //  H  y  a  pas,  sicr  V hyperbolo'ide ,  (Vautre  génératrice  recti- 
ligyie  que  celles  des  deux  systèmes. 

Car.  s'il  en  existait  une,  (G),  elle  serait  nécessairement  dans  le  plan  tangent 
eu  un  quelconque  de  ses  points  ;  or  ceci  est  impossible,  ce  plan  coupant  déjà 
l'hyperholoïde  suivant  deux  droites,  distinctes  de  (G). 
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643.  Théorème.  —  Le paraboloide  hyperbolique  admet  deux  systèmes  dis- 
tincts de  génératrices  rectilignes. 

En  effet,  le  paraboloïde  étant  rapporté  à  ses  plans  principaux  et  à  son  plan 
tangent  au  sommet  (ou  à  deux  plans  diamétraux  conjugués  et  au  plan  tan- 
gent à  l'extrémité  de  leur  intersection),  son  équation  : 

p       q 

oïl  p  et  g  sont  positifs,  peut  être  écrite  : 

forme  analogue  à  celle  qui  a  été  trouvée  pour  Thyperboloïde  à  une  nappe 
(n<»640).  En  l'écrivant  : 


on  en  déduit  que  le  paraboloïde  admet  un  premier  système  de  génératrices 
rectilignes^  représentées  par  les  équations  générales,  dépendant  du  para- 
mètre 1  : 

Puis,  de  la  môme  manière,  on  obtient  un  second  système,  correspondant  aux 
équations  générales,  dépendant  du  paramètre  jt  : 

Ces  équations  s'appliquent  encore  si  l'un  des  paramètres  \  u.  s'annule  ; 
mais  elles  perdent  toute  signification  s'il  devient  infini. 
Les  deux  systèmes  sont  distincts,  car,  dans  le  cas  générai  où  ).  et  ji.  sont 

tous  deux  différents  de  zéro,  les  équations  (I)  sont  vérifiées  pour  x  =  ^, 

y  z 

—7=-  --^  -7=^,  et  les  équations  (II)  ne  le  sont  pas. 

644-  Propriétés  des  génératrices.  —  Théorème  I.  —  Par  tout  point  du 
paraboloïde  hyperbolique  passe  une  génératrice  et  une  seule  de  chaque  sys- 
tème. 

Même  démonstration  que  pour  Thyperboloïde  à  une  nappe  (n**  641). 

TiŒORÈMB  II.  —  Les  génératrices  d'un  même  système  sont  parallèles  à  un 
même  plan,  qui  est  l'un  des  plans  directeurs  du  paraboloïde;  réciproque- 
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ment,  toute  direction  prise  dans  Vun  des  plans  directeurs,  celle  de  Vajce 
exceptée,  est  parallèle  à  une  génératrice  et  une  seule. 

Considérons,  en  effet,  le  premier  système,  par  exemple.  La  première  des 
équations  (!)  représente  un  plan  qui  est  parallèle  au  plan  directeur  (n*  632)  : 


(2)  -^  +  -^  =  0. 


y_ 

\'p   '  v^? 


Donc,  toutes  les  génératrices  du  premier  système  sont  parallèles  à  ce  plan. 

Inversement,  soient  a,  ^,  y  les  coefficients  directeurs  d'une  direction  S  prise 
dans  ce  plan  ;  la  génératrice  (l)  esl  parallèle  h  8,  sous  les  conditions  : 


[/p   ^V'q  '  V>         \/(j/ 


La  première  est  vérifiée  en  vertu  de  l'hypothèse  ;  la  seconde  donne  pour  a  une 
valeur  et  une  seule,  excepté  dans  les  hypothèses  : 

û  Y  S  V 

^-j=r---  -/-  +  -^  -  0 ,       ou:       ^  =  V  -  0 . 

vp     vq     vp     VQ 

Dans  ce  cas  d'exception,  ô  est  parallèle  à  Taxe;  dans  tout  autre  cas,  il  y  a 
donc  une  génératrice  et  une  seule  parallèle  à  S. 

Remarque.  —  Cette  propriété  constitue  une  différence  essentielle  entre  le 
paraholoïde  hyperbolique  et  Vhyperboloïde  à  une  nappe.  En  effet,  dans 
V hyperboloïde  à  une  nappe,  les  génératrices  d'tm  même  système  ne  peuvent 
être  parallèles  à  un  même  plan,  sans  quoi  il  eu  serait  de  môme  pour  les  géné- 
ratrices du  cône  asymptote,  et  celui-ci  se  réduirait  k  un  plan. 

Voici  une  autre  différence,  qui  résulte  de  la  précédente.  On  a  vu  que,  dans 
Vhyperboloïde  à  une  nappe,  à  chaque  génératrice  de  Vun  des  systèmes,  cor- 
respond une  génératrice  de  Vautre  système  qui  lui  est  parallèle  ;  au  contraire, 
il  n'y  a  pas  de  génératrices  parallèles  sur  le  paraboloïde  hyperbolique,  car, 
dans  un  môme  système,  il  n'y  a  pas  deux  génératrices  parallèles,  et,  d'autre 
part,  deux  génératrices  de  systèmes  différents  ne  pourraient  être  parallèles 
que  si  elles  étaient  parallèles  à  l'intersection  des  deux  plans  directeurs,  c'est- 
à-dire  à  l'axe. 

Ces  différences  hien  établies,  énonrons  les  autres  propriétés  des  généra- 
trices rectilignes  du  paraboloïde  hyperbolique;  elles  sont  les  mêmes  quecelles 
de  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  et  se  démontrent  de  la  môme  manière. 

Corollaire.  —  Deux  génératrices  d'un  même  système  ne  sont  pas  dans 
un  même  plan. 

645.  Théorème.  —  Deux  génératrices  de  systèmes  différents  sont  dans  un 
même  plan;  réciproquement,  tout  plan  passant  par  une  génératrice  de  Vun 
des  systèmes  passe  par  une  génératrice  de  Vautre. 
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En  effet,  tout  plan  passant  par  la  gënératriro  (1),  a  une  équation  de  là  forme  : 

En  cherchant  son  intersection  avec  la  génératrice  (II),  on  forme  l'équation 
en  X  : 


^\^^—x  +  ?(--—  2a)  =  0, 


laquelle  se  réduit  à  une  identité  pour  p  -—  a,  et  la  démonstration  s'achève 
comme  pourThyperboloïde  {n°642). 

Corollaire.  —  Tout  plan  langent  coupe  le  parabolo'ide  hyperbolique 
suivant  deux  génératrices  de  systèmes  différents  qui  se  croisent  au  point  de 
contact. 

Rbmarqi:r.  —  On  peut  vérifier  cette  prçposition,  on   remarquant  que  les  coordonnées 
«lu  point  d'intersection  des  génératrices  (1)  et  (2)  sont  : 

X  —  2).;^,  î/  =^  (A  4-  ix)\jp,  z  =  (X  —  \L\/'q, 

ot  que  le  plan  tangent  en  ce  point  a  pour  é((uation  (n®  G2G)  : 


laquelle  est  bien  ré(|ualion  (3)  pour  p=  |x. 


-  \x.  +  2XjJL)  =  0, 


Corollaire.  —  Il  n'y  a  pas,  sur  le  parabolo'ide  hyperbolique,  d'autre 
génératrice  rectiligne  que  celles  des  deux  systè7nes. 


EXERCICES    SUR    LE    LIVRE  VIN 

1.  Lo  lieu  des  poinU,  doul  la  »omiiic  des  carrés  des  distances  à  deux  droites  H\cs  cbl  coiislantCf  est  un  ellip- 
soïde. 

^Uaus  cette  question,  ainsi  que  dans  les  suivantes  (u°*  2  à  5),  ou  prendra  pour  a^e  Ocr  la  perpendiculaire 
rommuue  aux  deux  droites,  l'origine  0  étant  eu  ^ou  milieu,  et  les  axes  0^*,  ()i/  étant  parallèles  aux  bissectrices 
de  l'auglc  des  deux  droites.) 

2.  La  surface  engendrée  par  l'aréle  d'un  dièdre  droit  dont  les  faces  passent  respectivement  par  deux  droites 
«lounécs  est  uu  hypcrbolo'idc  à  une  nappe. 

DêiDOntrcr  que  les  plans  perpendiculaires  à  chacune  des  deux  droites  données  coupent  cet  hyperbolo'ide 
^ulvaut  une  circonférence. 

3.  Le  lieu  des  points  équidislantA  de  deux  droites  fixes,  non  situées  dans  uu  même  plan,  e^t  un  parabolo'ide 
équdatère. 

Déleriuiner  les  géuéralrices  rcctilignes  de  ce  parabololfdc. 

4.  Le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  droites  données,  non  situées  dans  uu  même  plan,  soûl  dans 
uu  rapport  donné.  difTérenl  de  l'unité,  est  un  byperboloïdc  à  une  nappe. 

Déterminer  les  génératrices  rcctilignes  de  cet  hypei'bolo'ide. 

(On  formera  l'équation  de  la  surface  ;  puis,  on  déplacera  l'origine  des  coordonnées  sur  l'axe  Oc,  cl  ou  fera 
tourner  les  axes  autour  de  Oz.) 

5.  Lieu  des  points  dont  les  disLances  (/  et  (V  à  deux  droites  douuées,  non  situées  dans  uu  môme  plan,  sont' 
lices  par  la  relation  : 

md*  +  m'd'^  =  A*. 

r/i,  m/  et  k  étant  donnés.  Discuter. 
(Même  remai*({uc  que  daus  l'exercice  précédent.) 
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G.  Le  lieu  (les  points,  donl  le  rapport  des  distances  à  un  point  et  un  plan  fixes  est  constant,  est  un  ellipsoïde 
de  révolution  allong<^,  ou  un  Inperboloïdc  de  révolution  à  deux  nappes,  ou  un  paraboloîdc  de  révolution,  suivant 
(|uc  ce  rapport  est  jilus  petit,  plus  grand,  ou  égal  à  un. 

7.  I^  lieu  des  points,  dont  le  rapport  des  distances  à  un  point  et  une  droite  fiies  est  constant,  mais  diffrrmif 
do  Tunité,  est  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati,  ou  un  lirperboloïde  de  révolution  à  une  nappe,  suivant  que  ce 
rapport  osl  plus  petit  ou  plus  grand  que  un.  Que  devient  ce  lieu  dans  le  cas  où  le  rapport  constant  est  égal  à  ixu? 

8.  Une  droite  se  déplaçant  de  façon  cfue  trois  de  ses  points  décrivent  les  faces  d'un  trièdre  donné,  un  qua- 
trième i)oint  do  la  droite  décrit  un  ellipsoïde.  (Dupin.) 

Que  devient  l'énoncé  loi-squ'on  remplace  les  trois  faces  du  trièdre  par  trois  plans  parallèles  à  une  même  drotie  * 

9.  On  donne  un  ellipsoïde  et  l'on  considère  un  plan  tangent  variable  qui  détermine  avec  les  plans  prioci- 
paux  in  tétraèdre  de  volume  constant  ;  trouver  le  lieu  du  point  de  contact. 

10.  Si  une  corde  variable  d'un  ellipsoïde  passe  par  un  point  fixe,  l'intersection  des  plans  tangents  aux  extré- 
mités de  la  Corde  est  diluée  dans  un  plan  fixe. 

il.  Lieu  des  sommets  des  trièilres  Irirectanglcs  circonscrits  à  un  ellipsoïde,  à  un  h\ perboioïde,  ou  à  an  para- 
boloïde. 

12.  Mener  d'un  point  donné  S  des  normales  a  un  ellipsoïde  ou  >\  un  hypcrboloïde.  montrer  que  le  protilème 
|)eut  avoir  six  solutions  et  que  les  six  normales  issues  de  S  sont  sur  un  cône  du  second  degré  qui  {lassc  par 
le  centre  de  la  surface  et  a  trois  génératrices  re^pcctivemeul  parallèles  aux  axes  do  cette  surface. 

13.  Môme  problème  |M>ur  un  parabololde;  le  problème  pi  ut  avoir  cini|  solutions. 

14.  On  dounc  deux  ellipsoïdes  A  et  B.  On  demande  le  lieu  dos  sommets  <les  trièdres  dont  les  faces  sont  tan- 
gentes à  l'ellipsoïde  A  et  parallèles  à  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  B. 
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15.  Lieu  des  sommets  des  parallélipipèdes  construits  sur  trois  diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde. 

10.  Lieu  du  pied  de  la   perpendiculaire  abaif^séc  du  centre  d'un  ellipsoïde  ou  d'un  hyperboIoTdc  sur  le  plan 
passant  par  les  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués. 
Lieu  do  cotte  perpendiculaire. 

17.  Dans  un  ellipsoïde,  déterminer  len  longueurs  des  axes  d'une  section  diamétrale. 

(Kn  désignant  par  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  sommet  de  la  section  on  pourra  chercher  le  maximum  ou  le 
minimum  de  x*-\-  y*  -\-  z*^  les  variables  j:,  y,  z  étant  liées  par  les  équations  de  l'ellipsoïde  et  du  plan  sécant'. 

18.  Un  côno  a  pour  sommet  un  point  d'un  liyperboloïdo  de  révolution  à  une  nappe  et  jionr  base  le  cerrie  de 
gorge  ;  démontrer  que  les  sections  antiparallèles  de  ce  cône  sont  perpendiculaires  au  plan  du  cercle  dr 
gorge. 

19.  On  coupe  un  cône  de  révolution  de  sommet  S  par  un  plan  quelconque  qui  rencontra  l'axe  an  point  0  ; 
4lémontrer  que  le  rapport  des  distances  des  points  0  et  S  à  une  tangente  quelconque  de  la  section  plane  e>l 
constant.  {J.  .Xenùcrç) 

20.  On  mène  la  normale  à  un  cône  de  révolution  en  chacun  des  points  d'une  section  plane  ;  démontrer  que 
le  second  point  de  rcncoiilrt;  de  cette  normale  avec  le  cône  décrit  une  conique. 

21.  En  procédant  comme  au  n*>  364,  montrer  qu'un  parabolo'ide  elliptique  peut  être  considéré  comme  la  lîmile 
d'un  ellipsoïde  ou  d'un  hyperbolo'ide  à  deux  nappes,  et  qu'un  parabolo'ide  liy[)crbolique  peut  être  con<itUérr 
comme  la  limite  d'un  hypcrboloïde  à  une  nappe. 

Quelles  sont  les  propriétés  du  paraboloîdc  que  l'on  peut  déduire  ainsi  de  celles  de  rellipso'idc  ou  do  l'hyper- 
boloïdc  ? 

2i.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  deux  génératrices  rectangidaires  sur  l'hyporboloïdc  à  une  nappe  ou  sur 
le  parabolo'ide  hyperbolique. 

23.  On  considère  sur  une  quadrique  réglée  la  perpendiculaire  commune  à  une  génératrice  fixe  (G),  et  à  uuo 
génératrice  variable  du  même  système  ;  trouver  le  lieu  du  pied  de  celle  perpendiculaire  commune  sur  la  gé^nv- 
ratrice  variable.  Ce  lieu  est  une  conique  ;  déterminer  l'enveloppe  du  plan  de  cette  conique  lorsqu'on  fait  «arior 
la  génératrice  (G;. 

24.  Klant  donué  un  paraboloîdc  hyperbolique,  on  considère  une  génératrice  rectiligne  A  de  cette  surface  cl 
la  génératrice  B  du  même  système  tpii  cA  perpendiculaire  à  la  première  ;  par  les  points  a  et  ^  où  ces  droiie« 
sont  rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune  passent  deux  génératrices  rectiiignos  A'  et  B'  de  laulrr 
système  ;  soient  a'  et  bf  les  points  où  les  deux  droites  A'  et  B^  sont  rencontrées  par  leur  perpeiidîculaira 
commune. 

1°  Trouver  le  lieu  dos  points  a  cl  6,  et  celui  des  points  a'  et  à/,  quand  la  droite  A  décrit  le  paraboloîdc; 

2*  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  A  et   B',  ou  A'  et  B  ; 

30  Calculer  le  rapi>ort  des  longueurs  a'b'  et  ab  des  perpendiculaires  communes,  et  étudier   la   variation  de 

ces  longueurs.  , 

{Ecole  Xormale  SupérieHrtt  1880). 
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ÉTUDE  SOMMAIRE   DES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ 


CHAPITRE  PREMIER 

CENTRES   ET  PLANS  DIAMÉTRAUX 

646.  —  Nous  allons  indiquer  maintenant  quelques  propriétés  des  surfaces 
représentées  par  Téquation  générale  du  second  degré  : 

(I)      A^»  y»  -)  =  Ax^  +  Ay  +  \"z''  +  iByz  +  ^h'zx  +  ^B"xy 

+  2(:x  +  âCy  +  iC'z  -f  D  =  0. 

Dans  les  chapitres  |)récédents,  nous  avons  fait  une  étude  assez  complet** 
de  certaines  surfaces  du  second  degré,  que  nous  avons  appelées  quadriqnes  ; 
dans  ce  qui  va  suivre,  nous  nous  attacherons  surtout  à  montrer  qu'il  n'y  a 
pas,  en  dehors  des  surfaces  coniques  et  cylindriques,  d'autres  surfaces  du 
second  degré  que  ces  quadriques. 

Mais  auparavant  nous  introduirons  la  notation  suivante  :  nous  désignerons 
par  A  le  discriminant  (n''  392)  de  la  fonction  homogène  : 

.2)  ç(^,  y,  z)  =  \x'  +  \'y'  +  \"z'  +  iByz  +  "^IVzx  +  2B"xy, 

constituée  par  les  termes  du  second  degré  de  flx,  ?/,  z).  Ce  discriminant  : 

A  B"B' 

B"  A'  B      -:'  AA'A'^  +  2BB'B''  —  AB^  —  A'B'^  —  A"B '-, 


(3) 


B'  B  A"  I 


est  formé  avec  les  coefficients  de  x,  y,  z  dans  les  demi-dérivécs  partielles 
1  l         1 

647.  Intersection  d'une  droite  et  dune  surface  du  second  degré.  —  La 

surface  étant  définie  par  l'équation  (  l  ),  soient  : 

X  —  Xn         y        2/o  _    ^         ^o 

p  q  r  ' 
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li^s  équations  de  la  droite.  Nous  obtiendrons  Téquation  qui  détermine  les 
valeurs  de  p  correspondant  aux  points  de  rencontre  en  remplaçant  dans  (l  i 
X,  y,  z  par  rCo^-jop,  y^  +  qo,  z^  +  rp,  ce  qui  donne  : 

ou,  en  développant  le  premier  m<'mbrc  à  Taide  de  la  formule  de  Taylor  : 
(/*)  f{Xo,  2/0,  -0)  +  ^{pf's.  +  qf'y.  +  rfzJ  +  p*  cp(p,  q,  r)  =  0. 

Cette  équation  en  p  est,  en  général,  du  second  degré  ;  donc,  une  droite  coup*- 
une  surface  du  second  degré,  en  général,  en  deux  points  réels  ou  imaginaires, 
distincts  ou  confondus. 

648.  Directions  asymptotiques.  —  L/équation  (4)  a  une  racine  infinie  si 
les  coefficients  directeurs  de  la  droite  vérifient  la  relation  : 

<p(jo,  q,  r)  ^  0. 

Dans  ce  cas,  la  sécante  rencontre  la  surface  en  un  point  au  plus  h  dis- 
tance finie  et  en  un  point  au  moins  à  l'infini.  La  condition  précédente  ne 
dépendant  que  de  la  direction  de  la  sécante,  cette  direction  est  appelée  un*' 
direction  asympluiique  de  la  surfac(\ 

Cône  des  directions  asymptotiques.  —  L(*s  parallèles  aux  directions 
asymptotiques  d'une  surface  du  second  degré,  menées  par  un  point  queiconqui» 
de  l'espace,  formcnit,  en  général,  un  cùnc  qui  est  le  cÔ7ie  des  directions  asymp- 
totiques. 

Par  exemple,  lorsque  It»  sommet  du  cône  est  h.  Torigine.  les  coefficients 
directeurs  j9,  q,  r  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  parallèle 
à  la  direction  asymptotique  menée  par  Torigine.  L'équation  ; 

oipy  q,  r)  -t  0,        ou  :        9(0:,  y,  z)  -^  0, 

repré.sentc  donc  alors  le  cùne  des  directions  asymptotiques;  d'où  la  règle  : 

On  obtient  V équation  du  cône  des  directions  asymptotiques  qui  a  pour 
soynmet  Vorigine  en  égalant  à  zéro  Vensemhle  des  termes  du  second  degré 
du  premier  membre  de  V équation  de  la  surface, 

GlvNTRK 

649.  —  llappelons  qu'un  point  Cest  centre  d'une  surface  lorsque  les  points 
de  cette  surface  sont  symétriques  deux  h  deux  par  rapport  h  C. 

Proposons-nous  de  chercher  si  une  surface  représentée  par  Féquation 
générale  (l)  admet  un  centre.  Remarquons  d'abord  (n**  545)  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  f origine  soit  centre  de  la  surface  est  que 
l'équation  (l)  ne  renferme  aucun  terme  du  premier  degré.  D'après  cela ^  pour 
reconnaître  si  une  surface  d*un  second  degré  a  ttn  centre^  on  effectue  une 
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translation  des  axes  en  prenant  pour  nouvelle  origine  un  point  arbitraire 
teo,  Vo,  2o)..  ^t  Von  détermine  Xo,  î/o  ^t  z^  en  exprimant  que  dans  la  nouvelle 
équation  les  termes  du  premier  degré  sont  nuls. 
Les  formules  de  transformation  étant  (n*  474)  : 

X  -:  X  4-  Xo,        y  --■-  Y  +  2/o,        z ---•'/.  +  3o, 

l'équation  de  la  surface  devient  /"(X  +  j^o»  Y  +  j/o,  Z  +  -îo)  =  0,  ou,  en  déve- 
loppant et  en  introduisant  le  polynôme  ^[x,  y,  z)  déjà  défini  : 

/•(X  +  Xo.Y  +  yo,Z  +  ^u)  =  ?(X,Y,Z)  +  X/-;.  +  Y/-;+Z/-^,  +  /-(:Xo,i/o,^^^^ 

ce  développement  peut  d'ailleurs  être  obtenu  immédiatement  en  appliquant 
au  premier  membre  la  formule  de  Taylor. 

Exprimons  que  les  coefticients  des  termes  du  premier  degré  sont  nuls; 
nous  obtenons  les  conditions  suivantes  : 

^  ^n.-^\x,+  B'Vo  +  B'^o+C-O 
(o)  -^  fi  -  B"j;,  +  \%  +  Bzo  +  C  -  0 

4  fi  -  B'Xo  +  Byo  +  \"z,  +  C"  ---  0. 

D'où  la  règle  suivante  : 

On  déterminera  les  coordonnées  d'un  centre  d'une  surface  du  second 
degré  :  f(x,  y,  z)  ^-^  0,  en  résohant  les  trois  équations  que  Ion  obtient  en 
annulajit  les  dérivées  partielles  f^,  flj,  fi  du  premier  membre  de  son  équation. 

Pour  abréger,  ces  équations  sont  nommées  les  équations  du  centre.  En 
considérant  x^,  y^,  z^  comme  des  coordonnées  courantes,  chacune  des  équa- 
tions (5)  représente  un  plan  et  le  centre  doit  être  situé  sur  chacun  de  ces 
trois  plans  que  nous  appellerons  \^^  plans  du  centre, 

650.  Disccssiox.  — La  discussion  est  donc  ramenée  à  un  problème  connu  : 
déterminer  l'intersection  de  trois  plans  définis  par  leurs  équations  (n**  501  j, 
et  nous  sommes  conduits  ?i  distinguer  cinq  classes  de  surfaces  du  second 
degré. 

1'®  classe.  —  Les  plans  du  centre  se  coupent  en  un  seul  point;  la  surface 
a  un  centime  unique  h  distance  finie. 

2*  classe.  — Les  trois  plans  du  centre  sont  parallèles  à  une  même  droite  ; 
la  surface  a  un  centre  unique  à  finftni  dans  la  direction  de  cette  droite. 

3°  classe.  —  Les  plans  du  centre  passent  par  une  même  droite:  la  sur- 
face a  une  droite  de  centres. 

4'  classe.  —  Les  plans  du  centre  sont  parallèles  ;  la  surface  a  une  di^vite  de 
centres  rejelée  à  l'infini. 

5®  classe.  —  Les  plans  du  centre  sont  confondus  ;  la  surface  a  un  pla7i  de 
centres. 
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Nous  ne  donnerons  pas  les  caractères  analytiques  qui  distinguent  ces  cinq 
classes,  mais  il  est  essentiel  de  remarquer,  d'après  les  équations  du  centi-e 
(0),  que,  dans  le  cas  général,  on  a  :  A  :^  0  et  la  surface  est  de  la  première 
classe;  dans  le  cas  particulier  :  A  =  0,  la  surface  est  de  Tune  des  quatre  autres 
classes. 

On  sait  d'ailleurs  déterminer  géométriquement  la  forme  des  surfaces 
de  3®  et  de  5*  classe.  Car  une  surface  de  3'  classe,  ayant  une  droite  de 
centres  (D),  est  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  h  celte  droite 
(n°  545).  De  plus,  la  trace  de  ce  cylindre  sur  un  plan  non  parallèle  à  (D) 
est  une  conique  ayant  son  centre  sur  (D)  ;  la  surface  est  donc  un  cylindre 
elliptique  ou  un  cylindre  hyperbolique.  En  particulier,  si  la  section  plane 
se  réduit  à  deux  droites  réelles  ou  imaginaires,  le  cylindre  est  formé  de  deux 
plans  réels  ou  imaginaires  qui  se  coupent  suivant  la  droite  des  centres. 

De  m^me,  une  surface  de  5**  classe,  ayant  un  plan  de  centres  (P),  est  for- 
mée de  plans  parallèles  à  (Pj.  De  plus,  comme  elle  est  du  second  degré,  elle 
est  formée  d'un  système  de  deux  plans  parallèles,  ceux-ci  étant  d'ailleurs 
réels  ou  imaginaires,  distincts  ou  confondus. 

APPLICATIONS 

651.  Équation  au  centre.  — La  surface  ayant  pour  équation  : 

f{x  y,  z)  =  \x^  +  Ay  +  M'z^  -f  ÏBys  +  ^^'zx  +  2B"xy 

+  âCx  +  2C V  +  iC'z  +  D  -.  0, 

supposons  qu'elle  ait  un  ou  plusieurs  centres,  et  soient  Xo,  j/o,  Zo  les  coor- 
données d'un  centre  ;  nous  avons  vu  que  si  l'on  transporte  l'origine  en  ce 
point,  l'équation  devient  (n°  649)  : 

fiXo  +  X,  2/o  +  Y,  Zo  +  Z)  =  9(X,  Y,  Z)  +  fix^,  y^,  z^)  =  0  ; 

sous  celte  forme,  on  l'appelle  équation  au  centre  de  la  surface.  Dans  celte 
équation,  les  coefficients  des  termes  du  second  degré  sont  les  mômes  que  dans 
la  première  ;  il  n'y  a  pas  do  termes  du  premier  degré  ;  enfin,  le  terme  cons- 
tant est  : 

Procédons  comme  en  Géométrie  plane  (n**  406)  et  rendons  homogène  l'ex- 
pression f{Xo,  yoy  ^o)-  Nous  pouvons  alors  écrire,  d'après  le  théorème  d'Euler  : 

2F  =  2/-(a;o,  y»,  z,,  t,)  ---  x^f,^  +  y 4',.  +  z,fi  +  t^f,^, 

et,  en  tenant  compte  des  relations  (5),  le  dernier  memhre  se  réduit  à  /I  ;  on  a 
donc  : 

(6)  F  =  -1  fi  ^  C^o  +  CVo  +  cr'Jo  +  D  ; 

d'oïl  la  règle  pratique  suivante  ; 
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Une  surface  du  second  degré  étant  définie  par  son  équation  f(x,  y,  z)  =-  0, 

le  terme  constant  de  son  équation  au  centre  est  égal  au  résultat  de  substilu- 

i 
tion  des  coordonnées  du  centime  dans  la  demi-dérivée  -^  ft  piHse  par  rap- 
port à  la  variable  d'homogénéité. 

On  pourrait  transformer  la  formule  (6)  en  y  remplaçant  les  coordonnées 
du  centre  par  leurs  valeurs  ;  on  arriverait  ainsi,  comme  en  Géométrie  plane 
(n*406),  à  mettre  F  sous  forme  d'un  quotient  de  deux  déterminants. 

652.  Cône  du  second  degré.  —  11  résulte  de  la  définition  d'une  surface 
conique  qu'un  cône  du  second  degré  a  un  centre  confondu  avec  son  sommet. 
Si  Ton  rapporte  le  cône  à  ce  centre,  c'est-à-dire  au  sommet,  pris  pour  origine 
des  coordonnées,  le  terme  constant  F  de  l'équation  est  nul,  la  surface  passant 
par  ce  centre. 

Récipi'oquement,  si  F  est  nul,  l'équation  au  centre  est  homogène  et  repré- 
sente un  cône.  D'où  la  proposition  suivante  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  surface  du  second 
degi*é  à  centime  se  réduise  à  un  cône  est  que  le  terme  constant  de  son  équation 
au  centre  soit  nul. 

Ce  que  l'on  peut  énoncer  géométriquement  ainsi  : 

Pou,r  quune  surface  du  second  degré  se  réduise  à  un  cône,  il  faut  et  il 
suffit  qu'elle  ait  un  centre  et  que  ce  centre  soit  sur  la  surface. 

Remarque.  —  Il  est  facile  de  vérifier  que  le  sommet  d'un  cône  du  second 
degré  est  un  point  singulier  de  cette  surface  (n**  549).  En  effet,  ce  point 
i^Q»  Vof  2o)  est  centre  et  l'on  a  : 

fL  ---  0,        /•;  -=  0,         fi  ^  0,        A^o,  2/o,  V)  --  0. 

653.  Cône  asymptote.  —  Dans  une  surface  à  contre  unique,  on  nomme  cône  asymptote  le 
cùne  des  directions  asymptotitiues  qui  a  pour  sommet  le  centre  de  la  surface. 

La  surface  donnée  (S)  étant  représentée  par  l'équation  générale  du  second  degré /"(a*,  y,  r) =0, 
pour  trouver  l'éciuation  de  son  cône  asymptote,  remarquons  que  toutes  les  surfaces,  repré- 
sentée^ par  ré(|uation  : 

(7)  f(x',  y,  -)  -f  X  =  0. 

ont,  quelle  que  soit  la  valeur  du  paramètre  X,  les  mémos  directions  asymptotiques  et  lo 
môme  centre  que  (S)  puisque,  pour  toutes  ces  surfaces,  l'équation  du  cône  des  directions 
asymptotiques  (n«  648)  et  les  coordonnées  du  centre  (n*  649)  sont  indépendantes  de  X.  V.n 
d'autnîs  termes,  toutes  les  surfaces  (7)  ont  le  même  cône  asymptote  que  (îà)  et,  en  particulier, 
si  l'équation  17)  représente  un  cône,  ce  cône  est  le  cône  asymptote  de  la  surface  (S). 

Pour  que  la  surface  (7)  soit  un  cône,  il  faut  et  il  suffit  que  son  centre  (,io,  2/0»  ^)  soit  sur 
la  surface  ;  nous  obtenons  donc  la  condition  ; 

f(x9,  yo,  so)  +  X  =  0,        ou  :       X  =  —  f(xo,  yo,  s»)  =  —  F. 
Il  en  résulte  que 

est  l'équation  du  cône  asymptote  de  la  surface  f{jc,  y,  z)  =  0,  F  étant  le  terme  constant  do 
son  équation  au  centre. 
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PLANS  DIAMETRAUX 

654.  TiiBORKME  ET  DÉFINITION  —  Si  VoTi  coupe  utic  siivface  du  second  degré 
par  des  droites  parallèles  à  une  même  direction,  le  lieu  des  milieux  des 
Cfirdes  obtenues  est  un  plan,  qui  est  appelé  le  plan  diamétral  conjugué  de  la 
direction. 

Pour  le  démontrer,  opérons  comme  en  (iéométrie  plane  (n*'  409).  Soient 
f(X,  y,z)  ^=:  0  réquation  de  la  surface  et/?,  q,  r  les  coefficients  directeurs  de 
la  direction  donnée  5;  menons  par  un  point  quelconque  MiXo,  yo^-o)  une 
parallèle  (A)  à  5  ;  elle  coupe  la  quadrique  en  deux  points  (n**  647)  :  nous  allons 
exprimer  que  M  est  le  milieu  de  la  corde  obtenue. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  (A)  étant  :  Xo  +  p?,  y©  4-  ç?. 
3o  +  rp,  les  valeurs  de  p  qui  correspondent  aux  points  d'intersection  sont 
les  racines  de  Téquation  (n°  647)  : 

i\)  fiXo,  t/o,  -o^  +  pip/^x.  +  Qfy.  +  rf',J  +  f  oip,  g,  r)  =  0. 

Pour  que  le  problème  proposé  ait  un  sens,  il  faut  que  la  droite  (A)  coup^ 
la  quadrique  en  deux  points  et,  par  suite,  que  Téquation  (1)  soit  du  second 
degré;  les  coefficients  directeurs  p,  q.  r  ne  doivent  donc  pas  annuler  cp(p,  g,  ri; 
en  d'autres  termes,  «5  ne  doit  pas  êtreicne  direction  asymplotique  de  la  sur- 
face. (]ela  étant,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Téqualion  (Ij 
ait  deux  racines  opposées  est  que  le  coefficient  de  p  soit  nul.  Le  point 
^^ot  Vof  ^o)  doit  donc  être  situé  sur  le  plan  :  pf^  -|-  qf!,  -\-  rf,  =  0. 

La  proposition  est  établie  et  nous  pouvons  énoncer  la  règle  suivante  : 
Dans  la  surface  f(x,  y,  ;;)  —  0,  le  plan  diamétral  conjugué  d'une  direc- 
tion non  asymplotique,  de  coefficients  directeurs  p,  q,  r.  a  pour  équation  : 

(4)  pn  +  qn  +  rfi  =  o. 

On  peut  donner  une  seconde  forme  à  cette  équation  du  plan  diamétral. 
Kn  tîHet,  en  la  dévc^loppanl,  on  peut  l'écrire  : 

p{\x  +  W'y  +B'z  +  C)  +  qiW'x  +  \'y  +  Bz  +  C)  +  nlVx  +  By  +  \"z + C"  j  --  0. 

ou,  (ui  ordonnant  par  rapport  à  x,  y,  z  et  multipliant  par  2  : 

(3)  xcp;  +  2/9;  +  z^'r  +  ^iCp  +  itCq  +  20  -=  0. 

655.  Position  des  plans  diamétraux.  —  Tiiéorèmk  L  —  Daiis  une  surface 
de  première  classe,  tout  plan  diamétral  est  un  plan  qui  passe  par  le  centre, 
et  réciproquement. 

(!îir,  les  trois  plans  : 

(4)  f;-^0,       /-^-o,        fi^O, 

se  coupant  en  un  seul  poinl,  qui  est  le  centre  (n<*  649),  l'équation  (2)  du  plan 
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diamétral,  où  p,  q,  r  sont  arbitraires,  est  Téquation  générale  des  plans  pas- 
sant par  ce  centre  (n°  503). 

Remarques.  —  I.  Si  les  plans  du  centre  (4)  ont  une  droite  commune,  le  plan 
diamétral  [t)  contient  évidemment  cette  droite;  en  d'autres  termes  (n'*  6o0), 
les  plans  diamétraux  d'un  cylindre  elliptique  ou  hyperbolique  passent  par 
la  droite  des  centres. 

II.  Si  les  plans  du  centre  (4)  sont  confondus,  le  plan  diamétral  (2)  est 
confondu  avec  eux;  en  d'autres  termes,  les  plans  diamétraux  d'^un  système 
de  deux  plans  parallèles  coïncident  avec  le  plan  de  centres, 

Théorèmk  U.  —  Dans  une  surface  qui  n'est  pas  de  la  première  classe, 
les  plans  diamétraux  et  leurs  directions  conjuguées  sont  distribués  en 
direction,  suivant  les  cas,  soit  comme  ceux  d'un  cylindre  elliptique  ou 
hijperboliquey  soit  comme  ceux  d'un  système  de  deux  plans  parallèles. 

En  effet,  considérons  les  deux  surfaces  (S)  et  (S),  ayant  respectivement 
pour  équations  : 

A^.  y  y  -')  -~=  0,        ç(j7,  y,  z)  +  A   ---  0, 

A  étant  une  constante  arbitraire. 

Les  plans  diamétraux  conjugués  d'une  ménïe  direction  S,  par  rapport  h 
chacune  de  ces  deux  surfaces,  sont  parallèles,  les  équations  de  ces  deux  plans 
ne  différant  que  par  les  termes  constants.  Ces  plans  diamétraux  et  leurs 
directions  conjuguées  sont  donc  distribués  de  la  même  manière,  en  direction, 
dans  les  deux  surfaces  (S)  et  (X). 

Si  dans  (S)  les  plans  du  centre,  fl  =  0,  /"y  ^=  0,  fi  =  0,  sont  parallèles  à 
une  même  droite,  dans  (S),  les  plans  du  centre,  9^.  rn-^  0,  9^  =  0,  cpi  =  0,  res- 
pectivement parallèles  aux  précédents,  passeront  par  l'origine  et  auront  une 
droite  communiî  ;  la  surface  (Ij  sera  donc  un  cylindre  elliptique  ou  hyper- 
bolique (n^  630). 

De  même,  si  dans  {S)  les  plans  du  centre  sont  parallèles,  ils  sont  con- 
fondus dans  la  surface  (S)  qui  est  alors  un  système  de  deux  plans  pai^allèles 
ou  confondus  (n*^  650). 

De  ce  qui  précède,  ou  déduit  en  outre  les  remarques  suivantes  : 

Hkmarques.  —  I.  Da7is  une  surface  de  seconde  classe,  les  plans  diamétraux 
sont  parallèles  à  ime  même  droite. 

IL  Dans  une  surface  de  quatrième  classe,  les  plans  diamétraux  sont 
parallèles  entre  eux, 

diamI':tres 

666.  Définition.  —  Dans  une  surface  du  second  degré,  on  nomme  diamètre  conjugué 
d'une  direction  de  plan  1  P),  la  droite  par  laquelle  passent  les  pians  diamétraux  conjugués 
des  directions  parallèles  à  (P). 

Pour  justilier  celte  délinilion,  considérons  une  surface  du  second  degré  :  /"U-,  y,  z}  =  0, 
et  soit  : 

{\)  u.r  -f-  t\y  -\-  irz  -\-  h  ==  0 
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l'équation  ilu  plan  donné  (P).  Si  une  direction  do  coefficients  directeui-s  p,  ç,  r  est  paral- 
lèle à  (P),  on  a  : 

up  -4-  VQ 
up  +  t'7  -f-  wr  ■=  0,        ou  :        r  = » 

on  supposant,  par  exemple,  w  :j^  0.  Le  plan  diamétral  conjugué  de  cette  direction  est  : 

pfl  +  gfi  +  rn  =  0. 

ou,  en  remplaçant  v  par  sa  valeur  : 
Cu  plan  passe  bien,  en  génôral,  par  une  droite  fixe  (D),  d'équations  : 

n--n  =  <i,       /-'--A'^O.      on:       Jj-  =  lL  =  î±.. 

REUAhQUES.  —  On  déduit  de  ce  résultat  les  conséquences  suivantes,  qui  résultent  d'ailleurs 
de  la  définition  dun  diamètre  : 

I.  Dans  une  surface  de  première  classe,  tout  diamètre  est  une  droite  qui  passe  par  le 
centre,  et  réciproquement. 

U.  Jtans  uji  cylindre  elliptique  ou  hyperbolique,  tout  diamètre  est  confondu  avec  la  ligne 
des  centres. 

657.  Théorème.  —  Le  lieu  des  centres  des  sections  d'une  surface  du  second  degré  par  des 
plans  parallèles  est  le  diamètre  conjugué  de  ces  plans. 

On  peut  déuiontrer  géométriquement  cette  proposition,  comme  on  l'a  fait  dans  1«5  cas  de 
l'ellipsoïde  [n«  583).  En  voici  une  démonstration  analytique. 

En  supposant  toujours  w  r^  0,  projetons,  sur  le  plan  des  xy,  la  section  (P;  de  la  surface 
par  le  plan  (P).  L'équation  de  la  projection  est  (n«  552)  : 

rf  »j-  4-  vy  4-  /i\ 

Elle  représente  une  conique  (y),  dont  le  centre  c  est  défini  par  les  équations  : 

Ce  centre  c  étant  la  projection  du  centre  G  de  (F),  celui-ci  est  défini  parle  système  fornu* 
dos  deux  équations  précédentes  (2),  associées  à  ré(|ualion  (I)   de  (P).    Pour  éliminer  h 

ux  -f-  vti  -\-  Il 
entre  ces  étiuations,  il  suffit  de  tirer  de  (1)  : -^ =  5,  et  de  poiter  cette  valeur 

dans  le  système  (*i)  ;  on  obtient  ainsi  les  équations  : 
qui  représentent  le  lieu  do  G.  G'est  bien  le  diamètre  (D). 


CHAPITRE  II 
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658.  Rédaction  en  axes  obliques.  —  Pour  simplifier  réquation  d'une  sur- 
face du  second  degré,  nous  rapporterons  cette  surface  à  trois  axes  de  coor- 
donnc^es  choisis  de  la  façon  suivante  :  Taxe  des  z  est  une  droite  quel- 
conque (D),  non  parallèle  à  une  direction  asymplotique  ;  le  plan  des  xy  est  le 
\}hin  diamétral  conjugué  de  (D)  ;  il  coupe  (Dj  en  un  point  0  que  nous  prenons 
pour  origine,  et  les  axes  Ox  et  i)y  sont  deux  droites  quelconques  de  ce  plan. 

Si,  dans  l'équation  de  la  surface,  nous  donnons  à  x  ci  y  des  valeurs  quel- 
conques, les  deux  valeurs  correspondantes  de  z  doivent  être  opposées,  puisque 
xOy  est  le  plan  diamétral  conjugué  de- la  direction  Oz.  L'équation  ne  doit  donc 
renfermer  z  qu'à  des  puissances  paires  ;  elle  est  de  la  forme  : 

A'^z'  +  g{x,  y)  =  0, 

A''  étant  une  constante  différente  de  zéro,  puisque  0^  n'est  pas  une  direction 
asymptotique,  et  g(Xy  y)  un  polynôme  en  x  et  y,  de  degré  deux,  un  ou  zéro  ; 
nous  distinguerons  donc  trois  cas  : 

l*'  Supposons  d'abord  que  gix,  y)  soit  du  second  degré;  l'équation  g(x,  y)=0 
représente  alors  une  conique  (C).  Conservons  la  direction  de  Oz  et  changeons 
l'axe  des  x  et  l'axe  des  y  de  façon  h  réduire  l'équation  g(x,  y)  =  0.  La  trans- 
formation de  coordonnées  ne  change  pas  z  ;  elle  porte  sur  x  ci  y  seulement, 
et  se  confond  avec  une  transformation  de  Géométrie  plane. 

Suivant  que  (C)  est  une  conique  à  centre,  une  parabole  ou  un  système  do 
deux  droites  parallèles,  nous  avons  vu  (n**  41 7 j  que  son  équation  pouvait  être 
ramenée  à  l'une  des  formes  ; 

Ax*  +  \y-  +  F  -=  0,        Ay  +  2Cx  —  0,        sVy^  +  F  -=  0. 

L'équation  de  la  surface  sera  donc,  suivant  les  cas,  ramenée  à  l'une  des  formes 
suivantes  : 

(1  )         Xx^  +  \y  +  \"z'  +  F  -=  0,         (A  =^  0,  A'  z^  0,  A"  z^  0) 

(2)  Ay  +  A";;'^  +  2Cx  =-  0,  (A'  ^^  0,  A"  z^  0,  C  i^  0) 

(3)  AY  +  \"z^  +  F  ^  0.  (A'  r^  0,  A"  =^  0) 

2**  Si  g(x,  y)  est  du  premier  degré,  nous  prendrons  pour  axe  Ox  la  droite 
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g(x,  y)  =^0;  sou  équation  prendra  la  forme  :  2C'y  =  0,  el  l'équation  de  la 
surfaciî  sera  : 

(4)  A":;-'  +  -2i]'y  -^  0.        (A"  =/:  0,  C  .^  0; 

3°  Enfin,  si  g{x,  y)  est  une  constante  H,  IVquation  de  la  surface  est  : 
iXy)  \"z^-\-\V=^.        uV':^0.) 

659.  HEMARQrE.  —  La  ddternii nation  du  centre  nous  a  permis  de  ranger  les 
surfaces  du  second  degré  en  cinq  classes  |n°  650),  et  la  méthode  précédente 
nous  conduit  à  un  résultai  analogue;  nous  allons  montrer  que  ces  deux  clas- 
siiications  sont  identiques. 

1°  Pour  la  surface  (i),  les  équations  du  centre  sont  :j?-^0,  y— ^0,  ;j-^0; 
cette  surface»  a  donc  un  centre  unique  qui  est  Torigine. 

2°  Pour  la  surface  (:2),  les  équations  du  centre  sont  :  C  :^  0,  y  ^—  0,  :;  ^-=  0: 
la  surface  a  donc  un  centre  unique  h  l'infini,  situé  sur  i)x. 

3**  Pour  la  surface  (3),  les  équations  du  centre  se  réduisent  à  deux  :  |/  -^0, 
-  1^  0  ;  la  surface  a  une  droite»  de  centres,  Oo:.  La  forme  d(»  l'équation  (3) 
indique  d'ailleurs  que  l;i  surface  est  un  cylindre  eUiptique  ou  hyperbolique 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Ox. 

4°  Pour  la  surface  (4),  les  équations  du  centre  sont  :  (7  =  0,  ;;  :^^  0  ;  la  sur- 
face a  une  droite  de  centres  rejetéé  à  Tinfini  dans  la  direction  du  plan  des  xy. 
La  forme  de  l'équation  (4)  indique  d'ailleurs  que  la  surface  est  un  cylindre 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Ox,  et  dont  la  directrice,  située  dans 
le  plan  des  zy,  est  la  parabole  d'équation  (4)  ;  la  surface  est  donc  un  cylindre 
parabolique. 

5**  Enfin,  la  surface  (o)  a  un  plan  de  centres,  j^-=0;  elle  est  formée  de  deux 
plans  parallèles  à  ce  plan. 

660.  Réduction  en  axes  rectangulaires.  —  (Uierchons  si  Ton  peut  effectuer 
la  réduction  précédentes  en  axes  rectangulaires.  On  sait  d'abord  que  latrans- 
formalion  que  l'on  a  faite  dans  le  plan  des  ary  peut  toujours  être  effectuée,  au 
moins  d'une  manière,  à  l'aide  de»  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  que  Ton 
a  appris  h  déterminer  en  (iéométrie  plane  (Liv.  V,  Chap.  ni).  Tout  i-evient 
donc  à  chercher  si  l'on  peui  choisir  la  direction  non  asymplotique  Oz,  de 
faron  qiCelle  soit  perpendiculaire  au  plan  des  xy,  qui  est  son  plan  diamé- 
tral conjugue. 

Pour  abréger,  nous  appellerons  direction  principale  une  direction  non 
asymplotique  perpendiculaire  à  son  plan  diamétral  conjugué;  celui-ci  est 
alors  ap[)elé  plan  principal. 

Nous  distinguerons  plusieurs  cas  suivant  la  "position  des  plans  diamétraux 
de  la  surface  el,  par  suile,  suivant  la  classe  de  la  surface  (n°  6oo). 

1^  Surfaces  de  cinquième  classe.  —  Dans  ce  cas,  il  y  a  un  plan  de  centres, 
et  tous  les  plans  diamétraux  se  confondent  avec  lui.  La  direction  perpendi- 
culaire est  une  direction  principale. 
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â*  Surfaces  de  quatrième  classe.  —  Les  plans  diamétraux  et  leurs  direc- 
tions conjuguées  sont  distribués,  en  direction,  comme  dans  le  cas  précédent 
(n°  635)  ;  il  y  a  donc  une  direction  principale. 

3'  Surfaces  de  troisième  classe,  —  La  surface  est  un  cylindre  elliptique  ou 
hyperbolique  ;  elle  a  une  droite  de  centres  (D),  et  toule  section  droite  de 
cette  surface  cylindrique  est  une  conique  ayant  un  centre  sur  (D).  Si  Ton  prend 
pour  axe  Ox  la  droite  (D),  et  pour  axes  Oy  et  02  les  axes  d'une  section  droite, 
celle-ci  est  représentée,  dans  son  plan,  par  l'équation  (n**  417)  : 

équation  qui  représente  aussi  le  cylindre.  Elle  a  la  forme  (3)  du  n°  658  et  la 
réduction  est  ainsi  effectuée  en  axes  rectangulaires.  Jl  y  a  donc  au  moins  deux 
directions  principales,  celles  des  axes  de  la  section  droite  du  cylindre. 

4**  Surfaces  de  seconde  classe.  —  Les  plans  diamétraux  et  leurs  directions 
conjuguées  sont  distribués,  en  di  reclion,  comme  dans  le  cas  précédent  (n**  655)  ; 
il  y  a  donc  au  moins  deux  directions  principales. 

5**  Surfaces  de  première  classe.  —  Dans  ce  cas,  la  question  est  résolue  par 
le  problème  suivant. 

661.  Recherche  des  directions  principales  —  Les  axes  étant  rectangulaires, 
soit  donnée  une  surface  du  second  degré  quelconque  (S),  d'équation  : 

f{x,y,  3)— -0. 

Désignons  par  p,  q,  7'les  coefficients  directeurs  d'une  direction  inconnue  o. 
Son  plan  diamétral  conjugué  est  représenté  par  l'équation  (n"  654)  : 

(1)  ^iv  +  2/9i  +  ^?:-  +  2(Cp  +  CVy  -f-  (7'r)  -^  0. 

Pour  que  la  direction  8  soit  principale,  il  faut  d'abord  qu'elle  soit  perpen- 
diculaire au  plan  (1),  d'où  les  conditions  : 

^»  ^ô  9r 

p  q  r 

nous  sommes  donc  conduits  à  résoudre  le  système  (t)  formé  de  deux  équa- 
tions homogènes  et  du  second  degré  en  p,  q,  r,  en  écartant  la  solution 
p  ^^  q  =  r  ^-^0,  qui  vérifie  les  équations  (2),  mais  ne  fixe  aucune  direction. 
Prenons  comme  inconnue  auxiliaire  la  valeur  commune,  2S,  des  rap- 
ports (2)  ;  p,  q,  r  iii^  sont  donnés  par  les  équations  : 

(3)  cp;  -  2SjD  ^  0,        9;  -  2Sg  -  0,        9;  -  2Sr  --  0, 

qui,  développées,  prennent  la  forme  : 


'  (A  —  S)p  +  W'q  +  B'r  =  0, 


(4)  B"p  +  (A'  —  S)q  +  Br  -.  0, 

(  B>  +  Bq  +  (A"  —  S)r -.  0. 
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Les  dqualions  (4),  qui  sont  linf^aircs  et  homogènes  en  p,  q,  r,  doivent  élre 
vc^rifides  par  des  valeurs  de  p,  ^,  r  non  toutes  nulles  ;  donc  le  d(5terminanl 
des  coefficients  doit  ^tre  nul,  d*où  la  condition  : 


(O) 


\  —  S  B"  W 

B  "  A'  —  S  B 

B'  B  A"  —  S 


=  0 


qui  détermine  S.  L'équation  (5)  est  appelée  équation  en  S;  en  la  développant, 
on  trouverait  : 

SJ  —  (A  +  A'  +  A")  S»  +  { A'A"  +  A"A  +  A  A'  —  B*  —  B'*  —  B"*)  S  —  A  =  0  ; 

mais  il  suffit  de  remarquer  que  celle  équation  est  toujours  du  troisième 
degré,  et  que  son  terme  constant,  qui  s'obtient  en  faisant  S  =  0  dans  le 
déterminant  (5),  est  le  discriminant  A  délini  au  n**  646. 

Ensuite,  pour  que  ô  soit  une  direction  principale,  il  faut  qu'elle  ne  soit  pas 
une  direction  asymplolique  ;  d'où  la  condition  : 

çp(p,  7,  r)  ^  0. 

Or,  en  appliquant  l'identité  d'Euler,  et  en  tenant  compte  des  relations  (3), 

on  a  : 

1 

p,  q,r  n'étant  pas  nuls,  cette  condition  se  réduit  donc  a  :  S  ^  0. 

Inversement^  soit  Si  une  racine  non  nulle  de  l'équation  (o);  il  lui  corres- 
pond, dans  le  système  (4),  au  moins  un  système  de  valeurs  de  p,  j,  r  non 
toutes  nulles,  qui  définit  une  direction  8.  Celle-ci  n'est  pas  une  direction 
asymptotique,  en  vertu  de  l'hypothèse  Si  ^0;  elle  est  perpendiculaire  h  son 
plan  diamétral  conjugué  (1),  en  vertu  des  relations  (2).  C'est  donc  une  direc- 
tion principale  ;  d'où  celte  conclusion  : 

Théorème.  —  .(  toute  racine  non  nulle  de  l'équation  en  S  coiTcspond  au 
moins  une  direction  principale, 

t^OROLLAiRE.  —  Toute  surfacc  de  première  classe  a  au  moins  une  direc- 
tion principale. 

Car,  dans  cette  hypolhèse,  A  n'étant  pas  nul,  l'équation  en  S,  qui  est  du 
troisième  degré,  n'a  pas  de  racines  nulles,  et  admet  au  moins  une  racine 
réelle,  difTérenle  de  zéro. 
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662,  — Bornons-nous  aux  surfaces  de  première  et  de  seconde  classes;  en 
dehors  de  ces  deux  cas,  on  sait  que  la  surface  est  un  cylindre  ou  un  système 
de  deux  plans  parallèles. 
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Surfaces  de  première  classe.  —  Nous  venons  de  montrer  que,  par  rap- 
port à  des  axes  rectangulaires  convenablement  choisis,  T^îquation  de  la  sur- 
face prend  la  forme  ( n**  688)  : 

Ax-  +  \Y  +  A"^^  +  F  =  0.        (A  z/:  0,  A'  ^  0,  A"  =^  0) 

Cela  posé,  distinguons  plusieurs  cas. 

I.  Genre  Ellipsoïde  :  A,  A',  A"  sont  de  même  signe.  —  l*^Pour  F  =^  0,  et  de 
signe  contraire  à  A,  A^  A-^  l'équation  peut  être  mise  sous  la  forme  : 

la  surface  est  donc  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  plans  principaux  (n^  576). 
S'i  Pour  F  ^  0,  mais  de  môme  signe  que  A,  A',  A",  l'équation  peut  être  mise 
sous  la  forme  : 

la  surface  n'a  aucun  point  réel  ;  on  rappelle  ellipsoïde  imaginaire. 
3*^  Pour  F  :=  0,  l'équation  peut  être  écrite  : 


•c'    ,    y 


2  ^2 


a^     ■     0*     '     c 


la  surface  n'a  aucun  point  réel  en  dehors  de  l'origine  ;  on  l'appelle  ellipsoïde 
point.  On  peut  l'envisager  comme  un  cône  imaginaire  de  sommet  réel  0,  son 
équation  étant  homogène  en  x,  y,  z. 

il.  Genre  Ilyperboloïde  ;  A,  A',  A''  ne  sont  pas  de  môme  signe.  —  En  rai- 
son de  la  symétrie  de  l'équation  par  rapport  à  a;,  y  et  ^  nous  pouvons  suppo- 
ser, par  exemple,  A  et  A'  d'un  même  signe,  A''  du  signe  contraire. 

!•*  Pour  F  =^0,  et  du  signe  de  A'^  l'équation  peut  être  mise  sous  la  forme  : 

la  surface  est  donc  un  hyperboloïde  à  une  nappe  rapporté  à  ses  plans  prin- 
cipaux (n**  593). 

iâ^Pour  F  =/=  0,  et  de  signe  contraire  à  A",  l'équation  peut  être  mise  sous 
la  forme  : 

la  surface  est  donc  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  rapporté  à  ses  plans 
principaux  (n**  596). 
3°  Pour  F  =^  0,  l'équation  peut  être  écrite  : 

a*  ^  ft'         c'         ' 

Tresse  sr  Tuvdaut.  Gcomclric  aualyliquc.  3i 
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et  repnlscnle  un  cône,  (le  n'^sultat  montre  que  tout  cùiie  rt^el  du  second 
(l<îg;r(^  est  une  surface  de  mOm<î  forme  que  le  eone  étudie^  au  chapitre  ii  du 
livre  VIII. 

663.  Surfaces  de  seconde  classe.  —  L'équation  de  la  surface,  ])ar  rapport 
«a  des  axes  rcclangulaires  convenablement  choisis,  prend  la  forme  (n**658)  : 

\y  +  \"z'  +  iCjc  =  0,      (  A'  ^  0,      A''  r^  0,      C  ^  0) 

<4  Ton  peut  toujours  supposer  A'  el  C  de  signets  contraires,  sans  quoi  il  suffi- 
rait de  renverser  le  sons  de  Taxe  Oj:. 
I.  Si  \'  et  A''  sont  de  même  signe,  l'équalion  peut  èlre  mise  sous  la  forme: 

;)  et  q  cUant  positifs  ;  la  surface  est  donc  un  paraboloïde  ellipligue  (u^  614j. 
H.  Si  A' et  A''  sont  de  signes  contraires,  lY^qualion  peut  tHre  mise  sous  la 
forme  : 

pci  q  étant  positifs  ;  la  surface  est  donc  un  paraboloïde  hype7i)oliquc{ii^&S0f. 
De  ce  qui  précède  résulte  la  conclusion  suivante  : 

TuKouKMK.  —  Toute  surface  dit  second  degré  est  une  quadrique,  à  moins 
quelle  n'ait  aucun  point  réel,  ou  qu'elle  ne  dégénère  en  tin  cône,  un 
cylindre,  ou  un  système  de  plans. 

Par  extension,  et  pour  simplifier  le  langage,  nous  appellerons  maintenant 
qua;drique.io\\Vv'  surface  du  second  degré. 

664.  Détermination  de  la  nature  d  une  quadrique  donnée  par  son  équation. 

—  Une  quadrique  étant  définie  par  une  équation  numérique,  fix,  y,  :;)  ;:^  0, 
proposons-nous  de  trouver  sa  nature.  On  peut  appliquer  pour  cela  la  méthode 
suivante  : 

l"*  On  détermine  la  classe  de  la  surface  par  la  reclieixhedu  centre  fn''649  . 

Si  la  surface  appartient  il  la  2**  classe,  l'un  au  moins  des  trois  plans  de 
coordonnées  n'est  pas  parallMc  à  son  axe;  en  coupant  la  surface  par  ce  plan 
on  obtiendra  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  et  Ton  en  conclura  que  la  surfacr 
est  un  paraboloïde  elliptique  dans  le  premier  cas,  un  paraboloi'de  hyperbu- 
lique  dans  le  second. 

Si  la  surfilée  est  de  3*'  classe,  on  la  coupera  par  un  plan  de  coordonnée^ 
non  parallèle  \\  ses  génératrices;  on  reconnaîtra  alors  si  la  surface  est.  ou 
un  cylindre  elliptique,  réel  ou  imaginaire,  ou  un  cylindre  hyperbolique,  ou 
un  système  de  deux  plans  sécants,  réels  ou  imaginaires.  . 

Si  la  surface  appartient  a  la  4'^  classe,  c'est  un  cylindre  parabolique. 

Eniin,  si  elle  est  de  o*"  classe,  en  la  coupanl  par  un  plan  de  coordonnées 
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non  parallèle  aux  deux  plans  qui  la  constituent,  on  reconnaîtra  si  ces  plans 
sont  réels  ou  imaginaires,  distincts  ou  confondus. 

H  ne  reste  plus  à  distinguer  que  les  quadriques  de  la  1'*^  classe. 

2**  Dans  ce  cas,  si  Tun  des  axes  de  coordonn(5es,  0-  par  exemple,  n'est  pas 
une*  direction  asymptolique,  on  déterminera  les  points  (Tintersection  de  la 
surface  par  le  diamètre  parallèle  à  Oz  et  sa  section  (V)  par  le  plan  diamétral 
conjugué. 

Si  le  diamètre  coupe  la  surface  en  deux  points  réels  et  distincts,  on  aura 
un  ellipsoïde,  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  ou  un  hyperboloïde  t^  deux 
nappes,  suivant  que  (F)  sera  une  ellipse  réelle,  une  hyperbole,  ou  une  ellipse 
imaginaire. 

Si,  au  contraire,  le  diamètre  ne  coupe  pas  la  quadrique  en  des  points  réels, 
la  surface  sera  un  ellipsoïde  imaginaire,  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  ou 
un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  suivant  que  (D  sera  une  ellipse  Imaginaire, 
une  ellipse  réelle,  ou  une  hyperbole. 

Enfin,  si  le  diamètre  coupe  la  surface  en  deux  points  confondus,  la  surface 
est  un  cône,  et  une  section  plane  indique  si  ce  cône  est  réel  ou  imaginaire. 

3°  Dans  le  cas  particulier  où  0:;  est  une  direction  asymptolique  de  la  sur- 
face, la  méthode  précédente  est  en  défaut  ;  alors,  on  cherchera  à  placer  sur 
la  surface  une  génératrice  parallèle  à  Oz.  Pour  cela,  on  coupera  la  qua- 
drique f(x,  y,  z)  -^  0  par  la  droite  a;  — -  a,  y  ^=  P  parallèle  h  OZj  et  Ton 
déterminera  a  et  ^  en  exprimant  que  Téquation  en  z  :  fia,  p,  z)  =  0,  se 
réduit  h  une  identité.  La  quadrique  est  un  hyperboloïde  à  une  ou  h  deux 
nappes  suivant  que  les  valeurs  trouvées  pour  a,  ^  sont  réelles  ou  imagi- 
naires. 

EvEMi'LE.  —  Reconnaître  la  nature  delà  quadrique  : 
(l)  x'  +  -*  —  ±ry  -f  2»/=  +  -«^î'  —  4af/  +  X  ~  0. 

1«  DélcrinlnoDS  d'abord  sa  classe  ;  les  é(iuations  du  centre  sont  : 

X  —  y  -\-  a  =  Oy        —  .r  -f-  -  —  2a  =  0,        y  -^  z  =  0; 

on  en  tire  : 

3«  a  a 

X  =■         5- ,         2/  =        "5'  »         -  ^=  T  ' 

La  surface  est  donc  de  la  première  classe. 

2»  L'éiiuatlon  renfermant  un  terme  en  -*,  O-  n'est  pas  une  direction  asymptolique;  le  dia- 
mètre parallèle  à  Oz,  passant  par  le  centre,  a  pour  équations  : 

3a  n 

•^'  ^^         <.)  ■  »        î/  ^=        Z"  f 

»t  mi 

ses  points  d'inlei"section  avec  la  surface  correspondent  aux  racines  de  l'éciuation  en  z  : 

-*  _  a;  -  A-  _|_  X  =  0  ; 


ils  sont  réels  pour  a*  —  2X  >>  0,  imajçinaires  pour  «*  —  2X  <  0,  confondus  pour  a*  —  2X  =  0. 
D'autre  part,  le  plan  diamétral  conjugué  de  0;  a  pour  équation  /l  =1  0,  ou  : 


CHAPITRE  III 

DÉTERMINATION  DES  QUADRIQUES 

666.  —  L'équation  gcnt^rale  des  quadriques  : 

Ax-  +  \Y  +  A";;^  +  2By^  +  ^^'zx  +  ^^"xy  +  SCx  +  ^Cy  +  2G"-  +  D  =  0, 

ivnferinc,  sous  forme  linéaire  et  hoynogèney  dix  coefficients  et,  par  suite, 
dépend  de  neuf  paraynèlres  arbitraires. 

Sans  répéter  ici  tout  ce  qui  a  été  dit  sur  la  détermination  des  coniques,  et 
sans  insister  sur  la  nature  des  conditions  auxquelles  on  peut  assujettir  un»* 
quadrique  (n***  438  et  430),  nous  pouvons  en  déduire  immédiatement  la  con- 
clusion suivante  : 

Une  quadrique  est,  en  général,  déterminée  par  neuf  conditions. 

Par  exemple,  par  neuf  poiîils  donnés,  passe,  en  général,  une  quadrique 
et  une  seule. 

Nous  allons  d'ailleurs  former,  dans  ce  qui  suit,  les  équations  de  quadriques 
assujetties  à  certaines  conditions. 

667.  Intersection  de  deux  quadriques.  —  Théorème.  —  La  courbe  d'inter- 
section de  deux  quadriques  est  coupée  par  un  plan  quelconque  en  quatre 
points. 

Soient,  on  efïet,  (S)  et  (S'j  deux  quadriques,  (0)  leur  courbe  d'intereection. 
Un  plan  quelconque  (P;  coupe  respectivement  (S)  et  (S')  suivant  deux  coniques 
(C)et(C),  qui  se  vç^iWÀniivQwi  en  quatre  points^  réels  ou  imaginaires,  distinct^ 
ou  confondus,  à  distance  finie  ou  infinie  (n°  442)  ;  ce  sont  les  points  d'inter- 
section du  plan  (1^)  et  de  la  courbe  (0).  G.  Q.  F.  D. 

La  courbe  (Q)  peut  d'ailleurs  se  décomposer  de  diverses  manières,  comme 
nous  le  verrons  dans  la  suite  ;  en  voici  un  premier  exemple  : 

Corollaire.  —  Si  deux  quadriques  ont  une  génératrice  commune^  la 
seconde  partie  de  leur  intersection  est  coupée  par  un  plan  quelconque  en 
trois  points. 

En  elîet,  si  les  quadriques  (S)  et  (S')  ont  une  génératrice  commune  (G'» 
leur  courbe  d'inlerseclion  (0)  est  formée  de  (G)  et  d'une  seconde  courbe  (Qij. 
Un  plan  quelconque  (P;  rencontre  {G)  en  un  point  et,  par  suite,  (Qi)  en  trois 
points.  G.  Q.  F.  D. 
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DÉFiNiTiox.  —  Cette  courbe  (Qi)  est  «'\ppel(^e  cubique  gauche. 

668.  Projection  de  rinterseotion  sur  un  plan.  — Théorème.  —  La  projection  de  V intersec- 
tion de  deux  quadriques  sur  un  plan  est,  en  général,  une  courbe  algébrique  du  quatrième 
degré. 

En  effet,  projetons,  par  exemple,  sur  le  plan  dos  ay,  parallèlement  à  O3.  La  projection  (ç) 
est  une  courbe  algébriciue,  son  écfuation  résultant  de  l'élimination  de  :;  entre  les  équations 
des  deux  quadriques.  Une  droite  quelconque  [d]  du  plan  des  xy  coupe  (q)  en  quatre 
points,  car  {d)  est  la  trace  d'un  plan  parallèle  à  Oz  qui  coupe  l'intersection  (Q)  en  quatre 
points.  La  courbe  [q]  est  donc  bien  du  quatrième  degré. 

THÉoRésiE.  —  La  projection  de  l'intersection  de  deux  quadriques  sur  un  plan  a,  en  gêné* 
rai,  deux  points  doubles  léels  ou  imaginaires. 

En  cÉFet,  soient  8  la  direction  des  projetantes  et  (P),  (P')  les  plans  diamétraux  conjugués 
de  8  dans  chacune  des  quadriques.  Considérons  la  projection  {d)  de  la  droite  (D),  intersec- 
tion des  plans  (P)  et  (P')  t\m  sont  on  général  distincts;  nous  allons  montrer  que  les  points 
derencontre.de  (d)  avec  la  projeclion  (q)  de  l'intersection  (Q)  sont<les  points  doubles  de  (q). 

Soit  a  l'un  de  ces  pointas  ;  la  projetante  issue  de  a  rencontre  (Q)  eu  un  point  A  commun 
aux  deux  quadriques;  elle  coupe  en  outre  celles-ci  aux  points  B,  B'  et  la  droite  (D)  au 
point  l. 

Les  points  B  et  B'  sont  l'un  et  l'autre  symétritiues  de  A  par  rapport  à  I,  puisque  I  est 
sur  les  plans  diamétraux  (P)  et  (P');  ils  sont  donc  confondus  et,  par  suite,  au  point  «,  pro- 
jection de  A  et  de  B,  se  croisent  deux  arcs  de  courbe  qui  sont  respectivement  les  projec- 
tions des  deux  arcs  de  (Q)  qui  passent  par  A  et  par  B. 

Le  point  a  est  donc  un  point  double  de  (7),  et  le  raisonnement  peut  être  étendu  à  tous 
les  points  de  rencontre  de  {d)  et  de  {q):  niais  comme  iq)  est  une  courbe  du  4*  degré,  il  ne 
pourra  exister  sur  la  droite  Irf)  plus  tie  deux  points  doubles  (n»»  219  et  23â). 

La  droite  (d),  intersection  d^'S  plans  diamétraux  conjugués  de  la  direction  des  proje- 
tantes dans  chacune  des  deux  quadriques,  est  appelée  la  ligne  des  points  doubles. 

La  démonstration  i)récédente  est  en  défaut  lorsque  (P)  et  (P'j  sont  confondus;  dans  ce 
cas.  tous  \iis  points  de  (r/j  peuvent  être  considérés  comme  dos  points  doubles  et  le  degré 
de  cette  courbe  s'abaisse. 

C'est  d'ailleurs  ce  (]ui  résulte  du  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  *S/  deux  quadriques  ont,  pour  une  direction  0,  le  même  plan  diamétral 
conjugué^  la  projection  de  leur  intersection,  faite  parallèlement  à  0  sur  un  plan  quelconque, 
est  une  conique. 

En  effet,  prenons  pour  plan  dos  xy  le  plan  diamétral  commun  et  un  axo  Oz  parallèle 
à  0.  On  sait  que  les  é(iuations  des  deux  (juadriqucs  sont  de  la  forme  (n*  058)  : 

-*  +  A-^-.  y)  =  0,      -*  +  i/(^-,  y)  =  0. 

» 

Leur  courbe  d'intersection  est  donc  située  sur  la  quadrique  : 

laquelle  se  réduit  à  un  cylindre  du  second  degré  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à 
Oz,  et  la  section  de  ce  cylindre  par  le  plan  de  projection  est  bien  une  conique. 

On  remarquera,  en  outre,  (jue  la  trace  de  ce  cylindre  sur  le  plan  diamétral  commun 
passe  par  l'intersection  des  deux  coniciues /"(.r,  y)  --^0,  gix^yj  =  0,  sections  des  deux  qua- 
dri({ucs  par  ce  plan  diamétral.  Par  exemple,  si  celles-ci  sont  deux  circonférences,  la  trace 
du  cylindre  est  au?si  une  circonférence. 

669.  Quadriques  passant  par  rinterseotion  de  deux  autres.  — Lorsqu'une 
quadrique  [1)  passe  par  l'iulerseetion  de  deux  autres  (S)  et  (S'),  elle  possède 
manifestement,  dans  le  cas  g('»néial,  la  propri(''t(^  suivante  :  tout  plaît  (P) 
coupe  (S;  et  (S)  suivant  deux  coniques  (G)  et  (Ï7),  et  (ï)  suivant  une  troisième 
conique  (V)  qui  passe  par  V intersection  de  (G)  et  (G'). 

Dans  certains  cas  particuliers,  il  est  n(''eessair(*  de  préciser  ce  que  Ton 
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entend  par  quaçlrique  passant  par  V intersection  de  deux  autres  ;  nous  adop- 
terons la  propriété  précédente  connue  définition  générale. 

Théorème.  —  Véquation  générale  des  quadriques  passant  par  V intersec- 
tion de  deux  autres,  S  =^  0,  S'  =  0,  est  : 

).  étant  un  paramètre  arbitraire. 

En  eiïei,  montrons  d'abord  que  ton  le  qiiadrique  (I),  représentée  par 
Téqualion  (1),  passe,  quel  que  soit  a,  par  Tintersection  de  (S)  et  (S').  Pour 
cela,  considérons  les  points  communs  aux  coniques  (C)  et  (C),  intei*seclions 
de  (Sj  et  (S')  avec  un  plan  quelconque  P  =  0;  ils  sont  définis  par  le  système 
d'équations  ; 

(2)  S-:0,  S'=:0,  P-^O. 

D*autre  part,  la  conique  (F;,  intersection  de  (I)  et  de  ce  même  plan  (P),  e>t 
définie  par  le  système  : 

(3)  S  +  aS'  =  0,         P-^0; 

toute  solution  du  sysl^nle  (^)  vérifiant  nécessairement  le  système  (3),  la 
conique  (P;  passe  par  Tintersection  de  (C)  et(C'),  et  la  quadrique  (i)  est  bien 
une  quadrique  passant  par  Tinterseclion  de  (S)  et  (S'). 

Reste  à  montrer  que  l'équation  (1)  peut  représenler  toute  quadrique  iS'i 
passant  par  Tinterseclion  de  (S)  et  (S'j.  Pour  cela,  prenons  sur  (!')  un  point 
arbitraire  M(a?j,  y^,  z^)  en  dehors  de  la  courbe  (0),  intersection  de  fS)  et  (S  i. 
Dans  Téquation  (Ij,  on  peut  toujoui-s  disposer  de  \  de  façon  qu'elle  repré- 
sente une  quadrique  (i)^)  passant  par  M,  (»n  lui  attribuant  la  valeur  finie  ou 
infinii»  : 


A 


i     — 


^  (i^J»    î/l>     -^l) 


Cela  étant,  un  plan  arbitraire  fPj  passant  par  M  coupe  (S)  et  iS')  suivant 
deux  coniques  (G)  et  ((7),  ÇL')  et  (Si)  suivant  deux  autres  coniques  (T)  et  (V^) 
qui  passent  par  M  et  jïar  les  quatre  points  d'intersection  de  (C)  et  (CI)  ;  ces 
coniques  {V)  et  (T,)  sont  donc  confondues  (n**  443)  et,  par  suite,  (P)  étant  arbi- 
traire, (H)  et  (2j  sont  confondues.  C.  Q.  F.  D. 

Remarques.  —  I.  La  démonstration  pourrait  tomber  en  défaut  si  (D  et  ifi) 
avaient  une  droite  commune  (G).  Dans  ce  cas  ((î)  serait  aussi  une  droite  com- 
mune à  (C;  et  ((7)  et,  par  suite,  h  (S)  et  (S'j.  Or,  sauf  le  cas  où  (S)  et  (S')  auraient 
un  plan  commun,  on  peut  toujours  faire  pivoter  le  plan  (P)  autour  de  M,  de 
façon  qu'il  engendre  tout  l'espace  sans  jamais  passer  par  une  génératrice 
commune  h  (Sj  et  (S').  En  dehors  du  cas  d'exception  signalé,  la  proposition 
est  donc  générale. 

II.  L'équation  (l)  dépendant  d'un  seul  paramètre  arbitraire,  une  quadrique 
passant  par  Vintersection  de  deux  autres  est  assujettie  à  huit  conditions. 


L 
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670.  Quadriques  de  directions  asymptotiques  données.  —  Les  directions 
asymptotiques  d'une  quadrique  sont  définies  par  son  cône  des  directions 
asymptotiques  (n°  648).  Supposons  ce  cône  donné,  et  représenté  par  Téqua- 
tion  : 

c?to,  y,  z)  ~  Aa?2  +  \Y  +  A' -'  +  2By2  +  ^B'^x  +  âB^'iry  =  0. 

Dans  l'équation  de  la  quadrique,  rensemble  des  termes  du  second  degré 
est  identique  (n°  648)  h  cp(x,  y,z),\i  un  facteur  constant  près,  h,  que  Ton  peut 
toujours  rendre  égal  à  Tunité  en  divisant  l'équation  par  k.  L'équation  de  la 
quadrique  est  donc  enfin  : 

(  l  )  o{x,  y,  z)  +  ^Cx  +  ^Cy  +  2C'^j  +  D  -=  0, 

(\  CJ,  G',  D  étant  quatre  paramètres  ai^bitraires. 

Par  conséquent,  une  quadrique  dont  les  directions  asymptotiques  sont 
données,  est  assujettie  à  cinq  conditions. 

Théorème.  — ■  Si  deux  quadriques  ont  {es  mêmes  directions  asympto- 
tiques,  leur  intersection  est  une  courbe  plane  et,  en  général,  une  conique. 

Soient,  en  elTet,  (S)  et  (Si)  ces  deux  quadriques  ;  leurs  équations,  toutes 
deux  de  la  forme  (l),  sont  : 

^.  S  ?(^'  y^  ^)  +  '^^*^  +  2c'y + 2c''^  + 1)  ^-'-  0 

"^  {  9(x,  y,  Z)  +  ^C.,x  +  2G;2/  +  ^QI{z  +  D  =  0  ; 

elles  forment  un  système  de  deux  équations,  qui  donne  : 

(3)  2(C  --  Ci)a;  +  2(C'  —  Ci)y  +  2(C"  —  V:i)z  +  D  —  D,  =  0  ; 

les  points  d'intersection  de  (S)  et  (Si)  sont  donc  dans  un  plan  (P),  à  distance 
finie  ou  infinie,  représenté  par  cette  équation  (3). 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  :  C  =  Ci,  CJ  —  (\\,  C"  ^  Cl,  les  équa- 
tions (2)  ne  diffèrent  que  par  les  termes  constants  D  et  Di  ;  les  quadriques  (S) 
et  (Si)  ont  mômes  directions  asymptotiques  et  même  centre  (n*  649)  ;  leur 
intersection  est  rejetée  à  l'infini  (n°490). 

Par  exemple,  deux  sphères  ont  toujours  inônies  directions  asymptotiques  :  leur  intersec- 
tion est  une  circonférence,  réelle  ou  imaginaire,  située  dans  leur  plan  radical  (n*  526);  si 
les  sphères  sont  concentriques,  ce  plan  radical  est  rejeté  à  l'infini. 

671.  Quadriques  passant  par  une  conique  donnée.  —  Soit  donnée  une 
conique  (C);  choisissons  sou  plan  comme  plan  dosa;//.  Cette  conique  sera 
représentée,  dans  le  plan  des  xy,  par  son  équation  : 

(1)  fix,y)=^0. 

Cela  posé,  l'équation  d'une  quadriquc'quelconque  (vS)  étant  : 

(2)  S{x,  y,  z)  ^  0, 

l'équation  de  sa  section  par  le  plan  des  xy,  dans  ce  plan,  s'obtient  en  fai- 
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sant  ^  -^  0  dans  celte  équation  (2),  ce  qui  annule  dans  S(x,  y,  z)  rensemble 
des  termes  qui  contiennent  z  en  facteur,  et  que  l'on  peut  représenter  par  zP, 
P  =  0  étant  alors  Téquation  d'un  plan. 

La  section  plane  devant  se  confondre  avec  la  coniqu(»  (1),  Tensemblc  des 
autnîs  termes  de  S(j;,  y,  z)  est  donc  identique  à  f(x,  y),  à  un  facteur  près,  k. 
On  peut  d'ailleurs  rendre  ce  facteur  égal  à  Tunité,  en  divisant  par  k  tous  le> 
lernios  df*  1*.  L'équation  de  la  quadriqu(»  (S)  est  donc  : 

f[x,  2/)  +  -P  =  0. 

tille  dépend  de  quatre  paj'a7nèlre$  arbitraires,  qui  son!  les  cocffîcienls 
d»'  P.  Par  conséquent,  une  quadrique  passant  par  une  conique  donnée  est 
assujettie  à  cinq  conditions. 

Théorème.  —  Si  deux  quadriques  ont  une  section  plane  commune,  elles 
en  ont  une  seconde  qui  complète  leur  intersection. 

En  cffel,  le  plan  de  la  section  plane  étant  pris  pour  plan  des  xy  et  celle-ci 
élant  représentée  par  Téquation  ^l),  les  équations  des  deux  quadriques  sonl 
de  la  forme  : 

f(x,  y)  +  :;P  -^  0,        f(x,  y)  +  zQ^---0: 

<*lles  forment  un  système  de  deux  équations,  qui  donne  : 

;;(P  —  0)  --  0. 

Les  points  d'interseclion  des  deux  quadriques  sont  donc  les  uns  dans  le  plan 
z  -==  0,  oîi  ils  forment  la  section  plane  donnée,  les  autres  dans  un  plan  d'équa- 
tion P  —  Q  ^=  0,  où  ils  forment  une  seconde  seclion  plane.  C.  Q.  F.  I). 

Remarques.  —  L  Chacune  d(^s  deux  sections  planes  peut,  ou  se  réduire  à 
une  dix)it(^  (par  excMuple,  paraboloïde  hyperbolique  coupé  par  un  plan 
asymptote),  ou  élre  tout  entière  rejetée  à  Tinfinie  (par  exemple,  cylindre 
coupé  par  un  plan  asymptote). 

IL  Le  plan  P  —  Q  — =  0  })eul  se  confondre  avec  z  =  0;  les  deux  sections 
planes  sont  alors  confondues. 

III.  Ce  même  plan  peut  être  rejeté  à  Tinfini;  c'est  le  cas  de  deux  qua- 
driques qui  ont  mêmes  directions  asymplotiques  (n*'  670). 

672.  Quadriques  passant  par  une  droite  donnée.  —  Une  droiU)  étant  donnée,  choisis- 
sons-la pour  axo  Oz.  L'équation  d'une  quadritiuo  passant  par  Os  doi*t  se  réduire  à  une 
idontilé  pour  a'  =  y  -.^  0.  Kilo  ne  peut  donc  contenir  aucun  terme  indépendant  de  x  et  y. 
et  elle  est  de  la  forme  ; 

Ad-  +  Ay  +  2By-  +  2B'za'  +  2B"jiï/  +  SCLt-  +  2C'y  =  0. 

Klle  dépend  de  su-  paramètres  arbitraires;  par  conséiiuent,  une  qumlrique  passant  par 
une  droite  donnée  est  assujettie  à  trois  conditions. 

TiiKORÈME.  —  Si  deuj'  quadriques  ont  une  f/éne'ralrice  commune,  eltes  sont  tangentes  en 
deux  points  de  celte  génératrice,  à  ynoins  quelles  ne  se  raccordent  le  lony  de  cette  géné- 
ratrice. 
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En  effet,  la  génératrice  commune  élant  prise  pour  axe  0-,  les  équations  des  deux  qua- 
driques  (S)  et  S,^  sont  : 

Aj»  +  A  y  +  2Bi/=  +  2B's.z  +  2b"jcy  +  2Cu-  +  iC'y  =  0, 
A.a'  +  A.'y-  +  ih.yz  +  SB.'sa-  +  2B;'^y  +  2C.j;  +  riC.'y  =  0. 

Les  plans  tangenLs  à  ces  quadrlquos  en  un  nu^me  point  M(0.  0,  h)  de  Os  ont  pour 
équations  (n«  54ttj  : 

.riB'/i  +  C)  +  y.B/i  +  C)  -^  0,        .r(B;/i  +  C.)  +  y. B.A  -f  C;.  _  0, 

et  sont  confondus  sous  la  condition  : 

B7i  +  C  _   nh  +  C 

b;/i  +  c;  ""  B,/t  -i-  c:; 

Celle-ci  étant  du  second  de^rré  en  A,  à  moins  ({u'ellc  ne  se  réduise  à  une  identité,  le 
lliéorérrie  est  démontré. 

673.  TiiÈOR^.ME.  —  Sr  deux  rjuadriqnes  ont  deiu:  f/ênéraitices  communes  d'un  même  )fy.s- 
tème^  elles  en  ont  deux  autres  qui  complètent  leur  intersection. 

Soient,  en  effet,  (S)  cL  (S')  deux  (iuadrii|ues  passant  par  deux  droites  (G)  et  (G,),  non  situées 
dans  un  mftme  plan.  Soit  M  un  point  de  leur  intersection,  pris  en  dehors  de  (G)  et  (G,K  co 
qui  est  possible,  un  plan  quelconque  renrontrank  cette  intoi-seclion  en  quatre  points 
(n«  fie").  Par  M  passe  une  droite  (D)  rencontrant  iG)  et  (G,)  en  A  et  A,.  Cette  droite,  ayant 
trois  points  M,  A  et  A,  sur  chacune  des  quadriquos,  appartient  à  leur  intersection.  Pour  la 
même  raison,  on  peut  encore  pi-endre  sur  cette  intersection  un  point  en  dehors  de  (G),  (G,i 
et  (D)  et.  par  suite,  celte  intersection  comprend  une  (luatrièmc  droite  lI),U  Ou  obtient  ainsi 
toute  l'intersection,  en  vertu  toujoure  de  la  mémo  raison. 

674.  TuKORtiiiE.  —  Si  deux  quadriques  se  raccordent  suivant  une  génératricCy  elles  ont  en 
commun  deux  autres  fjénératrices  qui  complètent  leur  intersection. 

Soient,  en  effet.  iS)  et  (S')  deux  quadn(|ues  se  raccordant  suivant  une  génératrice  (Gi. 
Soit  M  un  point  de  leur  intersection,  pris  en  dehors  de  (G);  le  plan  passant  par  M  et  (G) 
est  tangent  à  iS)  et  iS'i,  d'après  les  propriétés  des  quadriques  réglées  (n»*  6i2  et  64o);  son 
point  de  contact  A  est  le  même  pour  les  tleux  surlaci's,  par  hypotlièse;  ce  plan  coupe  donc 
chaque  quadricfue  suivant  la  droite  (G)  et  une  seconde  génératrice  passant  par  A  et  M,  et 
la  droite  AM  appartient  à  linterseclion  de  iS)  et(S').  On  montrerait  do  même  qu'il  en  existe 
une  seconde  ^^^l^.  Enfin,  il  ne  peut  en  exister  une  troisième  A^M^.  sans  quoi,  les  généra- 
trices AM,  A, M,,  A^M,  appartenant  à  un  même  systi'ine,  les  deux  ([uatlriques  seraient 
toutes  deux  engendrées  par  le  mouvement  d'une  droite  mobile  rencontrant  ces  trois  droites 
In"  663)  et,  par  suite,  seraient  confcmdues. 

Ce  théorèm:'  peut  êliv  considéré  comme  un  cas  limite  du  précédent. 

675.  Quadriques  tangentes.  —  Proposons-nous  de  (kHcrniin(M*  Véquation 
générale  des  quadriques  tangentes  en  un  point  donné  à  un  plan  donné. 

Prenons  le  point  pour  origine  et  le  plan  pour  plan  des  xy  ;  si  une  qua- 
drique  passe  par  l'origine  et  si  elle  est  tangente  en  ee  j)oint  au  plan  des  xy, 
le  terme  eonslant  de  son  équation  est  nul  et  les  ternies  du  premier  degi'(' 
doivent  se  réduire  à  2C":j,  avec  G"  7^  0  (n*"  547).  L'équation  cherchée  a  donc 
la  forme  : 
(l)  91  j;,  y,  z)  +  2:^-^0. 

Elle  dcîpend  de  six  paramètres  arbitraires,  qui  sont  les  coefîîcienis  d<' 
'f(a;,  y  y  z).  Par  conséquent,  une  quadrique  tangente  en  un  point  doiiné  à  un 
plan  donné  est  assujettie  d  trois  conditions. 
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676.  TitéORàuE.  ~  Lorsque  deux  quadriqites  sont  tangentes  en  un  point,  deux  arcs  de  leur 
intersection  se  croisent  en  ce  point. 

En  effet,  prenons  !c  point  pour  origine  et  le  plan  tangent  rommun  pour  plan  dos  xy.  Les 
é(|uations  des  cjuadriques  fS^  et  (S,)  ont  alors  la  forme  (1).  Cherchons  l'équation  de  la  pm- 
jection  iq)^  sur  le  plan  des  xy,  de  leur  intersection  (Q)  ;  nous  devons  éliminer  z  entre  les 
équations  do  (8)  et  (S,)  (n»  552).  Pour  cela,  ordonnons-les  par  rapport  b.  z\  la  premiêr<ï 
devient  : 

(5)  A'V  +  2iBy  +  B'j;  +  V\z  +  Ax*  +  Xy  +  iWxy  =  0. 

F-.OS  ériUcitions  des  doux  quadriqucs  sont  donc  de  la  forme  : 

(3)  \"z'  +  2sP(x,  y)  +  o(x,  y)  =  0,         A'^'J  +  2zP,(x,  y)  +  o,{x,  y)  =  0. 

V{x,y)  et  V^^x,y)  étant  des  fonctions  linéaires,  o{x,  y)  et  o,(-f,  y)  des  fonctions  homo- 
gènes du  second  degré. 
En  éliminant  z  entre  les  équations  (3),  on  trouve  : 

(i)  (A"o.  —  A;'o'i*  —  -iiA'T,  —  A/P)  (Po,  —  P.o)  =  0, 

et  cette  condition  evprime  que  les  équations  (3)  ont  une  racine  commune  : 

(;i)  .  -     Ar9  -  A"?, 

—  2(A"P.  — a;'P)  • 

La  projection  (7),  définie  par  l'équation  (4),  est  donc  une  courbe  du  ([uatriéme  degré  qui 
a  un  point  double  à  l'origine,  puisiiue  les  termes  de  degrés  minima  dans  (4)  sont  du 
second  degré  (n»  217}. 

Soient  Ort  et  06  les  deux  arcs  de  (q)  qui  se  croisent  en  0;  si  un  point  m{x,  y)  se  déplace 
sur  l'un  de  ces  arcs  et  se  rapproche  indéfiniment  de  0.  x  et  y  tendent  vers  zéro  lît  la 
valeur  correspondante  de  -,  donnée  par  ré(|uation  (5),  tend  aussi  vers  zéro.  Il  en  résulte  que 
le  point  M(.r,  t/,s),  (jui  est  sur  (Q).  se  rapproche  indéfiniment  de  0  on  même  temps  que  sa 
projection  m{.v,y]\  aux  <leux  arcs  Oa  et  Ob  correspondent  donc  sur  l'intoi'seclion  deux  arcs 
0.\  et  OB  qui  se  croisent  en  0.  C.  Q.  F.  l). 

Thêouk&ie.  —  Lorsque  deux  quadriques  sont  tangentes  en  unpoint  O,  le  cône  de  sommet  0 
qui  a  pour  directrice  l'intersection  des  deux  quadriques  est  ««  cône  du  second  degré. 

En  effet,  prenons  le  point  O  pour  origine  et  le  plan  tangent  commun  pour  plan  des  xy; 
les  équations  des  deux  quadriques  (S)  et  (S,)  sont  alors  : 

?'-^*.  y>  -)  +  2;  =  0,        o,{j-,  y,  z)  +2z  —  0. 

Pour  avoir  ré<|uation  du  conc  de  sommet  de  0  qui  a  |)0ur  directrice  l'intersection  de  (Si 
et  (S,),  nous  rendons  homogènes  les  é(|uallons  précédentes  et  nous  éliminons  ensuite  la 
variable  d'homogénéité  entre  les  deux  équations  obtenues  (n»  565)  : 

o[x,  y,  z)  +  tzt  ^-  0,         ojx,  y,  z)  +  2zl  =^  0. 

Il  suffit  de  retrancher  colles-ci  membre  à  membre  pour  obtenir  l'équation  cherchée  : 

^[x.y.zS  —  ç>,(.r,  y,z)  —  ^\ 

elle  représente  un  cône  du  second  degré.  C.  Q.  F.  D. 

677.  Quadriques  bitangentes.  —  Théorème.  —  Lorsque  deux  quadriques 
S07ît  bitangentes,  leur  intersection  se  décompose  en  deux  coniques,  ou  en 
une  droite  et  une  cubique,  et  les  deux  parties  de  linlerseclion  se  o'oisent 
aux  deux  points  de  contact. 

Soient,  ou  effet,  (S)  et  (S)  deux  quadriques  tangentes  en  deux  points  A  et 
B,  (Pj  et  (U)  leurs  plans  tungcMits  communs  en  ces  points.  Supposons  d*abonl 
(\uauciui  de  ces  deux  plans  ne  passe  par  le  point  de  contact  de  Vautre. 
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Cola  étant,  soit  M  un  point  quelconque  pris  sur  rinlerseclion  de  (S)  et  (S'), 
distinct  de  A  et  B.  Le  plan  MAB  coupe  (P)  et  (0)  suivant  deux  droites  dis- 
tinctes AT,  BT'  ;  il  coupe  chaque  quadrique  suivant  une  conique  passant 
par  M,  tangente  en  A  à  AT,  et  en  B  à  BT'.  Ces  deux  coniques  sont  donc  con- 
fondues (n^  443).  Par  conséquent,  Tintersection  de  (S;  et  (S')  est  fornitV  de 
cette  conique  et  d'une  seconde  section  plane  (n**  671);  et  le  même  raisonne- 
ment montre  que  cette  seconde  courbe  passe  par  A  et  B. 

Si  run  des  plans  tangents,  (P)  par  exemple,  passe  par  le  point  de  contact 
B  de  Vautre,  la  droite  AB  est  nécessairement  une  génératrice  commune,  puis- 
qu'elle coupe  chaque  quadrique  en  trois  points,  B  et  deux  points  confondus 
en  A.  L'intersection  se  décompose  donc  en  cette  droite  et  une  cubique  (n°  667j. 

Or,  considérons  un  plan  quelconque  mené  par  la  génératrice  commune  AB, 
il  coupe  chaque  quadrique  suivant  une  seconde  génératrice  (n^*  64:2  et  645)  ; 
et  ces  deux  génératrices  se  rencontrent  en  un  point  M  qui  appartient  à  la 
cubique.  En  particulier,  si  ce  plan  est  le  plan  tangent  commun  en  A,  il  coupe 
chaque  quadrique  suivant  une  seconde  génératrice  passant  par  A  ;  celles-ci 
se  rencontrent  donc  en  A  et,  par  suite,  la  cubique  passe  par  A.  Pour  la  niéme 
raison,  elle  passe  par  B. 

678-  Quadriques  tangentes  en  trois  points.  —  Théorème.  —  Lorsque  deux  quadriques 
sont  tangentes  en  trois  points,  ou  bien  elles  sont  circonscrites  le  long  d'une  conique  pas- 
sant par  ces  trois  points,  ou  bien  elles  se  coupent  suivant  une  conique  et  deux  droites  qui 
se  croisent  deux  à  deux  en  ces  trois  points»  ou  enfin  elles  se  raccordent  le  long  d'une 
génératrice  passant  par  ces  trois  points. 

Soient,  en  ellcl,  deux  quadriciucs  (S)  et  (S')  tangentes  on  trois  points  A,  B,  C,  et  (P), 
(Q),  (R)  les  plans  tangents  communs  en  ces  points.  1®  Supposons  d'abord  qu'aucun  de  ces 
trois  plans  ne  passe  pas  le  point  de  contact  do  l'un  des  deux  autres.  On  vient  do  démontrer 
(|ue  rintersoction  de  (S)  et  (8'j  est  formée  de  doux  coniques  et  que  chacune  d'elles  passe 
les  points  A,  B,  C.  Ces  deux  coniques  sont  donc  dans  le  môme  plan  et,  par  suite,  sont 
confondues  ;  soit  (P)  cette  conique  double. 

Gela  étant,  les  trois  plans  (P),  (Q),  (R)  ont  au  moins  un  point  commun,  à  distance  finie 
ou  infinie,  0.  On  sait  que  le  cône  circonscrit  de  sommet  0  à  cliacuno  dos  quadriques  (S) 
et  (8')  a  pour  courbe  de  contact  une  courbe  plane  (n®  551);  celle-ci  passe  nécessairement 
par  les  trois  points  A,  B,  G  et,  par  conséquent,  se  confond,  pour  chaque  quadrique,  avec  la 
conique  (F).  (S)  et  (S')  sont  donc  inscrites  dans  le  môme  cône,  le  long  do  la  môme  courbe  (T) 
et,  par  suite,  sont  circonscrites  le  long  do  (V). 

2"»  Supposons  que  l'un  des  trois  plans  tangents  communs  passe  i)ar  le  point  de  contact 
do  l'un  des  deux  autres,  par  exemple  (|ue  (P)  passe  par  G. 

On  sait  déjà  que  AG  est  une  génératrice  commune  à  (S)  et  (S')  et  que  (R)  passe  par  A. 
Cela  étant,  supposons  on  outre  que  le  troisième  plan  (Q)  no  passe  pas  simultanément  par 
les  deux  points  A  et  Cet,  par  exemple,  ne  passe  pas  par  A.  Dans  ces  conditions,  (S)  et  iS') 
sont  tangentes  on  A  et  B,  le  plan  langent  commun  en  chacun  do  ces  deux  points  no  pas- 
sant pas  par  l'autre.  L'intersection  de  (S)  et  (S')  est  donc  formée  de  deux  coniques,  distinctes 
ou  confondues,  passant  toutes  deux  par  A  et  B  {n»  C77)  :  l'une  d'elles  compi'cnd  nécessaire- 
ment la  droite  AG  et,  par  suite,  uno  seconde  droite  (A)  passant  par  B;  soit  (P)  la  seconde 
conique. 

D'autre  part,  les  quadriques  étant  langenlcs  en  deux  points  A  et  G  d'une  génératrice 
communo  AG,  la  conique  (F)  et  la  droite  (A)  forment  une  cubique  qui  doit  passer  par  A 
cl  C  (n»  677).  Or,  (F)  ne  peut  passer  par  A  et  G,  sans  quoi  le  plan  ABC  contiendrait  à  la  fois 
(F)  et  AG  ;  (A)  passe  donc  par  C.  L'intersection  do  (S;  ot  (S')  est  bien  formée  d'une  conique  \V) 
passant  par  A  et  B,  et  de  deux  droites  AG  cl  BG,  ces  trois  lignes  se  coupant  deux  à  deux 
aux  trois  points  A,  B,  C. 

3<»  Reste  à  examiner  le  cas  où  le  plan  (P)  passe  par  G,  le  plan  (R)  par  A,  et  le  plan  (Q) 
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par  A  et  G.  Dans  co  cas,  les  plans  (I*)  et  (R)  passent  aussi  par  B,  de  sorte  que  ces  Imis 
plans  tanjîonts  (P),  (Qi.  \R)  passent  par  une  même  droite  (G)  contenant  les  trois  poinls  âv 
<!ontact.  ((i)  est  donc  une  fçéneratrice  commune  à  (S;  et  (S'i  et,  comme  les  deux  quadriqucs 
ont  trois  points  de  contact  sur  (G),  elles  se  raccordent  le  long  de  cetlc  géniTatrioe  (n»  672 1. 

G.  Q.  F.  D. 

679.  Quadriques  circonscrites.  —  Théorème.  —  Léquaiion  générale  des 
quadriques  circonscrites  à  la  quadrique  S  ^^  0,  le  long  de  sa  section  par 
le  plan  V  --^  0,  est  : 
(1)  S  +  ),P^--=0, 

).  étant  un  paramètre  arbitraire. 

En  effet,  montrons  d'abord  que  toute  quadrique  (I),  représentée  par  l'équa- 
tion (1),  répond  à  la  question.  Pour  cela,  remarquons  qu'elle  passe  par  la 
conique  (C),  section  de  S  =  0  par  le  plan  P  -^  0.  Puis,  si  Mx^,  y^^  z^)  est.  un 
point  quelconque  de  (C),  on  a  Pi  =  0,  et  Téquatjon  du  plan  tangent  en  A  à 
(^)  se  réduit  à  (n^  550)  : 

(!e  plan  est  bien  \\>  même  que  le  plan  tangent  en  M  à  la  quadrique  S  =  0. 

Reste  à  mont  nu*  que  l'équation  (i)  peut  représenter  toute  quadrique  (i  > 
répondant  à  la  question.  Pour  cela,  on  dispose  de  a  de  façon  que  Téquation  (  1 1 
représente  une  quadrique  (Ii)  passant  par  un  point  arbitraire  M  de  (S'j.  Dans 
ces  conditions,  tout  plan  passant  par  M  coupe  (S')  et  (il,)  suivant  deux 
coniques  qui  se  confondent,  comme  étant  bitangenles  en  deux  points  et  pas- 
sant en  outre  par  M  ;  par  conséquent,  (I')  et  ÇL^)  sont  confondues.    (].  Q.  F.  D. 

080.  Application.  —  I.  Éfjualioîi  du  cône  circonscvil  à  une  quadrique  de  sommet 
donné. 

8oit  une  (juadriciuo  d'équation  S  =:  0,  et  un  point  Pu-,,  y^,  z,).  On  sait  que  la  courbe  do 
contact  du  cône  do  sommet  P  circonscrit  à  la  tiuadrique  est  située  dans  un  plan  d'équa- 
tion (n"  îial)  : 

•^•.5i  +  vx^v  -f  -.Si  +  /,s;  -  0. 

L'c(iuation  do  ce  cône  est  donc  de  la  forme  : 

S  +  X  (.r,!Si  +  i/.Si  +  :.S;  +  (fi\)'  ^  0. 

On  déterminera  \  en  exprimant  que  celte  surface  passe  par  P.  Or,  on  a,  d'api-ès  l'idcutitc 
d'Euler  : 

•^'.Sii  +  i/,Sy»  +  c.S:,  +  /.s;,  =r  2S(u-,,  y„  c.)  ; 

on  trouve  donc  : 

, 1 

et  l'équation  cherchée  est  : 

4S(.f,  y,  z)  S^y-i,  y^,  -,)  —  (.iSa,  +  2/Si,  +  -Si,  +  /Slj*  ~  0. 

II.  Équation  du  cylindre  circonscrit  à  une  quadrique  parallèlement  4  une  direction  don- 

née. 

De  la  mi>me  façon,  l'éiiuation  du  cylindre  circonscrit,  parallèlement  à  une  direction  de 
coeflicients  directeurs  p,  q,  r,  est  de  la  forme  : 

S  +  l{piè'^  +  q^y  +  /-s;)*  ^  0. 
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On  délermincra  X  en  exprimant  que  cotte  surface  a  une  (Hroclion  asymploliquo  do  cocf- 
licienls  directeurs  p,  7,  r,  ce  qui  donne,  en  désignant  par  o(j',  y,  z)  IN^nHcriibie  des  termes 
du  second  dejçré  do  S(.r.  y,  z)  : 

ou,  d'après  l'identité  d'Euler  : 

>— .V — 

4çf7J,ry.7V 
i?t  rétjuation  clierciiée  est  : 

4SU-,  y,  :;)  oip,  q.  r)  —  {p^j.  +  r/S^  +  rS;)*'=  0. 

681.  Théorème.  —  Deux  quadriques  circonscrites  à  une  troisième  se 
coupent  suivant  deux  courbes  planes. 

Car,  si  S  ^-^0  est  l'^qualion  de  cette  troisième  quadrique,  les  deux  surfaces 
ont  pour  équations  : 

S  +  w-  .=  0,      S  +  ^^'y"'  =  0, 

et  leurs  points  d'intersection  satisfont  h,  la  condition  : 

\V2  _ )/p/>  -__,  0^         ou  :         P  zt  \l-:-  P'  _--  0. 

qui  représente  (h'ux  plans  passant  par  Tintersection  des  plans  des  deux 
courbes  de  contact. 

EXERCICES  SUR   LE   LIVRE   IX 

1.  Trouver  lo  lieu  des  ceiilres  des  surfaces  reprêseulôes  par  Téqualiou  : 

,ri  -|-  y2  —  5*  4-  tiixz  -f-  27./C  —  2ax  —  thxj  -f-  lez  =  U. 

a,  6,  c,  élant  de<«  iiomlires  imsilifs  donnés;  p,  q  reprt^Konlanl  de»  paramètres  >analdes)  :  1"  lorsque  p  el  ff 
varient  de  toute»  les  manières  possibles  ;  2"  lorM|uc  p  et  q  varient  de  manière  que  l'équation  donnée  représente 
un  cône.  Dlstin^ier  la  partie  du  lieu  qui  correspond  à  des  hypcrboloïdes  ù  une  nappe  de  celle  ([ui  correspond  à 
des  hypcrboloïdes  û  deuv  nappes. 

{École  Pohj technique^  i8Gi.) 

3.  Lieu  des  ccnlres  des  (|uadri(iues  qui  passent  par  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  gauche. 

3.  Lieu  des  centres  des  quadriques  (pii  passent  par  une  conique  et  une  droite  ayant  un  point  commun. 

i.  Etant  donné  un  tétraèdre  OABC  dans  lequel  Tangle  Irièdre  0  est  trireclanglc,  trouver  l'équation  généralo 
des  quadriques  qui,  passant  par  ses  sommets,  sont  coupées  par  la  face  OAB  suivant  uao  circonférence  et  par 
les  faces  OHC.  OAC  suivant  des  hyperboles  écfuilalères. 

Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  quadriques  et,  sur  ce  lieu,  séparer  les  parties  (|ui  correspondent  à  des» 
hypcrboloïdes  à  une  napj)c  de  celles  (|ui  correspondent  à  des  liyperbolo'ides  ù  deux  nappes. 

5.  Etant  données  deux  (|uadrir|ues,  déterminer  une  direction  telle  que  les  plans  diamétraux  conjugués  dans  les 
deux  surfaces  soient  parallèles. 

0.  Trouver  les  équations  de  l'axe  d'un  paraboloïde  déHni  par  l'équation  générale. 

'Les  plans  du  centre  sont  paralU>les  à  une  même  direction  h  qui  est  celle  de  l'axe;  l'axe  est  le  diamètre 
conjugué  de  la  direction  de  plans  perpendiculaires  à  5.) 

7.  \jc  lieu  du  sommet  d'un  paraboloïde  é<iuilalcre  variable,  passant  par  deux  droites  fixes,  est  la  per()end(cU' 
lairc  commune  à  ces  deux  droites. 

8.  En  procédant  comme  au  chap.  17  du  livre  V,  défhiir  deux  points  conjugués  par  rapport  à  une  quadrique, 
le  plan  polaire  d'un  point  et  le  pôle  d'un  plan. 

Etudier  les  propriétés  du  pôle  et  du  plan  polaire  ;  montrer  eu  particulier,  que  les  plans  polaires  des  points 
d'une  droite  passent  par  une  môme  droite  et  que,  réciproquement,  les  pôles  des  plans  qui  passent  par  la  première 
droite  sont  sur  la  seconde. 

9.  Etant  donnés  trois  uxes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  0^,  0;  el  un  point  A  dans  le  plan  des  x>j^ 
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trouver  le  lieu  des  points  tcb  que  la  distance  de  chacun  d'eux  au  point  A  soit  proportionne Uc  au  produit  de* 
dislances  du  môme  point  aux  plans  des  zx  et  des  sy. 

Ce  lieu  est  une  quadrique,  la  rapporter  à  ses  plans  principaux. 

10.  Surface  engendrée  par  une  droite  qui  rencontre  deux  droites  fixes  et  forme  avec  elles  des  angles  égaux. 

11.  On  donne  deux  droites  fixes  et  une  conique  les  rencontrant  ;  déterminer  la  surface  engcndrc'c  par  une  droite 
variable  qui  s'appuie  sur  la  conique  et  les  deux  droites  fixes. 

12.  Déterminer  les  diverses  surfaces  que  peut  représenter  l'équation  : 

x*  -f.  (2m«  -f  i)  {y*  -f  z*)  -  2(yc  -{- zx -\-  xy)  =  2w«  -  3i«  -j-  1. 

lorsque  le  paramétre  m  varie  de  —  »  à  -{-  «  . 

{Ecole  Polytechnique  y  18jR.« 

13.  Les  quatre  hauteurs  d'un  tétraèdre  sont  sur  un  h} perboloïde  à  une  nappe. 

Le  centre  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre,  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  et  le  centre  de  cet  hrper- 

boloîde  sont  en  ligne  droite. 

{Joachimsthal  .\ 

14.  Si  l'on  considère  deux  quadriqncs  de  révolution  dont  les  axes  sont  dans  un  môme  plan,  ou  sait  que  la 
projection  de  l'intersection  des  deux  quadriquc6  sur  co  plan  est  une  conique.  Discuter  la  nature  de  celte  rouiquo. 
Montrer  que  les  axes  des  surfaces  sont  perpendiculaires  k  deux  directions  conjuguées  de  la  conique. 

15.  On  considère  la  courbe  d'inlersedion  du  pai'aboloTdo  z  —  a*!/  =  0  et  de  la  surface  z^  —  y*  --—  0. 

1<*  Démontrer  que  les  génératrices  de  l'un  des  systèmes  du  paraboloïde  rencontrent  la  courbe  eu  Iroi»  |ioiut». 
celles  du  second  système  en  un  seul  point. 

2*  On  coupe  la  courbe  par  un  plan  quelconque  ;  démontrer  que  les  abscisses  des  points  d'interbcciion  sont 
telles  que  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux  est  nulle.  Former  l'équation  du  plan  osculaleur  à  la  courbe 
en  un  point  d'abscisse  x.  Démontrer  que  les  |)oints  de  contact  des  plans  osculateurs  menés  à  la  courbe  par  un 
point  P  de  l'espace  sont  sur  un  plan  passant  par  P. 

iDriot  ci  Bouquet.) 

16.  Étant  donné  un  tétraèdre  OABC  défini  par  l'angle  Iriètlre  0  et  les  longueurs  -ifi,  46,  4c  des  trois,  arêlc? 
OA,  OB.  OC  : 

1"  Démontrer  que  relli|M»oT(le,  qui  admet  pour  diamètres  conjugués  les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux 
des  arêtes  opposées  deux  à  deux,  est  tangent  aux  six  arêtes  du  tétraèdre. 

2*  Trouver  l'intersection  de  cet  ellipsoïde  et  de  l'Iiyperboloïiio  engendré  par  une  droite  mobile  qui  s'appuie 
sur  trois  droites  menées,  l'une  par  le  milieu  de  l'arête  OA  parallèlement  à  OK,  la  deuxième  par  le  milieu  dr 
l'arête  OB  parallèlement  à  OC,  la  troisième  par  le  milieu  de  l'arête  0(^  parallèlement  à  OA. 

3**  Par  chacun  des  points  où  la  droite  niobilo  perce  la  surface  de  rellipso'i'de,  on  mène  un  plan  fiarallèle  au 
plan  tangent  à  rellipso'tdc  en  l'autre  point;  démontrer  que  ces  deux  plans  passent  |mr  le  centre  de  l'ellipsotik' 
et  trouver  le  lieu  de  Tmlerseclion  des  deux  plans. 

{Ecole  Xormale  Supérieure,  1879.' 

17.  A  un  ellipsoïde  donné  on  circonscrit  une  série  <le  surfaces  du  second  ordre  H,  la  courbe  tic  conlarl  étant 
l'intersection  de  rdlipso'idc  i>ar  un  plan  fixe  P.  Ou  circonscrit  ensuite  à  chaque  surface  un  cône  ajant  pour 
sommet  un  point  donné  A. 

i"  Trouver  le  lieu  des  courbes  de  contact  des  cônes  et  des  surfaces  L. 

2*  Classer  les  surfaces  qui  forment  le  lieu,  quand  on  suppose  le  plan  P  livc  et  le  point  A  mobile  dans  l'es- 
pace. 

On  déterminera,  pour  chacune  des  variétés  du  lieu,  les  surfaces  qui  limitent  les  régions  de  l'espace  où  se 
trouve  alors  le  point  .\. 

(Agrégation  des  Sciences  Ji/athématiques,  1875.) 
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